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Vorwort 

Ais Lotfi Zadeh 1965 den Begriff der Fuzzy-Menge pdigte, bestand sein 
vornehmliches Ziel in dem Aufbau eines formalen Rahmens zur Reprasen­
tation und Handhabung vagen und unsicheren Wissens. Auch wenn es 
mehr als zwanzig Jahre dauerte, bis sich Fuzzy-Systeme in groBerem 
Umfang in industriellen Anwendungen etabliert haben, so ist ihr Ein­
satz heute insbesondere im Bereich der Regelungstechnik nichts auBer­
gewohnliches. Aufgrund ihres Erfolges bei der Umsetzung wissensba­
sierter Ansatze in ein form ales , einfach zu implementierendes Modell 
wurden in den letzten Jahren verstarkt Methoden entwickelt, Fuzzy­
Techniken im Bereich der Datenanalyse zu nutzen. Neben der Moglich­
keit, Unsicherheiten in den Daten geeignet zu beriicksichtigen, laBt die 
Fuzzy-Datenanalyse das Erlernen einer transparenten, wissensbasierten 
Darstellung der in den Daten inharenten Informationen zu. Die Anwen­
dungsfelder der Fuzzy-Clusteranalyse als eines der zentralen Teilgebiete 
der Fuzzy-Datenanalyse reichen von der explorativen Datenanalyse zur 
Vorstrukturierung von Daten iiber Klassifikations- und Approximations­
probleme bis hin zur Erkennung geometrischer Konturen in der Bildver­
arbeitung. 

Dieses Buch wurde mit dem Ziel geschrieben, zum einen eine ge­
schlossene und methodische EinfUhrung in die Fuzzy-Clusteranalyse mit 
ihren Anwendungsfeldern zu geben und zum anderen als systematische 
Sammlung unterschiedlicher Fuzzy-Clustering-Techniken, unter denen 
der Anwender die fUr sein Problem adaquaten Methoden auswahlen 
kann. Das Buch richtet sich neben Studierenden auch an Informati­
ker, Ingenieure und Mathematiker in Industrie, Forschung und Lehre, die 
sich mit Datenanalyse, Mustererkennung oder Bilverarbeitung beschafti­
gen oder einen Einsatz von Fuzzy-Clustering-Methoden in ihrem Anwen­
dungsfeld in Erwagung ziehen. Zum Verstandnis der Verfahren und ins­
besondere deren Herleitung werden Grundkenntnisse in linearer Algebra 



vorausgesetzt. Vertrautheit mit Fuzzy-Systemen wird nicht erwartet, da 
lediglich im Kapitel tiber Regelerzeugung mit Fuzzy-Clustering mehr als 
nur der Begriff der Fuzzy-Menge ben6tigt wird und zudem die erforder­
lichen Grundlagen in diesem Kapitel bereitgestellt werden. 

Der Stoff des Buches basiert teilweise auf Vorlesungen tiber Fuzzy­
Systeme, Fuzzy-Datenanalyse und Fuzzy Control, die wir an der TV 
Braunschweig, der Otto-von-Guericke-Vniversitiit Magdeburg und der 
Johannes Kepler VniversiUit Linz gehalten haben. Ebenso sind For­
schungsresultate eingeflossen, die vor allem innerhalb einer Studie im 
Rahmen eines Forschungsvertrags mit der Fraunhofer-Gesellschaft er­
zielt wurden. Ftir die fachliche Vntersttitzung in diesem Projekt danken 
wir besonders Dr. Wilfried Euing und Hartmut Wolff. 

Bei dem Vieweg-Verlag, speziell bei Dr. Reinald Klockenbusch, be­
danken wir uns fUr die gute Zusammenarbeit. 

Braunschweig, im September 1996 Frank H6ppner 
Frank Klawonn 
Rudolf Kruse 
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Einleitung 

Fur einen Sekundenbruchteil werden den Rezeptoren eine halbe Million 
Daten zugefuhrt. Ohne meBbare Zeitverzogerung gelangen diese Daten 
zur Auswertung, werden analysiert und ihr wesentlicher Inhalt erkannt. 

Ein Blick auf ein Fernseh- oder Zeitungsbild. Der Mensch ist zu 
dieser technischen Meisterleistung in der Lage, die bis heute noch kein 
Computer in vergleichbarer Perfektion erreicht. Dabei liegt der EngpaB 
heute nicht mehr in der optischen Erfassung oder der Datenubertragung, 
sondern in der Analyse und Extraktion der wesentlichen Informationen. 
Dem Menschen genugt ein einziger Blick, urn in den Punkthaufungen 
Kreise und Geraden zu identifizieren und eine Zuordnung zwischen Bild­
objekten und Bildpunkten herzustellen. Die Bildpunkte lassen sich nicht 
immer eindeutig einem Bildobjekt zuordnen, was jedoch die menschliche 
Erkennungsleistung kaum zu truben vermag. Diese Entscheidung durch 
einen Algorithmus nachzubilden, bedeutet hingegen ein groBes Problem. 
Dabei ist der Bedarf fUr eine automatische Analyse groB. Sei es fur die 
Entwicklung eines Autopiloten zur Fahrzeugsteuerung, die visuelle Qua­
litatskontrolle oder den Vergleich groBer Bilddatenmengen. Das Problem 
bei der Entwicklung eines solchen Verfahrens ist, daB der Mensch das ei­
gene Vorgehen bei der Bilderkennung nicht wiedergeben kann, da es sich 
auBerhalb der eigenen Wahrnehmung abspielt. Umgekehrt bereitet die 
Erkennung von Zusammenhiingen in mehrdimensionalen Datensiitzen, 
die sich nicht graphisch veranschaulichen lassen, dem Menschen enorme 
Schwierigkeiten. Hier ist er auf computergestiitzte Datenanalysetechni­
ken angewiesen, fUr die es keine besondere Rolle spielt, ob die Daten aus 
zwei- oder zwolfdimensionalen Vektoren bestehen. 

Mit der EinfUhrung der Fuzzy-Menge 1965 durch L.A. Zadeh [66] 
ist ein Objekt definiert, das die mathematische Modellierung unscharfer 
Aussagen zulaBt. Seitdem wird dieses Mittel in vielen Bereichen einge­
setzt, urn dort SchluBfolgerungen zu simulieren, wie sie von Menschen 
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getroffen werden, oder urn mit Unsicherheit behaftete Informationen zu 
handhaben. Es liegt nahe, diese Methodik auch in der Daten- und Bil­
danalyse zu nutzen. 

Die Clusteranalyse beschaftigt sich mit dem Auffinden von Struktu­
ren oder Gruppierungen in Daten. Da sich Storeffekte und Rauschen 
fast nie vollstandig unterdrucken lassen, ist eine den Daten inharente 
Unsicherheit unvermeidbar. Die Fuzzy-Clusteranalyse verzichtet daher 
auf eine eindeutige Zuordnung der Daten zu Klassen oder Clustern und 
berechnet statt dessen Zugehorigkeitsgrade, die angeben, inwieweit ein 
Datum einem Cluster angehort. 

Das einfUhrende Kapitel 1 ordnet die Fuzzy-Clusteranalyse in die all­
gemeineren Bereiche der Cluster- und Datenanalyse ein und erlautert die 
grundlegenden Begriffe. 1m Vordergrund stehen die Objective-Function­
Methoden, deren Ziel es ist, die zu untersuchenden Daten den Clustern 
so zuzuordnen, daB eine vorgegebene Bewertungs- oder Zielfunktion, die 
jeder Clustereinteilung einen Gute- oder Fehlerwert zuordnet, optimiert 
wird. Die Zielfunktion basiert i.a. auf dem Abstand zwischen den Daten 
und den typische Reprasentanten der Cluster. 

Kapitel 2 ist den Fuzzy-Clusteranalyse-Algorithmen zur Erkennung 
von haufenformigen Clustern verschiedener GroBe und Form gewidmet, 
die in der Datenanalyse eine zentrale Rolle spielen. Speziell lassen sich 
diese Verfahren, wie im Kapitel 3 erlautert wird, fur die Erzeugung von 
Fuzzy-Regeln fur die Losung von Klassifikationsaufgaben und Approxi­
mationsproblemen verwenden. 

Die Linear-Clustering-Verfahren des Kapitels 4 eignen sich durch eine 
geschickte Modifikation der in den Zielfunktionen auftretenden Distanz­
funktion fUr die Detektion von Clustern in Form von Geraden, Ebenen 
oder Hyperebenen. Diese Techniken eignen sich sowohl fur die Bildver­
arbeitung als auch fUr die Erstellung von lokal linearen Modellen von 
Daten, zwischen denen ein funktionaler Zusammenhang vermutet wird. 

Die im Kapitel 5 vorgestellten Shell-Clustering-Verfahren sind durch 
weitere Modifikationen der Distanzfunktion auf die Erkennung von geo­
metrischen Konturen wie Kreis- oder Ellipsenrander zugeschnitten. Eine 
Erweiterung dieser Methoden auf nicht glatte Strukturen wie Rechtecke 
oder andere Polygonzuge wird in Kapitel 7 vorgenommen. 

Neben der Zuordnung der Daten zu Klassen stellt die Bestimmung 
der Anzahl der Cluster ein zentrales Problem der Datenanalyse dar, das 
mit Cluster-Validity bezeichnet wird. Kapitel 6 gibt einen Uberblick 
uber die auf die verschiedenen Clusteranalyse-Verfahren abgestimmten 
Methoden zur Bestimmung der Anzahl der Cluster. 



Kapitel 1 

Begriffs bild ung 

1m Alltag sind Aussagen wie die folgende keine Seltenheit: 

N ach genauer Analyse des vorliegenden Datenmaterials sind 
wir zu der Auffassung gelangt, daB sich die Verkaufszahlen 
unseres Produkts steigem lassen, indem wir das Adjektiv 
fuzzy in den Produkttitel aufnehmen. 

Datenanalyse ist offenbar ein Begriff, cler im alltaglichen Sprachge­
brauch gem benutzt wird. Jeder kann sich etwas darunter vorstellen -
jedoch variieren die Interpretationen abhangig yom Kontext mehr oder 
weniger stark. Zuniichst sind daher intuitive Begriffe wie Daten, Daten­
analyse und Clustereinteilung zu definieren. 

1.1 Analyse von Daten 

Ein Begriff, der sich schwer formalisieren liiBt, ist der des Datums. Er 
kommt aus dem Lateinischen und bedeutet gegeben sein. Ein Datum 
ist eine beliebige Information, die eine Aussage iiber den Zustand ei­
nes Systems macht, wie zum Beispiel MeBwerte, Kontostiinde, Beliebt­
heitsgrade oder Ein/ Aus-Zustiinde. Die Gesamtheit aller moglichen 
Zustiinde, die das System annehmen kann, fassen wir unter dem Be­
griff Datenraum zusammen. Jedes Element des Datenraums beschreibt 
einen Teil des Systemzustands. 

Die zu analysierenden Daten konnen aus dem Bereich cler meclizini­
schen Diagnose in Form einer Patientenclatenbank stammen, Zustiinde 
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einer industriellen Produktionsanlage beschreiben, als Zeitreihen vorl ie­
gen, die z.B. den Verlaufvon Aktienkursen angeben, aus statistischen Er­
hebungen gewonnen worden sein, Expertenmeinungen wiedergeben oder 
auch als Bilder vorliegen. 

Eine Analyse der Daten geschieht immer unter einer bestimmten Fra­
gestellung. Diese Fragestellung gibt die Form der Antwort implizit vor, 
sie ist zwar yom jeweiligen Systemzustand abhangig, aber immer von 
einem bestimmten Typ. Ahnlich wie die Daten wollen wir daher auch 
die moglichen Antworten auf die Fragestellung zu einer Menge zusam­
menfassen, die wir Ergebnisraum nennen. Urn mit der Analyse wirklich 
Information gewinnen zu konnen, ford ern wir von der Beschaffenheit 
des Ergebnisraums, daB er wenigstens zwei unterschiedliche Ergebnisse 
zulaBt. Andernfalls ware die Antwort auch ohne Analyse schon eindeutig 
bestimmt. 

In [3] wird die die Datenanalyse in vier Stufen wachsender Kom­
plexitat eingeteilt. Die erste Stufe besteht in einer einfachen Hiiufig­
keitsanalyse, einer Zuverliissigkeits- oder Glaubwiirdigkeitseinschatzung, 
nach der gegebenenfalls als AusreiBer identifizierte Daten markiert oder 
eliminiert werden. In der zweiten Stufe findet eine Mustererkennung 
statt, indem die Daten gruppiert, die Gruppierungen weiter strukturiert 
werden usw. Diese beiden Stufen ordnet man dem Bereich der explo­
rativen Datenanalyse zu, bei der es urn eine Untersuchung der Daten 
geht, ohne ein vorgewahltes mathematisches Modell anzunehmen, das 
das Auftreten der Daten und deren Strukturen zu erklaren hatte. Abbil­
dung 1.1 zeigt einen Datensatz, bei dem eine explorative Datenanalyse 
die beiden Gruppen oder Cluster erkennen und die Daten zur jeweiligen 
Gruppe zuordnen sollte. 

In der dritten Stufe der Datenanalyse werden die Daten hinsichtlich 
eines oder mehrerer mathematischer Modelle untersucht - in der Ab­
bildung 1.1 beispielsweise, ob die Annahme sinnvoll ist, daB die Daten 
Realisierungen zweier zweidimensionaler normalverteilter Zufallsvaria­
bIen sind, und wenn ja, welche Parameter den Normalverteilungen zu­
grundeliegen. In der dritten Stufe wird gewohnlich eine quantitative 
Datenanalyse durchgefiihrt, d.h., (funktionale) Beziehungen zwischen 
den Daten sollten erkannt und gegebenenfalls spezifiziert werden, etwa 
durch Approximation der Daten mittels Regression. Dagegen findet in 
der zweiten Stufe eine rein qualitative Untersuchung statt mit dem Ziel 
einer Gruppierung der Daten aufgrund eines Ahnlichkeitsbegriffs. 

Das Ziehen von SchluBfolgerungen und die Bewertung der SchluBfol­
gerungen wird in der vierten Stufe vollzogen. SchluBfolgerungen konnen 
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• 
• • • 

•• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • • • • • • • 
• • • 

Abbildung 1.1: Erkennung zweler Datengruppen bei der explorativen 
Datenanalyse 

dabei die Vorhersage zukiinftiger oder fehlender Daten oder die Zuord­
nung zu bestimmten Strukturen sein, z.B. welche Punkte eines Bildes 
gehoren zu den Beinen eines Stuhls. Die Bewertung der SchluBfolgerun­
gen beinhaltet die Beurteilung, wie zuverlassig Zuordnungen vorgenom­
men werden konnen, ob die Modellannahmen iiberhaupt realistisch sind, 
etc. Gegebenenfalls muB ein in der dritten Stufe aufgestelltes Modell re­
vidiert werden. 

Die im Kapitel 2 vorgestellten Methoden der Fuzzy-Clusteranalyse 
sind im wesentlichen der zweiten Stufe der Datenanalyse zuzuordnen, 
wahrend die Erzeugung von Fuzzy-Regeln im Kapitel 3 zur dritten Stufe 
zahlt, da die Regeln zur Beschreibung funktionaler Zusammenhiinge die­
nen. Auch die Shell-Clustering-Verfahren sind in die dritte Stufe einzu­
gliedern, da sie nicht nur eine Zuordnung der Daten zu geometrischen 
Konturen wie Kreisen zum Ziel haben, sondern gleichzeitig zur Bestim­
mung der Parameter der geometrischen Konturen - z.B. Kreismittel­
punkt und Radius - verwendet werden. 

Fuzzy-Clustering ist ein Teilgebiet der Fuzzy-Datenanalyse, die zwei 
ganz unterschiedliche Bereiche zusammenfaBt: die Analyse von Fuzzy­
Daten und die Analyse gewohnlicher (scharfer) Daten mit Fuzzy-Tech-
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niken. Wir beschranken uns hier im wesentlichen auf die Analyse scharfer 
Daten in Form reellwertiger Vektoren mit Fuzzy-Clustering-Methoden. 
Die Vorteile, die eine unscharfe Zuordnung von Daten zu Gruppen ge­
geniiber einer scharfen bietet, werden noch an verschiedenen Stellen 
deutlich werden. 

Auch wenn Messungen iiblicherweise mit Unsicherheit behaftet sind, 
liefern sie in den meisten Fallen konkrete Werte, so daB man selten 
Fuzzy-Daten direkt erhalt. Eine Ausnahme bilden hierbei Meinungsum­
fragen, die Bewertungen wie "sehr gut" oder "eher schlecht" oder bei­
spielsweise Zeitangaben wie "ziemlich lang" oder "recht kurz" zulassen. 
Solche Angaben entsprechen eher Fuzzy-Mengen als scharfen Werten 
oder Intervallen, so daB eine Modellierung der Daten mit Fuzzy-Mengen 
naheliegt. Methoden zur Analyse derartiger Fuzzy-Daten werden z.B. in 
[4,49, 52] beschrieben. Ein anderer Bereich, in dem Fuzzy-Daten entste­
hen, ist die Bildverarbeitung. Die Graustufen in Grauwertbildern lassen 
sich als Zugehorigkeitsgrade zur Farbe Schwarz interpretieren, so daB 
ein Grauwertbild eine Fuzzy-Menge iiber den Pixeln reprasentiert. Auch 
wenn wir die im Buch vorgestellten Fuzzy-Clustering-Techniken fiir die 
Bildverarbeitung nur auf Schwarz-WeiB-Bilder anwenden, konnen diese 
Verfahren ebenso auf Grauwertbilder erweitert werden, indem man jeden 
Bildpunkt mit seinem (in das Einheitsintervall transformierten) Grau­
wert gewichtet. In diesem Sinne diirfen die Fuzzy-Clustering-Verfahren 
speziell fiir die Bildverarbeitung auch zu Methoden zur Analyse von 
Fuzzy-Daten gerechnet werden. 

1.2 Clusteranalyse 

Da in diesem Buch die Fuzzy-Clusteranalyse-Methoden im Vordergrund 
stehen, konnen wir an dieser Stelle lediglich einen kurzen Uberblick iiber 
die allgemeine Problematik der Cluster analyse geben. Ausfiihrlichere 
Darstellungen finden sich in Monographien wie [2, 12, 60]. 

Das Ziel einer Clusteranalyse besteht darin, eine gegebene Menge 
von Daten oder Objekten in Cluster (Teilmengen, Gruppen, Klassen) 
einzuteilen. Diese Einteilung soUte die folgenden Eigenschaften besitzen: 

• Homogenitat innerhalb der Cluster, d.h., Daten, die demselben 
Cluster angehCiren, sollten moglichst ahnlich sein . 

• Heterogenitat zwischen den Clustern, d.h., Daten, die unterschied­
lichen Clustern zugeordnet sind, sollten moglichst verschieden sein. 
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Der Begriff der Ahnlichkeit muE dabei in Abhangigkeit der Daten 
prazisiert werden. Da die Daten in den meisten Fallen reellwertige Vek­
toren sind, kann der euklidische Abstand zwischen den Daten als MaE fUr 
die Unahnlichkeit verwendet werden. Man sollte dabei berucksichtigen, 
daB die einzelnen Variablen (Komponenten des Vektors) unterschiedlich 
wichtig sein k6nnen. Insbesondere sollten die Wertebereiche der Va­
riablen geeignet skaliert werden, urn eine Vergleichbarkeit der Werte zu 
garantieren. Die Abbildungen 1.2 und 1.3 veranschaulichen diese Proble­
matik an einem sehr einfachen Beispiel. Abbildung 1.2 zeigt vier Daten­
punkte, die augenscheinlich in die beiden Cluster {Xl, X2} und {X3, X4} 

eingeteilt werden k6nnen. In Abbildung 1.3 sind dieselben Datenpunkte 
unter einer anderen Skalierung aufgetragen, bei der die Einheiten auf 
der x-Achse enger beieinander, auf der y-Achse weiter auseinander Jie­
gen. Der Effekt ware noch starker, wenn man beispielsweise die Daten 
auf der x-Achse in Kilo- und auf der y-Achse in Millieinheiten angeben 
wurde. Auch in Abbildung 1.3 sind zwei Cluster zu erkennen, die jedoch 
die Datenpunkte Xl und X4 bzw. X2 und X3 zusammenfassen . 

• 
• 

Abbildung 1.2: Vier Datenpunkte Abbildung 1.3: Anderung der Ska­
lierung 

Weitere Schwierigkeiten ergeben sich, wenn nicht nur reellwertige Va­
riable auftreten, sondern auch ganzzahlige Werte oder gar abstrakte 
Klassen (z.B. Autotypen: Limousine, Cabrio, Kombi etc.). Fur ganz­
zahlige Werte laBt sich zwar der euklidische Abstand berechnen. Die 
ganzzahligen Werte in einer Variablen k6nnen aber dazu fUhren, daB 
eine Clustereinteilung einfach dadurch vorgenommen wird, daB jeder 
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auftretenden ganzen Zahl ein Cluster zugeordnet wird, was je nach Da­
ten und Fragestellung sinnvoll oder vollig unerwiinscht sein kann. Ab­
strakte Klassen konnen zwar numeriert und so wiederum dem euklidi­
schen Abstand zuganglich gemacht werden; allerdings steckt man auf 
diese Weise zusatzliche Annahmen in die Daten hinein, etwa daB die 
abstrakte Klasse, der die Nummer eins zugeordnet wird, ahnlicher zur 
zweiten als zur dritten Klasse ist. 

Es wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen, die zahlreichen klas­
sis chen Clustering-Verfahren im einzelnen vorzustellen. Wir begniigen 
uns daher mit einer Einteilung der unterschiedlichen Techniken. 

• unvollstiindige Clusteranalyseverfahren: Hierbei handelt es sich 
um geometrische Methoden, Repriisentations- oder Projektions­
techniken. Die mehrdimensionalen Daten werden einer Dimensi­
onsreduktion unterzogen, z.B. durch eine Hauptkomponentenana­
lyse, um sie zwei- oder dreidimensional graphisch darzustellen. Die 
Clusterbildung erfolgt dann beispielsweise manuell durch augen­
scheinliche Betrachtung der Daten. 

• deterministische Clusteranalyseverfahren: Bei diesen Verfahren 
wird jedes Datum genau einem Cluster zugeordnet, so daB die 
Clustereinteilung eine Partition der Datenmenge definiert. 

• iiberlappende Clusteranalyseverfahren: Hier wird jedes Datum 
mindestens einem Cluster zugeordnet, es darf mehreren gleichzei tig 
zugeordnet werden. 

• probabilistische Clusteranalyseverfahren: Fiir jedes Datum wird 
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber den Clustern bestimmt, 
die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Datum einem Clu­
ster zugeordnet wird. Diese Verfahren werden auch als Fuzzy­
Ciustering-Algorithmen bezeichnet, wenn die Wahrscheinlichkeiten 
als ZugehOrigkeitsgrade aufgefaBt werden. 

• possibilistische Clusteranalyseverfahren: Diese Verfahren sind 
reine Fuzzy-Clustering-Algorithmen. Jedem Datum wird ein Zu­
gehorigkeits- oder Moglichkeitsgrad zugeordnet, inwieweit das Da­
tum zum betreffenden Cluster gehort. Die Nebenbedingung der 
probabilistischen Clusteranalyseverfahren, daB die Summe der Zu­
gehorigkeitsgrade (Wahrscheinlichkeiten) eines Datums zu den 
Cluster eins ergeben muB, wird bei der possibilistischen Cluster­
analyse fallengelassen. 
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Xs Xg 

Abbildung 1.4: Ein zu clusternder Datensatz 

• hierarchische Clusteranalyseverfahren: Diese Verfahren unterteilen 
die Daten in mehreren Schritten in immer feinere Klassen oder fas­
sen umgekehrt kleine Klassen stufenweise zu groberen zusammen. 
Abbildung 1.5 zeigt ein mogliches Ergebnis einer hierarchischen 
Clusteranalyse des Datensatzes aus Abbildung 1.4. Die kleinen 
Cluster auf den unteren Stufen werden schrittweise zu groBeren 
auf den hoheren Stufen zusammengefaBt. Der durch die gestri­
chelte Linie angedeuteten Stufe in Abbildung 1.5 ist die im Bild 
angegebene Clustereinteilung zugeordnet . 

• Objective-Function Clusteranalyseverfahren: Wahrend hierarchi­
sche Clusteranalyseverfahren im allgemeinen prozedural definiert 
werden, d.h., durch Vorschriften, wann Cluster zusammengefaBt 
bzw. aufgespalten werden sollten, liegt den Objective-Function­
Methoden eine zu optimierende Ziel- oder Bewertungsfunktion zu­
grunde, die jeder moglichen Clustereinteilung einen Giite- oder 
Fehlerwert zuordnet. Gesucht ist die Clustereinteilung, die die 
beste Bewertung erhiilt. In diesem Sinne muB bei Objective­
Function-Methoden fUr die Clusteranalyse ein Optimierungspro­
blem gelost werden. 

Mit wenigen Ausnahmen ziihlen fast aIle Fuzzy-Clustering-Verfahren 
zu den Objective-Function Methoden. Wir widmen daher den Rest 
dieses Kapitels einem allgemeinen formalen Rahmen fUr die Fuzzy­
Clusteranalyse auf der Grundlage von Bewertungsfunktionen (Objective 
Functions) . 
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X5 Xs Xg 

Abbildung 1.5: Hierarchische Clusteranalyse 

1.3 Clusteranalyse mit Bewertungsfunk­
tionen 

Bevor wir im einzelnen auf die Fuzzy-Cluster-Analyse eingehen, klaren 
wir zunachst einige Begriffe wie Datenraum, Ergebnis einer Datenanalyse 
etc., die im Zusammenhang mit der Daten- bzw. Clusteranalyse wichtig 
sind. 

In dem einleitenden Beispiel zu Beginn dieses Kapitels kame als Da­
tenraum D die Gesamtheit aller moglichen Werbestrategien zusammen 
mit den prognostizierten Verkaufszahlen und Produktionskosten je Stuck 
in Frage. Etwa D := W x JR x JR, wenn W die Menge aller moglichen 
Werbestrategien ist. Ein Tripel (w, vw, kw) E D ordnet dann dem Ein­
satz der Werbestrategie w die Produktionskosten von kw DM je Stuck 
und einen geschatzten Verkauf von Vw Stuck zu. Wir interessieren uns 
fur die anzuwendende Werbestrategie und definieren als Ergebnisraum 
E := { {w} I wE W}. Das Ergebnis einer Datenanalyse ist eine Zuord­
nung von gegebenen Verkaufszahlen/Produktionskosten X ~ D zu der 
optimalen Werbestrategie w E W. Die Zuordnung laBt sich als eine Ab­
bildung f : X ~ {w } schreiben. (In diesem Beispiel ware auch das Paar 
(X, w) eine geeignete Reprasentation der Analyse. In spateren Beispie­
len werden wir jedoch den Vorteil der funktionalen Definition sehen.) 
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Allgemein entspricht die Beantwortung einer Fragestellung also einer 
Zuordnung von konkret gegebenen Daten X <; D zu einer (vorher nicht 
bekannten) Antwort K E E oder auch einer Abbildung X -+ K. Oft ist 
der Ergebnisraum unendlich groB, so daB selbst bei fester Datenmenge 
X <; D die Zahl der moglichen Zuordnungen unendlich ist. Jedes Ele­
ment des Analyseraums ist potentiell eine Losung auf eine bestimmte 
Fragestellung. Dies fUhrt uns zu der 

Definition 1.1 (Analyseraum) Sei D :f (/) eine Menge und E 
eine Menge von Mengen mit (lEI ~ 2) V (3 e E E : lei ~ 2). Wir 
nennen D Datenraum und E Ergebnisraum. Dann heifJt A(D, E) := 
{f If: X -+ K, X <; D, X:f (/), K E E} Analyseraum. Eine Abbildung 
f : X -+ K E A(D, E) repriisentiert das Ergebnis einer Datenanalyse 
dureh die Abbildung einer speziellen, vorliegenden Datenmenge X <; D 
auf ein mogliehes Ergebnis K E E. 

Urn die vielen moglichen Losungen von der oder den richtigen Losun­
gen zu unterscheiden, benotigen wir ein Bewertungskriterium. Mit die­
sem wollen wir nicht die unterschiedlichen Elemente des Analyseraums 
direkt vergleichen, sondern eine MaBzahl fiir jedes Element einfiihren. 
Diese MaBzahl ermoglicht dann indirekt auch einen Vergleich der Losun­
gen. Das Bewertungskriterium fUhren wir in Form einer Bewertungs­
funktion ein: 

Definition 1.2 (Bewertungsfunktion) Sei A(D, E) ein Analyse­
raum, sei (M,~) eine totale Ordnung. Dann heifJt eine Abbildung 
b : A(D, E) -+ Meine Bewertungsfunktion des Analyseraums. 

1m folgenden werden wir als totale Ordnung (M,~) die reellen Zah­
len mit ihrer natiirlichen Ordnung annehmen. 1m allgemeinen werden 
wir die Bewertungsfunktion heranziehen, urn unterschiedliche Losungen 
desselben Problems, d.h. bei gleicher Datenmenge, zu vergleichen. Die 
Bewertungsfunktion ermoglicht natiirlich auch den indirekten Vergleich 
zweier Losungen zu unterschiedlichen Datenmengen, allerdings ist die 
Semantik dieses Vergleichs dann ausdriicklich zu kliiren. Wir werden 
diesen Fall hier nicht verfolgen. 

In unserem einfUhrenden Beispiel interessieren wir uns fUr eine Ge­
winnsteigerung. Bei einem gegebenem Losungsvorschlag unseres Pro­
blems konnen wir diesen bewerten, indem wir den zu erwartenden Ge-
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winn ermitteln. Set zen wir bei allen Werbestrategien einen gleichen Ver­
kaufspreis von m DM voraus, so bietet sich als Bewertungsfunktion an: 

b:A(D,E)~IR, gt-+vw'(m-kw) wobei g:X~{w}. 

Durch die Angabe einer Bewertungsfunktion HiBt sich die Antwort 
auf die gegebene Fragestellung als (glob ales ) Maximum oder Minimum, 
Nullstelle o.a. der Bewertungsfunktion definieren. Die Fragestellung ist 
somit durch eine Bewertungsfunktion und ein Kriterium K formalisiert. 
Ihre Lasung definiert sich durch ein Element des Analyseraums, das eben 
jenes Kriterium erfiillt. 

Definition 1.3 (Analysefunktion) Sei A(D, E) ein Analyseraum, 
K : A(D, E) ~ IB, wobei IB die Menge der booleschen Wahrheitswerte be­
zeichnei. also IB = {wahr, falsch}. Eine Abbildung A: P(D) ~ A(D, E) 
heifJt eine Analysefunktion zu K, falls fur aile X ~ D gilt: 

(i) A(X) : X ~ f{, f{ E E und (ii) K(A(X)) = wahr. 

Fur ein gegebenes X ~ D heifJt A(X) ein Analyseergebnis. 

In unserem Werbe-Beispiel ware K fiir ein f : X ~ f{ durch 

{ wahr 
K(f) = falsch 

b(f) = max{b(g)lg : X -> F E A(D, En 
sonst 

definiert. Gilt somit K(f) fiir ein f E A(D, E), so wird f genauso von b 
bewertet wie die beste Lasung des Analyseraums. Es handelt sich dann 
folglich urn die gesuchte Lasung. 

N ach wie vor offen ist die Frage, wie denn das Analyseergebnis ge­
wonnen werden kann. Der Mensch analysiert beispielsweise oft durch 
bloBes Anschauen der Daten. In vielen Fallen geniigt diese Methode, 
urn einfache Fragen zu beantworten. Die Analyse durch einen Computer 
geschieht durch einen Algorithmus, der meistens ein Modell oder eine 
Struktur in den Daten voraussetzt, nach der das Programm dann sucht. 
Dabei sind Ergebnisraum, Datenraum und das verwendete Modell stets 
daraufhin zu untersuchen, ob sie aufeinander abgestimmt sind. Der Er­
gebnisraum kann fiir das verwendete Modell zu grob oder zu fein sein, 
oder der Datenraum enthalt zu wenig Information, urn Schliisse in den 
Ergebnisraum zuzulassen. Modellentwurf, Abstimmung und Programm­
entwicklung bilden eine Art Strukturanalyse, ohne die eine Analyse kon­
kreter Daten mit Hilfe des Programmablaufes nicht maglich ware. 1st 
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diese Strukturanalyse erfolgt, d.h. die eigentliche Fragestellung durch 
Festlegung der Raume, der Bewertungsfunktion und des Kriteriums for­
malisiert, kann fUr konkrete Datenmengen eine Lasung gesucht werden. 
Diesen Vorgang wollen wir Datenanalyse nennen. 

Definition 1.4 (Datenanalyse) Sei A(D, E) em Analyseraum, 
/'C : A(D, E) -+ lB. Dann heiftt der Vorgang der (eventuell partiellen) 
Bestimmung der Analyselunktion A beziiglich /'C Daten analyse. 

In unserem Beispiel besteht die Datenanalyse in der Ermittlung des­
jenigen Elements aus X, das bei der Bewertungsfunktion den graBten 
Wert liefert. Hier ist der Vorgang der Datenanalyse also klar umrissen 
und einfach durchzufuhren. Untersuchen wir nun einige weitere Beispiele 
aus der Bildverarbeitung. 

Beispiel 1 Betrachten wir SchwarzjWeiB-Bilder aus 20 mal 20 
Punkten, also D:= IN::;20 x IN::;2o, wobei IN~t die Menge der naturli­
chen Zahlen ohne die Null kleiner oder gleich t bezeichnet. Ein Bild 
reprasentieren wir durch die Menge X ~ D der wei Ben Bildpunkte. 
Uns interessiert die Helligkeit des Bildes, gemessen auf einer Skala 
von 0 bis 1, also E := { {h} I h E [0, I]}. Eine sinnvolle Bewertungs­
funktion ware zum Beispiel: 

b : A(D, E) -+ IR, I >-+ ~ - h mit I: X -+ {h}. 
400 

Die Analyse einer Datenmenge X ~ D besteht nun darin, diejenige 
Helligkeit h, {h} E E, zu tinden, so daB b(J) = 0 mit I == h gilt. 
In diesem Fall ist die Lasung durch die Angabe von b offensichtlich, 
unsere Analysefunktion lautet 

A: P(D) -+ A(D, E), X >-+ I, mit I: X -+ {IXI}. 
400 

Beispiel 2 Sei D wie im vorangegangenen Beispiel. Uns interes­
siert nun die Lage eines Punktes p, der zu allen anderen weiBen 
Punkten des Bildes den geringsten Abstand besitzt, also 

E:= { {p} I p E IN~20 X IN~20 }. 
Fur die Forderung nach dem geringsten Abstand definieren wir 

b : A(D, E) -+ IR, f>-+ L Ilx - pil mit f: X -+ {p}. 
xEX 
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Der Punkt p, {p} E E, hat zu allen anderen Punkten x E X den 
geringsten Abstand genau dann, wenn die Bewertungsfunktion b fUr 
f == p ein (globales) Minimum annimmt. Dies la£t sich direkt in die 
Analysefunktion umsetzen: 

A:P(D)->A(D,E), X ...... f 

mit b(J) = min{b(g) I g : X -> K E A(D, E)}. 

Mit einem Programm, das alle 400 moglichen Positionen fUr p aus­
probiert, lieBe sich A naiv implementieren. 

Beispiel 3 Sei D wie im vorangegangenen Beispiel. Jeder Bildpunkt 
reprasentiert einen Gegenstand. Diese Gegenstande sollen in zwei Ki­
sten, deren Position PI bzw. P2 bekannt ist, transportiert werden. Die 
Fragestellung bei der Analyse ist, welcher Gegenstand in welche Ki­
ste transportiert werden solI, wobei die Gegenstande moglichst kurze 
Wege zuriicklegen sollen. 
Als Ergebnisraum wahle E := {{I, 2}}. Dann ist ein Element des 
Analyseraums eine Abbildung f : X -> {I, 2}. Die Gegenstande, die 
durch f auf 1 abgebildet werden, sollen in die erste Kiste, die anderen 
in die zweite Kiste. Als Bewertungsfunktion bietet sich die Summe 
aller zuriickzulegenden Wege an: 

b : A(D, E) -> JR, f ...... L Ilx - PJ(r)11 mit f: X -> {I, 2}. 
rEX 

Wieder ist ein Minimum der Bewertungsfunktion zu finden. Die Weg­
summe wird minimiert, indem jeder einzelne Weg minimiert wird. 1st 
fiir den Gegenstand x E X also kr E {I, 2} die dichtere Kiste, so er­
gibt sich die Analysefunktion zu: 

A(X) = f mit f: X -> {1,2}, x ...... kr . 

Das letzte Beispiel verdient besondere Beachtung. Erstmals war die 
gewonnene Information der Analyse nicht auf die Datenmenge insgesamt 
bezogen, sondern es wurde fUr jedes Element der Datenmenge einzeln 
eine Information gewonnen. Dies war moglich, weil die Elemente des 
Ergebnisraums selbst mehrelementig waren. Das Ergebnis der Analyse 
ist dann eine Aufteilung der Daten, eine Klassen- oder Clustereinteilung. 
Hier zeigt sich der Vorteil der funktionalen Definition des Analyseergeb­
nisses aus, wie auf Seite 11 bereits angekiindigt. 
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Definition 1.5 (Clustereinteilung)Sei A(D, E) em Analyseraum, 
X ~ D, f : X -+ K E A(D, E), Ak := f-l(k) fur k E K. Dann 
heiftt f Clustereinteilung genau dann, wenn {A k IkE K} eine Klassen­
einteilung von X ist, d.h. 

'Vi, j E K : 

'Vi E K : 

U Ai=X 
iEK 

i :f j :::} Ai n Aj = 0 
o :f Ai :f X 

(1.1 ) 

(1.2) 

(1.3) 

Bemerkung 1.6 (Clustereinteilung) Mit den Bezeiehnungen aus 
der vorangegangenen Definition ist f : X -+ K eine Clustereinteilung 
genau dann, falls f surjektiv und lXI, IKI ~ 2 ist. 

Beweis: ¢:: : Sei f surjektiv, lXI, IKI ~ 2. Es ist (1.1) bis (1.3) zu zeigen. 
Zu (1.1) : Sei x E X. Dann ist x E f-l(f(x)) = Af(x) ~ UkEK A k . 

Ai ~ X, i E K, gilt offensichtlich. Zu (1.2) : Seien i,j E K mit i :f j. 
Sei x E A, d.h. f(x) = i. Da f als Abbildung eindeutig ist, folgt 
f(x) :f j, also x rt A j . Zu (1.3) : Sei i E K. Da f surjektiv ist, findet 
man ein x E X mit f(x) = i. Also x E Ai und damit A :f 0. Wegen 
IKI ~ 2 existiert j E K mit i:f j. Und ebenso folgt die Existenz eines 
y E X mit y E A j . Aus (1.2) folgt y rt Ai, d.h. Ai :f X. 
:::} : Sei f : X -+ K eine Clustereinteilung. Es gilt (1.1) bis (1.3). Da f 
Analyseergebnis ist, folgt X :f 0 nach Definition. Aus (1.1) folgt dann 
auch K :f 0. Ware X einelementig, so gabe es wegen (1.1) ein i E K 
mit Ai = X, was im Widerspruch zu (1.3) steht. Also IXI ~ 2. Aus 
(1.3) folgt dann auch IKI ~ 2. Sei i E K. Wegen Ai :f 0 aus (1.3) 
findet man ein x E Ai ~ X, also f(x) = i, d.h., fist surjektiv. _ 

Die Ausdrucksmoglichkeiten der Datenanalyse sind mit so einfachen 
Ergebnisraumen wie E = {{I, 2}} aus dem letzten Beispiel natiirlich 
nicht erschOpft. 

Beispiel 4 Der Datenraum D sei wie im Beispiel zuvor. 1m Bild 
sollen Kreise gesucht werden, die Daten sollen den Kreisen zugeord­
net werden. Wissen wir, daB das Bild e Kreise enthalt, so konnen 
wir als Ergebnisraum {{I, 2, ... , e}} benutzen. Damit erhalten wir 
eine Clustereinteilung der Daten zu den Zahlen 1 bis e, die jeweils 
einen Kreis reprasentieren. Sind wir an der genauen Form der Kreise 
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interessiert, so konnen wir diese durch ein Tripel (x, y, r) E IR3 cha­
rakterisieren, bei dem x, y fUr die Koordinaten des Mittelpunktes und 
Irl fUr den Radius steht. Set zen wir E := P c(IR3 ), so ist das Analy­
seergebnis J : X -+ K, K E E, eine Clustereinteilung der Daten auf 
c Kreise. Fur ein z EXist J(z) = (x, y, r) der zugeordnete Kreis. 
1st die Anzahl der Kreise nicht bekannt, so kann im erst en Fall 
E := {{I}, {1,2}, {1,2,3}, ... } = {IN<k Ik E IN} und im zweiten 
Fall E := {K I K ~ IR3 , K endlich} ge;'ahlt werden. Das Analyse­
ergebnis J : X -+ K kann wie vorher interpretiert werden, nur gibt 
nun IKI zusatzlich die Anzahl der erkannten Kreise an. 

Auch eine Modifikation von Beispiel 3 ist denkbar: Wir konnten an 
einer geschickten Positionierung der beiden Kreise interessiert sein, so 
daB die zuruckzulegenden Wege minimal werden. (Diese Analyse leistet 
beispielsweise der Algorithmus aus Abschnitt 2.1). 

1.4 Fuzzy-Analyse von Daten 

Eine deterministische Clustereinteilung als Ergebnis einer Datenanalyse 
ist zu einer Klasseneinteilung der Datenmenge aquivalent. Diese For­
malisierung entspricht zwar dem, was wir uns in den letzten Beispielen 
vorgestellt haben, stellt sich bei einer genaueren Betrachtung aber als 
unzweckmaBig heraus. Stellen wir uns vor, daB wir zwei sich uberlap­
pende Kreise im Bild suchen. Gehen wir weiter davon aus, daB genau 
auf den Schnittpunkten der beiden Kreise Bildpunkte liegen. Dann teilt 
die Clustereinteilung diese Bildpunkte genau einem Kreis zu, gezwungen 
durch die Eigenschaften einer Clustereinteilung. Ebenso verhalt es sich 
mit allen Daten, die von beiden Kreiskonturen den gleichen Abstand ha­
ben (Abbildung 1.6). Es ist nicht einzusehen, warum diese Bildpunkte 
dem einen oder dem anderen Kreis zugeordnet werden sollten. Beide 
gehOren gleichermaf3en zu beiden Kreisen. Wir haben hier also einen der 
schon angedeuteten FaIle, bei dem die Abstimmung von Ergebnisraum 
und Fragestellung unzureichend ist. Der Ergebnisraum ist zu grab, als 
daB er die Zuordnung dieser Daten befriedigend durchfiihren konnte. 

Eine Lasung dieses Problems liefert die EinfUhrung einer graduellen 
Zugeharigkeit durch die Fuzzy-Menge [66]: 

Definition 1. 7 (Fuzzy-Menge) Eine Fuzzy-Menge einer Menge X ist 
eine Abbildung J.t : X -+ [0,1]. Die Menge aller Fuzzy-Mengen von X 
werde mit F(X) := {J.tIJ.t : X -+ [0, I]} bezeichnet. 
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Bei einer Fuzzy-Menge J.lM gibt es neben den harten Fallen x E M 
und x tI. Meinen flieBenden Ubergang der Zugehorigkeit von x zu M. 
Ein Wert nahe 1 fur J.lM(X) bedeutet eine hohe Zugehorigkeit, ein Wert 
nahe 0 bedeutet geringe ZugehOrigkeit. Jede herkommliche Menge M 
kann in eine Fuzzy-Menge J.lM uberfiihrt werden, indem J.lM(X) = 1 <=> 
x EM und J.lM(X) = 0 <=> x tI. M definiert wird. 

Da wir in unserem Beispiel die Zugehorigkeit der Daten zu den Clu­
stern fuzzifizieren wollen, bietet es sich an, statt des Analyseergebnisses 
I: X --> K nun 9 : X --> F(K) zu betrachten. Dabei ware eine mogliche 
Semantik dieses neuen Analyseergebnisses derart, daB g(x)(k) = 1, falls 
x eindeutig dem Cluster k zuzuordnen ist, und g( x)( k) = 0, falls x ein­
deutig nicht dem Cluster k zuzuordnen ist. Eine gradueIle Zugehorigkeit 
wie zum Beispiel g( x)( k) = ~ bedeutet, daB das Datum x zu einem Drit~ 
tel dem Cluster k zugeordnet ist. Uber die Zugehorigkeit zu den anderen 
Clustern sagen dann die Werte g(x)(j), k # j, etwas aus. Damit ist es 
moglich, das Datum x zu gleichen Teilen den Clustern i und j zuzuord­
nen, indem g(x)(i) = ~ = g(x)(j) und g(x)(k) = 0 fur aIle k E K\{i,j} 
gesetzt wird. Dies fuhrt uns zu den folgenden auf Fuzzy-Mengen veraIl­
gemeinerten Definitionen von Analyseraum und Clustereinteilung: 

Definition 1.8 (Fuzzy-Analyseraum) Sei A(D, E) ein Analyse­
raum. Dann wird durch A{uzzy(D, E) := A(D, {F(K)IK E E}) ein wei­
terer Analyseraum definiert, der Fuzzy-Analyseraum zu A(D, E). Ana­
lyseergebnisse sind dann von der Form I : X --> F(K) lur X ~ D und 
KEE. 

Definition 1.9 (probabilistische Clustereinteilung) 
Sei A{uzzy(D, E) ein Analyseraum. Dann heiftt eine Abbildung 
I : X --> F(K) E A{uzzy(D, E) probabilistische C/ustereintei/ung, wenn 

Vx EX: 

Vk E K: 

L I(x)(k) = 1 und 
kEK 

L I(x)(k) > 0 
rEX 

(1.4) 

(1.5) 

gilt. Wir interpretieren I(x)(k) als den Grad der Zugehorigkeit des Da­
tums x E X zum Cluster k E K im Verhiiltnis zu allen anderen Clustern. 

Obwohl sich diese Definition von der Definition der Clustereinteilung 
auf den ersten Blick stark unterscheidet, sind die Unterschiede eher ge­
ringfiigig, sie stellen nur eine Aufweichung der Bedingungen (1.1) bis 
(1.3) dar. Die Forderung (1.2) nach disjunkten Clustern kann keinen 
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Bestand haben, wei I graduelle Zugehorigkeiten erlaubt sind. Die Bedin­
gung (1.4) bedeutet, daB jedes Datum in der Summe seiner Zugehorig­
keiten 1 ergibt, was einer Normierung der Zugehorigkeiten je Datum 
entspricht. Gleichzeitig bedeutet dies aber auch, daB im Vergleich mit 
allen Daten jedes einzelne Datum gleiches Gewicht bekommt. Dies hat 
entfernte Ahnlichkeit mit Bedingung (1.1), denn beide Aussagen drucken 
aus, daB aIle Daten in die Clustereinteilung (gleichermaBen) einbezogen 
werden. Die Bedingung (1.5) sagt aus, daB kein Cluster k leer ausgeht, 
d.h. die Zugehorigkeit f(x)(k) nicht fUr aIle x gleich Null sein darf. Das 
entspricht der Ungleichung Ai =F (/) aus (1.3). Analog zum SchluB in 
Bemerkung 6 folgt daraus auch, daB kein Cluster aIle Zugehorigkeiten 
auf sich vereinigen kann (Ai =F X in (1.3)). 

Der Name probabilistische Clustereinteilung deutet auf eine Seman­
tik im Sinne von Wahrscheinlichkeiten hin. Er legt eine Interpretation 
der Art "f( x)( k) ist die Wahrscheinlichkeit fur die ZugehOrigkeit von x 
zum Cluster k" nahe. Diese Formulierung ist jedoch irrefUhrend. Man 
verwechselt dabei leicht die Reprasentativitat eines Datums x fur ein 
Cluster k mit der Wahrscheinlichkeit der Zuordnung eines Datums x 
zum Cluster k. 

8· 
Abbildung 1.6: Daten, die bei einer 
harten Einteilung nichtdetermini­
stisch einem der Kreise eindeutig 
zugeordnet werden mussen. 

00 
Abbildung 1.7: Wachsende Zu­
gehOrigkeiten zu einem Cluster be­
deuten nicht, daB es sich notwen­
dig urn bessere Reprasentanten des 
Clusters handelt. 

Abbildung 1.6 zeigt zwei Kreise mit einigen Bildpunkten, die von 
beiden Kreisen gleich weit entfernt sind. Die zwei Daten nahe der Kreis­
schnittpunkte konnen als typische Vertreter der Kreislinien anerkannt 
werden, was man von den restlichen Daten mit zunehmender Entfer­
nung zu den Kreisen nicht mehr behaupten kann. Anschaulich ist die 
Wahrscheinlichkeit fUr die Zugehorigkeit der weit entfernten Punkte zu 
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einem der Kreise sehr gering. Durch die Normierung muB die Summe 
der Zugehorigkeiten jedoch 1 ergeben, so daB die einzelnen Zugehorig­
keiten etwa ~ ergeben werden. Macht man sich diese Normierung in 
der Anschauung nicht bewuBt, so konnten die recht hohen Werte fur die 
Zugehorigkeit (ohne die fur Klarheit sorgen de Abbildung) den Eindruck 
erwecken, daB die Daten eben doch recht typisch fUr die Kreise sind. 
Einen ahnlichen Fall zeigt Abbildung 1.7. Dieses Mal sind alle Daten sehr 
weit von den beiden Kreisen entfernt, aber die Entfernungen der Daten 
links und rechts von den beiden Kreisen sind unterschiedlich. Das mitt­
lere Datum wird wieder ZugehCirigkeiten urn ~ bekommen, wahrend die 
Randdaten durch ZugehCirigkeiten deutlich uber ~ eindeutig dem jeweils 
dichteren Kreis zugeordnet werden. Alle Daten sind (fast) gleichermaBen 
untypisch fUr die Kreise, aber die Zugehorigkeiten verhalten sich sehr 
unterschiedlich. Urn Fehlinterpretationen zu vermeiden, ware "Wenn x 
einem Cluster zugeordnet werden muE, dann mit der Wahrscheinlichkeit 
f(x)(k) dem Cluster k" eine bessere Sicht auf die Zugehorigkeiten. 

Diese Semantik ist allein aus der Definition entstanden, sie ist also 
keinesfalls zwingend. Ebensogut lie Be sich (per Definition) eine Seman­
tik erzwingen, bei der hohe Zugehorigkeiten eines Datums x zu einem 
Cluster k tatsachlich folgern lassen, daB x ein typischer Vertreter von 
kist. Dies geschieht einfach, indem die Bedingung (1.4) zur Normie­
rung der Zugehorigkeiten wegfallt. Dann bekommen die weit entfernten 
Daten der Abbildungen 1.6 und 1.7 geringere Zugehorigkeiten. 

Definition 1.10 (possibilistische Clustereinteilung) 
Sei Afuzzy(D, E) ein Analyseraum. Dann heifJt ein Analyseergebnis 
f : X -+ F(K) possibilistische Clustereinteilung, wenn 

Vk E K : L f(x)(k) > 0 (1.6) 
rEX 

gilt. Wir interpretieren f( x)( k) als den Grad der Repriisentativitiit des 
Datums x E X fur das Cluster k E K. 

Possibilistische Clustereinteilungen sind insbesondere bei der Bild­
analyse nutzlich, da hier oft Storpunkte auftreten, die tatsachlich keinem 
der Cluster zuzuordnen sind. Meistens sind diese Storpunkte bei einer 
probabilistischen Clusteranalyse fUr unbefriedigende Analyseergebnisse 
verantwortlich; wir werden spater Beispiele dazu sehen. 

Soweit es den formalen Teil der Definition betrifft, ist jede proba­
bilistische Clustereinteilung auch eine possibilistische Einteilung. Da 
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aber eine probabilistische Einteilung in der possibilistischen Interpreta­
tion eine vollig andere Bedeutung bekommt, haben wir die Semantik der 
Einteilung mit in die Definition aufgenommen. 

An dieser Stelle soll kurz bemerkt werden, daB die Art der Fuzzi­
fizierung, wie wir sie hier durchgefiihrt haben, keineswegs die einzige 
Moglichkeit darstellt. Bei unserem Vorgehen hat die Analyse selbst eine 
Fuzzifizierung erfahren, das Ergebnis der Analyse, d.h. die Einteilung 
der Daten, ist fuzzy oder unscharf. Daher heiBt dieser Abschnitt auch 
Fuzzy-Analyse von Daten. Ebenso hatte der Datenraum fuzzifiziert wer­
den konnen, in unserem Beispiel waren unscharfe Bilddaten - zum Bei­
spiel Grautone - zugelassen. Auf die Analyse von Fuzzy-Daten wird 
jedoch nicht weiter eingegangen. 

1.5 Spezielle Bewertungsfunktionen 

Zuriick zur probabilistischen Clustereinteilung. Betrachten wir einmal 
folgendes 

Beispiel 5 Ein Bild zeigt die Konturen der Reifen eines Fahrrads, 
von dem wir die Position der Vorder- und Hinterachse der Einfachheit 
halber als bekannt voraussetzen wollen. Das Bild wird ahnlich wie 
in den vorangegangenen Beispielen als X ~ IR2 dargestellt. Ein 
Bildpunkt ist gesetzt, wenn sein Koordinatenpaar Element von X 
ist. Uns interessieren (neben der probabilistischen Clustereinteilung) 
die Radien der Rader. 

Es ist daher sinnvoll, daB wir die folgenden Definitionen vorneh­
men: D := IR2 R := {(k, r) IkE {Vorderrad, Hinterrad}, r E IR}, 
E := P2(R) n { {(Vorderrad, r), (Hinterrad, s)} I r, s E IR}. Mit Pt(M) 
bezeichnen wir die Menge der t-elementigen Teilmengen der Menge M. 
Als Analyseraum verwenden wir Afuzzy(D, E). Die Lage der Achsen sei 
durch PVorderrad, PHinterrad E IR2 definiert. Nun miissen wir eine Be­
wertungsfunktion angeben. Eine ganze Reihe von Bewertungsfunktio­
nen ergibt sich aus der folgenden Grundfunktion (Verallgemeinerung der 
kleinsten Fehlerquadrate): 

b(f) = L L fm(x)(k) . d2(x, k) mit f: X ~ F(K). (1.7) 
xEX kEK 

Dabei ist d( x, k) ein MaB fUr den Abstand zwischen Datum x und 
Cluster k. In dieser Distanzfunktion gibt es keine Vorkommen von f(x), 
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womit der Abstand unabhangig von den Zugehorigkeiten ist. Aile Di­
stanzen gehen quadratisch ein, somit ist die Bewertungsfunktion nicht 
negativ (da die Zugehorigkeiten zwischen 0 und 1 liegen). Der Expo­
nent m E IR~ 1, der sogenannte Fuzzifier, stellt einen Gewichtungsex­
ponenten dar. Mit IR~t bezeichnen wir die Menge aller reellen Zahlen 
groBer als Eins. Die Suche nach einer Bewertungsfunktion hat sich da­
mit vereinfacht, denn die Wahl eines reellen Parameters m und einer Ab­
standsfunktion d ist sicher leichter als die Wahl einer beliebigen Funktion 
b : A(D, E) --+ IR. 

Die Distanzfunktion wahlen wir in unserem Beispiel als 

d: IR2 x R --+ IR, (x, (k, 7')) I--> / /Ix - Pkll- 7' /. 

Was liefert unsere Bewertungsfunktion nun? Betrachten wir dazu einen 
Bildpunkt x E X, der nahe dem Vorderrad liegt. Die Abstandsfunk­
tion d(x, k) liefert genau dann den Wert Null, wenn x auf dem Rad 
k liegt. Fur d( x, (Vorderrad, 7'v)) erhalten wir also einen Wert nahe 
Null. Fur d( x, (Hinterrad, 7'h)) hingegen bekommen wir einen graBe­
ren Wert, da der Abstand zum Hinterrad deutlich graBer ist. Sei nun 
f E A[uzzy(D, E) eine probabilistische Clustereinteilung von X, bei der 
die Daten den zugeharigen Radern zugeordnet werden. Dann ist also 
f(x)(Vorderrad, 7'v) ~ 1 und f(x)(Hinterrad, rh) ~ O. Durch die Pro­
duktbildung fm (x)( k) . d2 (x, k) werden bei der Summe somit in beiden 
Fallen kleine Werte ermittelt, weil einmal der Abstand zum Vorderrad 
klein und das andere Mal die Zugeharigkeit zum Hinterrad gering ist. 
Der Schnitt der beiden Rader ist zwar in diesem Beispiel unmaglich, 
wurde un sere Rechnung aber nicht verfalschen, da dann fUr die Schnitt­
punkte die Zugehorigkeiten zu beiden Radern etwa ~ waren, aber die 
Abstande in beiden Fallen klein sind. 

Somit ist auch klar, wie das Kriterium an die Bewertungsfunktion 
lautet, sie muB fur die Lasung ein Minimum annehmen. In der Praxis 
zeigt sich, daB allein die Form (1. 7) fur die Losung vieler Problemstel­
lungen schon ausreicht. Es muB nur jeweils eine andere Distanzfunktion 
gewahlt werden. 

Betrachten wir nun den EinfluB des Fuzzifiers m. Je graBer mist, 
desto schneller wird fm(x)(k) Null werden, d.h., auch relativ hohe Zu­
gehorigkeiten von 0.8 werden bei m = 6 zu einem Faktor von etwa 0.26 
abgemindert. Damit werden die Auspragungen von (lokalen) Minima 
oder Maxima weniger deutlich ausfallen oder sogar ganz wegfallen. Je 
groBer m wird, desto unschiirfer fallen die Ergebnisse aus. Die Wahl 
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von m kann man also davon abhangig machen, wie gut sich voraussicht­
lich die Daten in Cluster einteilen lassen. Handelt es sich zum Beispiel 
urn zwei weit voneinander entfernte Cluster, so ist sogar eine scharfe 
Trennung moglich. In diesem Fall wahlen wir m nahe Eins. (Strebt m 
gegen Eins, so konvergieren die Zugehorigkeiten gegen Null oder Eins, 
siehe [8].) Sind die Cluster nahezu ununterscheidbar, so ist m sehr groB 
zu wahlen. (Geht m gegen unendlich, so gehen die Zugehorigkeiten ge­
gen ~, wenn c die Anzahl der Cluster ist.) Diese Entscheidung setzt 
natiirlich ein gewisses Vorwissen voraus. AuBerdem kann es durchaus 
vorkommen, daB in einer Datenmenge sowohl gut als auch schlecht zu 
trennende Cluster liegen. Eine haufige Wahl fUr den Fuzzifier ist m = 2. 

In allen Fallen ist als Datenanalyse das (globale) Minimum der 
Bewertungsfunktion unter der Nebenbedingung einer probabilistischen 
Clustereinteilung zu suchen. Das gestaltet sich jedoch nicht so leicht 
wie in den ersten Beispielen dieses Kapitels, da eine erschopfende Su­
che aufgrund der groBen Anzahl von Moglichkeiten nicht durchfUhrbar 
ist. Des weiteren ist die Bewertungsfunktion mehrdimensional, so daB 
die bekannten eindimensionalen Verfahren zur Suche von Minima nicht 
angewendet werden konnen. Wir werden uns daher von vornherein mit 
lokalen Minima zufrieden geben (miissen). 

Zunachst wollen wir uns mit der Frage beschaftigen, wie die Zu­
gehorigkeiten f(x)(k), x E X, k E K, zu wahlen sind, urn ein Minimum 
der Bewertungsfunktion bei bekannter Clustermenge K zu erreichen. 
Dazu dient der 

Satz 1.11 Sei Afuzzy(D, E) ein Analyseraum, X ~ D, K E E, b eine 
Bewertungsfunktion nach (1.7), d die zugehorige Distanzfunktion und 
m E IR> 1. Nimmt die Bewertungsfunktion fiir aile probabilistischen 
Clustereinteilungen X -+ F(K) bei f : X -+ F(K) ein Minimum an, 
so gilt 

f(x)(k) ...... 

" (d~(r,k)) £ 
i-IjeK d (r,j) 

EiElr f(x)(i) = 1 

o 
wobei Ix := {j E K I d(x, j) = O}. 

fur Ix = (/) 

fiir fIX :f. (/), k E Ix 

fiir Ix :I (/), k ff. Ix, 

Falls die Menge Ix mehr als ein Element enthalt, ist f( x)( k) fUr k E Ix 
nicht eindeutig bestimmt. Dieses Problem werden wir auf Seite 25 noch 
einmal aufgreifen. 
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Beweis: Ein notwendiges Kriterium fur ein Minimum ist eine N ull­
stelle in der Ableitung. Aufgrund der hohen Dimensionalitat der Bewer­
tungsfunktion beschranken wir uns hier auf Nullstellen aller partiellen 
Ableitungen. 

Sei I : X -> F(K) eine probabilistische Clustereinteilung, x E X, 
setze U := I(x), Uk := I(x)(k) fUr k E J{. Die Bewertungs­
funktion b sei fur aIle probabilistischen Clustereinteilungen in I mini­
mal. Also gelten die Bedingungen (1.4) und (1.5) fUr I. Wir konnen 
LXEX LkEK Im(x)(k) . d2(x, k) minimieren, indem wir fur aile x E X 
die Summe LkEK uk . d2( x, k) minimieren. Die Giiltigkeit der N ebenbe­
dingung (1.4) laBt sich durch die EinfUhrung eines Lagrangeschen Mul­
tiplikators A ebenfalls durch eine Nullstelle in der partiellen Ableitung 
nach A ausdrucken. Wir definieren daher fUr x EX: 

b.= ~ u;'d'(x,k)-A ((~ u,) -1), 
Es sind nun fUr aIle k E K die partiellen Ableitungen 

8 
~bx(A, u) = m· uZ'-l . d2(x, k) - A 
UUk 

gleich Null zu setzen. Bei den Ableitungen wurde die Tatsache aus­
genutzt, daB in der Distanzfunktion keine Zugehorigkeiten vorkommen. 
Wir betrachten zunachst den Fall, daB sich fUr aIle k E K durch die 
Distanzfunktion ein positiver Abstand zu x ergibt. In diesem Fall folgt 
dann fUr jedes k E K aus der letzten Gleichung 

Uk - ( A ) ~ (1.8) 
- m·d2(x,k) 

Einsetzen in fA bx(A, u) = 0 fUhrt zu 

1 = LUj 
jEK 

= 
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Also 
1 

L:jEK (d 2(;,j)) m~l 
Zusammen mit (1.8) ergibt sich fUr die Zugehorigkeit 

1 (1) m~l 
""' (1)~· d2(x,k) 
o j E K d'l(XJ"j 

1 

Es bleibt der Fall offen, daB d( x, j) = 0 fUr mindestens ein j E K 
gilt. In diesem Fall liegt das Datum x genau im Cluster j. Die 
Menge Ix := {k E K I d(x, k) = O} enthiilt aile Cluster, auf die das 
Datum x genau paBt. Hier ist das Minimierungsproblem leicht zu losen, 
denn bx()", u) = 0 und (1.4) gelten, falls Uk = 0 fUr aile k ft Ix und 
L:jEI Uj = 1. • 

1m Hinblick auf eine spatere Implementierung eines Algorithmus zur 
Suche nach einer probabilistischen Clustereinteilung, bei der wir dann 
natiirlich nicht von einem Minimum ausgehen, sondern eben dieses fin­
den wollen, miissen wir uns noch urn die Bedingung (1.5) kiimmern. 
Damit es sich bei einer Abbildung f : X --> F(K) wirklich urn eine 
Clustereinteilung handelt, ist eben diese Bedingung zu erfUlien. Aller­
dings bereitet uns der Fall, daB (1.5) nicht gilt, keine groBen Probleme. 
Existiert tatsiichlich einmal ein k E K mit L:xEX f(x)(k) = 0, dann 
haben wir eigentlich eine Clustereinteilung in die Clustermenge K\ {k}. 
Wir konnen aile iiberfliissigen Cluster entfernen, und es bleibt eine echte 
Clustereinteilung iibrig, fUr die (1.5) gilt. 

Es lassen sich auch bestimmte Bedingungen fordern, die uns erlauben, 
den Fall L:xEx f(x)(k) = 0 auszuschlieBen. Dem Satz entnehmen wir, 
daB bei einem einzigen x E X ~ D mit f(x)(k) :j:. 0 fUr aile k E K 
automatisch die Bedingung (1.5) erfiillt ist. Die Zugehorigkeit ergibt 

sich dann durch L:kEK ~:t:',;j zu einem positiven Wert fUr jedes k E I<. 
Fordern wir also, daB es in der Datenmenge immer ein Datum gibt, das 
zu allen Clustern positiven Abstand hat, so ist die Nebenbedingung (1.5) 
automatisch erfUlit. 
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Sind die Cluster punktfarmig, so kann als Distanzfunktion eine Me­
trik verwendet werden. Der Abstand zu den Clustern kann dann ma­
ximal fUr ein Datum x E X versehwinden, d.h., bei mehr Daten als 
Clustern gilt die Bedingung (1.5) immer. Fur ihre Giiltigkeit reieht die 
Voraussetzung IXI > IKI. Sind hingegen die Konturen von Kreisen zu 
erkennen, so kann es potentiell unendlieh viele Punkte geben, die auf 
dem Kreis liegen, also den Abstand Null haben. Da ein Kreis dureh 
drei Punkte eindeutig bestimmt ist, lieBe sieh vielleieht eine Bedingung 
"IXI > 31KI und es existiert fur alle moglichen Einteilungen ein x E X 
mit positivem Abstand zu allen Kreisen" formulieren. So eine Bedingung 
ist in der Praxis aber nieht naehzuweisen. Konnte mansie beantworten, 
ware sieher die Frage der Clustereinteilung aueh geklart. Daher verfahrt 
man in der Praxis wie eingangs erwahnt: Falls die Bedingung (1.5) nieht 
gilt, entfernen wir ein Cluster und starten die Analyse erneut. 

Eine weitere Bemerkung im Hinbliek auf die Implementation fordert 
der Satz fUr den Fall I Ix I > 1 heraus. Es ist dann die Summe der Zu­
gehorigkeiten so zu wahlen, daB sie Eins ergibt. Bei einer Implementie­
rung ist fur jedes Uj mit j E Ix naturlieh ein konkreter Wert anzugeben. 
1m Beispiel mit den zwei uberlappenden Kreisen, bei dem Daten auf den 
Sehnittpunkten liegen, entsprieht eine Zugehorigkeit Uj := rtr am be­
sten der gewahlten Semantik. Handelt es sieh jedoeh urn punktformige 
Cluster (mit einer Metrik als Distanzfunktion), so bedeutet I Ix I > 1, daB 
mehrere Cluster identiseh sind. In so einem Fall ist es von Vorteil, die 
Zugehorigkeiten zu den identisehen Clustern nieht gleiehgroB zu wahlen, 
damit sieh die Cluster im naehsten Sehritt wieder voneinander trennen. 
Bleiben die Cluster jedoeh weiterhin ununterseheidbar, so handelt es 
sieh im Grunde wieder urn eine Datenanalyse mit einer urn ein Element 
verringerten Clustermenge. 

Die Fragestellung aus Satz 1.11 bleibt noch fUr den Fall einer possibi­
listischen Clustereinteilung zu klaren. Hierbei konnen wir einen einfache­
ren Ausdruek erwarten, da die Nebenbedingung (1.4) nicht mehr einge­
halten werden muB. Allerdings bekommen wir dureh den Wegfall dieser 
Nebenbedingung eine triviale Lasung, namlich den Fall f(x)(k) = 0 fur 
f : X ---. F(K) und aile x E X, k E K. Wir konnen also unsere Be­
wertungsfunktion nieht einfaeh ubernehmen. Wir definieren stattdessen 
naeh einem Vorsehlag von Krishnapuram [42]: 
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b : A(D, E) -> IR, 

f ~ L: L: fm(x)(k) . d2(x, k) + L: 7Jk L: (1- f(x)(k))m. (1.9) 
xEX kEK kEK xEX 

Die erste Summe ist aus der Bewertungsfunktion (1.7) direkt iibernom­
men. Die zweite Summe belahnt hahe ZugehOrigkeiten, denn ZugehOrig­
keiten f(x)(k) nahe Eins lassen den Ausdruck (1- f(x)(k))m etwa Null 
werden. Dabei sei noch einmal betont, daB nun durchausjede Zugehorig­
keit f( x)( k) etwa Eins werden kann (possibilistisches Clustering, siehe 
Beispiel mit dem Schnitt zweier Kreise). Da hohe Zugehorigkeiten auch 
zuverHissige Zuordnungen der Daten zu den Clustern implizieren, erzie­
len wir somit den gewiinschten Effekt. Bevor wir auf die zusatzlichen 
Faktoren 7Jk fUr k E K eingehen, formulieren wir also den 

Satz 1.12 Sei Afuzzy(D, E) ein Analyseraum, X ~ D, K E E, b eine 
Bewertungsfunktion nach (1.9), d die zugehorige Distanzfunktion und 
m E IR>1. Nimmt die Bewertungsfunktion fur aile possibilistischen Clu­
stereinteilungen X -> F(K) bei f : X -> F(K) ihr Minimum an, so 
gilt 

f(x)(k) ~ 1 " 
1 (d2(X,kl) m=T + 1). 

wobei 7Jk E IR fur k E K. 

Beweis: Sei Uk,x := f(x)(k). Wie im vorangegangenen Satz berech­
nen wir alle partiellen Ableitungen -a a b. Diese miissen fUr ein Mini-

Uk,x 

mum verschwinden: 

0 _a_b 
aU.,r 
m· d2(x, k) . u~;l - T/k . m(1- Uk,x)m-1 

<=> um - 1 . d2(x k) k,x ' T/k(l - Uk,x)m-1 

<=> 
d 2 (x,k) = 1). 

(1-U )m-1 ( )m-1 ~ = _1 __ 1 
Uk,x Uk,%' 

<=> Uk,x 

• 
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Zuriick zu den Faktoren TJk, k E K. Betrachten wir dazu einmal den 
d2 (xk) 1 Fall m = 2 und die Forderungen des Satzes Uk,x = (1 + '7k' )-. Falls 

nun TJk = d2(x, k) gilt, ergibt sich fiir die Zugehorigkeit ein Wert von 

Uk,x = (1 + ~;~=:!~)-1 = (1 + 1)-1 = t. Mit dem Parameter TJk legen 
wir also fiir jedes Cluster k E K fest, fiir welche Distanz die Zugehorig­
keit t angenommen werden solI. Betrachten wir t als Grenze fiir die 
Entscheidung der Zugehorigkeit des Datums x zum Cluster k, so wird 
die Bedeutung von TJk off'ensichtlich. Wir steuern mit diesem Parameter 
die erlaubte Ausdehnung des Clusters. Betrachten wir kreisformige, volle 
Cluster, so entspricht yfiik etwa dem mittleren Durchmesser des Clusters; 
betrachten wir Kreislinien als Cluster, so entspricht yfiik der mittleren 
Dicke der Kontur. Sind die durch die Analyse zu ermittelnden Formen 
bereits vorher bekannt, so lassen sich die TJk leicht abschiitzen. Sind 
aIle Cluster von etwa derselben Form, so kann fiir aIle Cluster auch der­
selbe Wert gewiihlt werden. Meistens ist dieses Vorwissen jedoch nicht 
vorhanden. In so einem Fall begniigt man sich mit einer Schiitzung 

(1.10) 

fiir jedes k E K. Es wird also der mittlere Abstand als Vorgabe gewiihlt. 
In der Literatur [42] findet man weitere Vorschlage fiir die Wahl von TJk. 

1.6 Ein Basis-Algorithmus bei bekannter 
Clusteranzahl 

Sind die Voriiberlegungen iiber Analyseraum, Bewertungsfunktion und 
Kriterium abgeschlossen, so bietet sich oft der Einsatz eines Rechners 
zur Datenanalyse an. Fiir den Fall, daB die Bewertungsfunktion eine der 
Formen aus dem letzten Abschnitt hat, solI nun ein Algorithmus vorge­
stellt werden, der die Datenanalyse durchfiihrt. Seinen Ursprung findet 
dieses Verfahren im Hard-c-Means-Algorithmus von Duda und Hart [18], 
der eine Clustereinteilung der Daten gemiiB Definition 1.5 liefert. Die er­
ste Verallgemeinerung auf probabilistische Clustereinteilungen kam von 
Dunn [19]. Bei diesem Algorithmus wurde eine Bewertungsfunktion der 
Form (1.7) verwendet, wobei m auf 2 festgesetzt war. Die Verallgemei­
nerung auf beliebige m E IR> 1 stammt von Bezdek [5]. Aile dort un­
tersuchten Varianten dienten zur Erkennung von kugelformigen Punkt-



28 1 Begriffsbildung 

wolken in der Datenmenge. 1m Verlauf der Konvergenzuntersuchungen 
des Fuzzy-c-Means [6, 9] loste sich die Betrachtung dann von den rein 
kugelformigen Punktwolken [8]. 

Der hier vorgestellte Algorithmus liefert eine probabilistische Cluster­
einteilung der gegebenen Daten. 1m Hinblick auf die Implementation 
mag das Ergebnis einer Analyse eine etwas unpassende Form haben, da 
meistens nur funktionale Programmiersprachen Funktionen als Daten­
typen zulassen, wir uns aus Effizienzgriinden aber auf imperative Im­
plementationen beschranken wollen. Sind jedoch X = {Xl, X2, ... ,Xn } 

und J{ = {k l ,k2 , .•. ,kc} endlich, so laBt sich ein Analyseergebnis 
f : X --+ F(J{) als ex n-Matrix U darstellen, wobei Ui,j := f(Xj )(k;). 
Der Algorithmus sucht ein Analyseergebnis f E Afuzzy(D, E), das die 
Bewertungsfunktion minimiert. Diese Minimierung geschieht durch eine 
Iteration, bei der in jedem Schritt nacheinander die Matrix U und die 
Clustermenge J{ E E moglichst optimal aufeinander abgestimmt werden 
(U und J{ charakterisieren f vollstandig). Bezdek, Hathaway und Pal 
[11] bezeichnen dieses Verfahren auch als alternating optimization (AO). 

Algorithmus 1 (probabilistischer Clustering-Algorithmus) 

Gegeben sei eine Datenmenge X = {Xl, x2, ... , X n }. Jedes Cluster sei 
durch ein Element einer Menge C eindeutig charakterisierbar. 

Wahle die Anzahl c der Cluster, 2 ~ c < n 
Wahle ein m E ffi>l 
Wahle die Abbruchgenauigkeit c 
Initialisiere U(O), i := 0 
REPEAT 

Erhohe i um 1 
Bestimme J{(i) E Pc(C) so, daft b durch J{(i) und U(i-l) moglichst 
minimal wird 
Bestimme U(i) nach Satz 1.11 

UNTIL 11U(i-l) - U(i)11 ~ c 

Die Suche nach der optimalen Clustermenge J{(i) E P c( C) ist da­
bei natiirlich von der in der Bewertungsfunktion verwendeten Distanz­
funktion abhangig. Sie muB individuell an die jeweilige Datenanalyse 
angepaBt werden und wird daher in diesem Abschnitt nicht weiter be-
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handelt. Bei der Vorstellung spezieller Verfahren in den Kapiteln 2, 4, 
5 und 7 wird dann auf die Wahl der Clustermenge genau eingegangen. 
Der Schritt zur Optimierung der Zugehorigkeiten hingegen ist durch Satz 
1.11 fiir aIle Verfahren gleichermaBen vorgegeben. 

Leider existiert derzeit keine allgemeine Konvergenzbetrachtung fur 
aile Verfahren, die auf Algorithmus 1 basieren. Bezdek hat fUr sei­
nen Fuzzy-c-Means-Algorithmus in [8] gezeigt, daB entweder die Itera­
tionsfolge selbst oder jede konvergente Teilfolge davon in einem Sattel­
punkt oder Minimum - aber nicht in einem Maximum - der Bewer­
tungsfunktion konvergiert. Ais Hilfsmittel in seinem Beweis verwendet 
er das Konvergenz-Theorem von Zangwill, mit dem auch die Konvergenz 
zahlreicher klassischer Iterationsverfahren (zum Beispiel des Newton­
Verfahrens) bewiesen werden konnte. Fur viele weitere Verfahren wur­
den ebenfalls Konvergenzbeweise gefiihrt, fiir die meisten neueren Shell­
Clustering-Verfahren aus Kapitel 5 gibt es jedoch noch keine Beweise. 
Die zum Teil sehr guten Ergebnisse der Verfahren rechtfertigen jedoch 
auch in diesen Fallen ihren Einsatz. 

Analog zum probabilistischen Ciustering-Algorithmus laBt sich eine 
possibilistische Variante definieren. Es liegt nahe, Algorithmus 1 ein­
fach dahingehend zu iindern, die Zugehorigkeiten nicht nach Satz 1.11, 
sondern nach Satz 1.12 zu berechnen. Dies fiihrt im allgemeinen aber 
zu unbefriedigenden Resultaten. Der entstandene Algorithmus weist 
die Tendenz auf, Daten mit schlechter Zugehorigkeit zu allen Clustern 
(durch Zugehorigkeiten nahe Null) als AusreiBer zu deklarieren, statt 
die vielleicht nicht optimale Clustermenge f{ an diese Daten weiter 
anzugleichen. Deshalb wird vorher eine probabilistische Datenanalyse 
durchgefUhrt. Das Analyseergebnis wird als Initialisierung der folgen­
den Schritte benutzt, insbesondere fur die Ermittlung der TJk, k E K. 
Mit diesen Startwerten wird nun die possibilistische Variante ausgefiihrt. 
AbschlieBend werden die TJk, k E K, ein weiteres Mal bestimmt, und der 
Algorithmus wird erneut durchlaufen. 

Die Bestimmung der Clustermenge K(i) in jedem Iterationsschritt 
geschieht hier genauso wie bei Algorithmus 1. Die Berechnungsvorschrift 
ist bei den jeweiligen Clustering-Verfahren angegeben. 
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Algorithmus 2 (possibilistischer Clustering-Algorithmus) 

Gegeben sei eine Datenmenge X = {Xl, X2,"" Xn }. Jedes Cluster sei 
durch ein Element einer Menge C eindeutig charakterisierbar. 

Wahle die Anzahl c der Cluster, 2 ::; c < n 
Wahle ein m E IR>l 
Wahle die Abbruchgenauigkeit c 
Fiihre den Algorithmus 1 durch 
FOR 2 TIMES 

Initialisiere U(O) und J{(O) mit den letzten Ergebnissen, i := 0 
Initialisiere 17k fiir k E J{ gemaft (1.10) 
REPEAT 

Erh6he i um 1 
Bestimme J{(i) E Pc(C) so, daft b durch J{(i) und U(i-l) 

moglichst 
minimal wird 
Bestimme U(i) nach Satz 1.12 

UNTIL IJU(i-l) - U(i)11 ::; c 
END FOR 

1. 7 Vorgehen bei unbekannter Clusteran­
zahl 

Ein Nachteil der vorgestellten Algorithmen ist, daB die Anzahl c der Clu­
ster vorher bekannt sein muE. In einigen Anwendungen ist dieses Vor­
wissen nicht vorhanden. Uber eine weitere Giitefunktion miissen in die­
sem Fall Analyseergebnisse mit verschiedener Clusteranzahl verglichen 
werden, urn so eine optimale Einteilung im Sinne der neuen Bewertungs­
funktion zu finden. Es bieten sich zwei grundsatzliche Vorgehensweisen 
an. Dazu sei D ein Datenraum, jedes Cluster werde durch ein Element 
einer Menge C eindeutig charakterisiert. Mit X ~ D sei eine Daten­
menge gegeben, deren optimale Clustereinteilung gesucht ist, wobei die 
Clusteranzahl nicht bekannt ist. 

• Die erste Moglichkeit besteht in der Definition einer Giitefunk­
tion, die eine komplette Clustereinteilung beurteilt. Dazu ist eine 
obere Grenze Cmax der Clusteranzahl zu schatzen und fUr jedes 
c E {2, 3, ... , cmax } eine Clusteranalyse nach Algorithmus 1 durch-
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zufiihren. Fiir jede Einteilung liefert die neue Giitefunktion nun 
einen Wert, so daB sich die Analyseergebnisse indirekt vergleichen 
lassen. Mogliche Kriterien fUr die optimale Einteilung sind zum 
Beispiel ein maximales oder minimales GiitemaB. Die Bewertungs­
funktion b nach (1.7) ist als Giitefunktion nur bedingt geeignet, da 
sie fiir steigendes c monoton fallend ist. Je mehr Cluster erlaubt 
sind, desto kleiner wird die Bewertungsfunktion, bis schlieBlich je­
dem Datum ein eigenes Cluster zugeordnet wird und b den Wert 
Null annimmt. Bei derartigen monotonen Kriterien kann die opti­
male Einteilung alternativ durch einen Scheitelpunkt im Clusteran­
zahljClustergiite-Graph bestimmt werden. (Siehe dazu Abschnitt 
6.1 iiber globale GiitemaBe.) 

• Die zweite Moglichkeit besteht in der Definition einer Giitefunk­
tion, die ein einzelnes Cluster einer Clustereinteilung beurteilt. 
Wieder ist eine obere Grenze Cmax der Clusteranzahl zu schatzen 
und eine Clusteranalyse fiir Cmax durchzufiihren. Die resultieren­
den Cluster des Analyseergebnisses werden nun tiber die Giite­
funktion miteinander verglichen, ahnliche Cluster werden zu einem 
Cluster zusammengefaBt, sehr schlechte Cluster verworfen. Ent­
sprechend diesen Operationen wird die Clusteranzahl verringert. 
AnschlieBend wird mit den verbliebenen Clustern wieder eine Ana­
lyse nach Algorithmus 1 durchgefiihrt. Dieses Vorgehen wiederholt 
sich solange, bis ein Analyseergebnis vorliegt, das laut Giitefunk­
tion nur noch gute Cluster enthalt. (Siehe dazu Abschnitt 6.2 iiber 
lokale GiitemaBe.) 

Beide Varianten set zen voraus, daB die jeweiligen Analyseergebnisse 
optimal fiir die jeweilige Clusteranzahl sind. Liefern die Clusteranalysen 
jedoch nur lokal optimale Einteilungen, so werden durch die Giitefunk­
tion auch nur diese bewertet. Eine auf diese Weise gefundene optimale 
Clustereinteilung ist dann unter Umstanden doch nur lokaloptimal. 

In der Literatur finden sich zahlreiche Vorschlage fiir solche Giite­
maBe, die sich jedoch fast ausschlieBlich auf probabilistische Einteilungen 
beziehen. Bei possibilistischem Clustering werden schlechte Einteilun­
gen, die fast aIle Daten als AusreiBer klassifizieren, eine gute Clustergiite 
bescheinigt bekommen, weil sie die wenigen iibrigen Daten gut appro­
ximieren. Sind die Daten stark verrauscht, so daB eine possibilistische 
Clusteranalyse durchgefiihrt werden muB, so sollte nicht nur die Giite 
der Cluster, sondern auch der Anteil der klassifizierten Daten an der 
Datenmenge beriicksichtigt werden. Dies fallt besonders bei GiitemaBen 
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fiir einzelne Cluster nach der zweiten Methode schwer, so daB sich in 
diesem Fall ein Vorgehen nach der ersten Methode anbietet. 

Auf die Ermittlung der Clusteranzahl c mittels solcher GiitemaBe 
wird im Kapitel 6 genauer eingegangen. 



Kapitel 2 

Klassische Fuzzy­
Clustering-Verfahren 

Aufbauend auf die Bewertungsfunktion (1.7) werden nun einige Fuzzy­
Clustering-Verfahren vorgestellt. Das sind zum einen klassische Verfah­
ren zur Erkennung von vollen, ausgefUllten Clustern (Solid-Clustering, 
Kapitel 2) und zum anderen neuere Verfahren zur Erkennung von Ge­
raden (Linear-Clustering, Kapitel 4) oder Kreis-, Ellipsen- und Parabel­
Konturen (Shell-Clustering, Kapitel 5). Alle Verfahren werden sowohl 
probabilistisch nach Algorithmus 1 als auch possibilistisch nach AIgo­
rithmus 2 vorgestellt. 

Bei der Frage nach der Nutzbarkeit fUr bestimmte Anwendungen 
setzt die erforderliche Rechenzeit meistens Grenzen, weil es sich bei allen 
Algorithmen urn Iterationsverfahren handelt. Da deren genaue Anzahl 
von Schritten bis zur Konvergenz vorher nicht bekannt ist, ist die unein­
geschrankte Eignung fiir Echtzeitanwendungen meistens nicht gegeben. 
Einige Algorithmen, die sich durch besonders umfangreiche Berechnun­
gen auszeichnen, erscheinen fiir diesen Zweck sogar ausgesprochen un­
geeignet. Die Entscheidung iiber den Einsatz solcher Verfahren ist aber 
stark von der jeweiligen Versuchsumgebung abhangig und sollte auf je­
den Fall in Erwagung gezogen werden. So ware zum Beispiel bei einer 
Bahnverfolgung eine Initialisierung jeder Iteration mit dem letzten Er­
gebnis denkbar. In diesem Fall bedeutet die letzte Position eine gute 
Naherung fUr die Folgeposition, so daB mit einer schnelleren Konvergenz 
zu rechnen ist. Da aIle Iterationsverfahren in der Anzahl der Iterati­
onsschritte stark von ihrer Initialisierung abhangen, lassen sich auf diese 
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Weise unter Umstanden doch noch gute Ergebnisse erzielen, auch wenn 
eine erneute Iteration mit zufiilliger Initialisierung den verfiigbaren Zeit­
rahmen gesprengt hiitte. 

Bei Aufgabenstellungen, die nicht in Echtzeit gelost werden miissen, 
sind die vorzustellenden Methoden groBtenteils uneingeschriinkt zu emp­
fehlen. Sie zeichnen sich durch Robustheit und - gegeniiber anderen 
Verfahren wie der Hough-Transformation [30, 31] - geringen Speicher­
platzverbrauch aus. 

Bevor wir zu den einzelnen Verfahren kommen, noch eine Bemer­
kung zur Bewertung von Clustereinteilungen. Bei zweidimensionalen 
Datensiitzen ist die menschliche Auffassungsgabe oft der MaBstab fiir 
die Giite einer Clustereinteilung. Bei hoherdimensionalen Daten, aus de­
nen auch der Mensch keine eindeutige Clustereinteilung erkennen kann, 
begniigt man sich mit einigen numerischen Kenndaten, die in streng ma­
thematischer Weise die Qualitiit der Einteilung bewerten. In der Bild­
oder Mustererkennung besteht iiber die richtige Einteilung aber meistens 
kein Zweifel, jeder Mensch wiirde die vorliegenden Kreise, Geraden oder 
Rechtecke in derselben Art einteilen. Leider gibt es fur die so vorge­
nommene Einteilung kein objektives, mathematisches MaB, das ein Pro­
gramm seine Einteilung nach den Gesichtspunkten des Menschen selbst 
beurteilen lieBe. Wir sprechen daher von der intuitiven Einteilung, wenn 
wir uns auf die Einteilung beziehen, wie sie von einem Menschen vorge­
nommen werden wiirde. Ohne aber eine konkrete Definition einer guten 
oder schlechten Einteilung zu geben, bleiben diese Begriffe ungenau und 
manchmal irrefiihrend. Soli ten sie dennoch ohne weitere Erkliirung an­
klingen, so beziehen sie sich eben auf diese intuitive Einteilung, die sich 
zwar schlecht formalisieren liiBt, der Leser aber dennoch von Abbildung 
zu Abbildung leicht nachvollziehen kann. 

Bei den in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren geht es aus­
schlieBlich urn die Einteilung der Daten in volle Cluster (Punktwolken, 
Solid-Clustering). Diese Algorithmen stell en gleichzeitig die Anfiinge des 
Fuzzy-Clusterings mit den im vorhergehenden Kapitel vorgestellten Me­
thoden dar. Die Leistungsfiihigkeit dieser und auch aller folgenden AIgo­
rithmen zeigen wir fiir Beispiele aus der Bildverarbeitung, ohne jedes Mal 
explizit auf ihre Eignung fUr andere (insbesondere hoherdimensionale) 
Anwendungen hinzuweisen. Speziell in der Bildverarbeitung werden wir 
die folgenden Algorithmen oft fiir die Initialisierung komplizierterer AI­
gorithmen benotigen. 
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2.1 Der Fuzzy-c-Means-Algorithmus 

Der Entwicklung des Fuzzy-c-Means-Algorithmus (FCM) [19, 5] war die 
Geburtsstunde aller Clustering-Verfahren nach Algorithmus 1. Die erste 
Version von Duda und Hart [18] nahm eine harte Clustereinteilung nach 
Definition 1.5 vor (Hard-c-Means- oder Hard-ISODATA-Algorithmus). 
Urn auch Daten, die mehreren Clustern gleichermaBen angehoren, an­
gemessen behandeln zu konnen, fiihrte Dunn [19] eine Fuzzy-Variante 
dieses Algorithmus ein. Diese wurde durch Bezdek [5] noch einmal 
durch EinfUhrung des Fuzzifiers m auf die endgiiltige Variante veralI­
gemeinert. Der resultierende Fuzzy-c-Means-Algorithmus erkennt ku­
gelformige Punktwolken im p-dimensionalen Raum. Die Cluster werden 
als gleich groB angenommen. Jedes Cluster wird durch seinen Mittel­
punkt dargestellt. Diese Repriisentation des Clusters wird auch Prototyp 
genannt, da sie oft als Stellvertreter aller zugeordneten Daten angesehen 
wird. Als DistanzmaB wird der euklidische Abstand zwischen Datum 
und Prototyp verwendet. 

Zur DurchfUhrung dieses Verfahrens nach Algorithmus 1 oder 2 ist 
die Wahl der optimalen Clustermittelpunkte bei gegebenen Zugehorig­
keiten der Daten zu den Clustern anzugeben. Dies geschieht nach Satz 
2.1 in Form einer verallgemeinerten Mittelwert-Bildung, woher der AIgo­
rithmus auch seinen Namen Fuzzy-c-Means hat. Das c im Algorithmus­
N amen steht stellvertretend fUr die Anzahl der Cluster, zum Beispiel 
handelt es sich bei vier Clustern urn den Fuzzy-4-Means. Diese Sprech­
weise wird jedoch nicht streng durchgehalten, meistens bleibt das c un­
angetastet. Es solI nur deutlich machen, daB der Algorithmus fUr eine 
feste Anzahl von Clustern vorgesehen ist, diese also nicht selbstandig 
bestimmt. 

Satz 2.1 (Prototypen des FCM) Sei p E IN, D := IRP, X = 
{Xl, X2, .. ·, xn} ~ D, C := IRP, c E IN, E := Pc(C), b nach (1.7) 
mit m E IR>1 und 

d: D x C -> IR, (x,p) >--+ Ilx - pll. 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -> F(K) 
mit K = {kl' k2' ... , kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( X j)( ki) = 
Ui,j durch f : X -> F(K) minimiert, so gilt 

,\"n m 
~j=l Ui,jXj 

k i = -=""n""'--"'-
Lj=1 u7,'j 

(2.1 ) 
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Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung f : X --. F(I<) mi­
nimiere die Bewertungsfunktion b. Dann sind aile Richtungsableitungen 
von b nach ki E I<, i E IN~c, notwendig Null. Also gilt fur aile ~ E IRF 
mit t E IR 

o = 

und es folgt 

one 
ok. L L ul,j Ilxj - kdl2 

, j=l 1=1 

t Urj o~.IIXj - ki l12 
j=1 ' 

I:n m I' IIXj - (ki + t~)112 -IIXj - kiW 
U··lm 

',) t-O t 
j=1 

~ ui)' lim ~ (((Xj - ki ) - t~) T ((Xj - k;) - t~)) -L..J 't_O t 
j=1 

n 

-2 L Urj(Xj - ki ) T~, 
j=1 

o 
oki b = 0 
n 

¢? I: Urj(Xj - k;) = 0 
j=1 

• 
1m Prinzip ergibt sich fUr m = 1 aus dem Fuzzy-c-Means sein hi­

storischer Vorganger, der Hard-c-Means, bei dem die Prototypen mit 
derselben Formel berechnet werden; allerdings nehmen die Zugehorig­
keiten nur die "harten" Werte Null oder Eins an. Ein Datum wird dem 
Cluster zugeordnet, zu dem es den geringsten Abstand aufweist. 
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In der Bildverarbeitung kann der FCM-Algorithmus nicht zur Er­
kennung von Formen herangezogen werden, wohl aber zur Ermittlung 
von Positionen. Bei rechnergesteuerter Routenplanung in Lagerhallen 
werden die Fahrzeuge manchmal mit Signallampen an den vier Fahrzeu­
gecken ausgestattet. Eine Kamera an der Hallendecke nimmt die gesamte 
Halle auf. Durch eine Bildbearbeitungssoftware werden dann die Si­
gnale der Lampen herausgefiltert. Mit dem FCM-Algorithmus lieBe sich 
eine Positionsbestimmung der Lampen durchfiihren, deren Koordinaten 
durch die Prototypen gegeben sind. In einer possibilistischen Variante 
ware dieses Vorgehen gegen Stordaten in der Aufnahme weitestgehend 
unempfindlich. 

Abbildung 2.1: FCM-Analyse Abbildung 2.2: P-FCM-Analyse 

Abbildung 2.1 zeigt eine Beispieldatenmenge im rn? und das Ergebnis 
des Fuzzy-c-Means mit zufallig initialisierten Prototypen. Die Cluster­
einteilung ist durch die Schattierung kenntlich gemacht. Fur jeden Punkt 
der Bildebene wurde fur die Intensitat die Zugehorigkeit zum dichte­
sten Prototypen herangezogen. Dabei bekommen hohe ZugehOrigkeiten 
einen intensiven, geringe Zugehorigkeiten einen schwachen Grauton. Zu­
gehorigkeiten kleiner als ~ werden zur besseren Ubersichtlichkeit nicht 
mehr dargestellt. Die Daten selbst sind durch kleine schwarze oder weiBe 
Kreuze markiert, urn sie vomjeweiligen Hintergrund deutlich abzuheben. 
Der jeweilige Clustermittelpunkt ist durch ein kleines Quadrat gekenn­
zeichnet. 

Auffallend ist das sanfte Auslaufen der Zugehorigkeit zu den Seiten, 
an denen keine Nachbarcluster liegen. In diesen Richtungen werden die 
Zugehorigkeiten nicht durch kleine Abstande zu einem anderen Cluster 
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Abbildung 2.3: FCM-Analyse Abbildung 2.4: P-FCM-Analyse 

begrenzt, sondern durch die wachsende Entfernung zu allen Clustern. 
Bei possibilistischen Zugehorigkeiten ist dieser Effekt nicht zu beobach­
ten, da fiir die Zugehorigkeit zu einem bestimmten Cluster dort nur der 
Abstand zu diesem einen Cluster maBgebend ist. Das Ergebnis eines 
possibilistischen Clusterings zeigt Abbildung 2.2. Gegeniiber Abbildung 
2.1 sind die beiden unteren Prototypen enger zusammengeriickt, wo­
mit die intuitiven Clusterzentren etwas besser getroffen sind. Die etwas 
groBere Entfernung der Prototypen untereinander beim probabilistischen 
Algorithmus folgt aus der Tendenz der Prototypen, sich gegenseitig ab­
zustoBen. AIle dem Prototypen zugeordneten Daten ziehen mit einer 
Kraft proportional zur Zugehorigkeit und dem DistanzmaB den Proto­
typen in ihre Richtung. Wenn nun aus einer Richtung kaum Krafte 
wirken, zum Beispiel wei I dort ein wei teres Cluster liegt und daher die 
Zugehorigkeiten dieser Daten sehr gering sind, folgt der Prototyp auto­
matisch den Kriiften aus der anderen Richtung. Beim possibilistischen 
Clustering spielen Beziehungen zwischen unterschiedlichen Clustern kei­
nerlei Rolle, daher tritt hier dieser Effekt nicht auf. Stattdessen ist ein 
anderes Phanomen zu beobachten: Nimmt man eine Datenmenge, bei 
der die Clustermittelpunkte nicht durch deutliche Punkthaufungen aus­
gepragt sind , so macht dies dem probabilistischen Fuzzy-c-Means nicht 
viel aus, wie Abbildung 2.3 zeigt . Das Kraftegleichgewicht fiihrt wieder 
zu einer ahnlichen Einteilung. Dies ist bei der possibilistischen Einteilung 
2.4jedoch ganz anders. Nahe gelegene Punkthaufungen haben aufgrund 
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ihrer geringen Distanz automatisch eine hohe Zugeherigkeit, auch wenn 
sie bereits durch ein anderes Cluster abgedeckt sind. Die Krafte wer­
den nicht mehr von zwei (manchmal) gegenlaufigen Faktoren bestimmt , 
sondern allein vom DistanzmaB. Wenn es nun fur jedes Cluster nicht 
ein paar Daten gibt, die durch ihre geringe Distanz (und damit hohe 
Zugeherigkeit) eine so groBe Kraft ergeben, daB sie das Cluster fixieren 
kennen, so wandert es von Iterationsschritt zu Iterationsschritt schein­
bar zufalligjeweils dorthin, wo innerhalb der 17k-Umgebung das Gros der 
Daten liegt. In diesen Fallen sind die Ergebnisse des Algorithmus als un­
brauchbar zu bezeichnen. Von Fall zu Fall verschmelzen zwei, drei oder 
sogar aIle Prototypen in einer Punkthaufung, die Mehrheit der Daten 
bleibt unklassifiziert. Fur den possibilistischen Fuzzy-c-Means sollten 
die (noch einzuteilenden) Cluster also deutliche Schwerpunkte besitzen, 
urn Ergebnisse wie in Abbildung 2.4 zu verhindern. 

Abbildung 2.5: FCM-Analyse 

Die Grenzen seiner Leistungsfahigkeit erreicht der Fuzzy-c-Means bei 
Clustern unterschiedlicher Form, GreBe und Dichte. Abbildung 2.5 zeigt 
so einen Fall: Eine groBe Punktwolke liegt etwa in der Bildmitte, flan­
kiert von zwei kleineren am Rand. Gegenuber der intuitiven Einteilung 
sind die Prototypen urn ein Stuck ausgewandert, die Prototypen der klei­
nen Cluster liegen beinahe auBerhalb der zugehOrigen Punktwolken. Die 
auBeren Punkte der groBen Punktwolke liegen nah genug bei den kleinen 
Clustern , urn in deren EinfluB zu geraten . Sie sind jeweils zwei Clustern 
zu etwa gleichen Teilen zugeordnet und ziehen die Prototypen der kleine­
ren Cluster ein Stuck zu sich heran . Aus Sicht der Minimierungsaufgabe 
war dieses Resultat zu erwarten, die intuitive Vorstellung bei der Bilder-
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kennung bezieht jedoch die GroBe der Formen ein und wertet implizit 
die Abstande in einer groBen Punktwolke nicht so schwer wie bei einer 
kleinen Punktwolke. 

Abbildung 2.6: FCM-Analyse 

Einen anderen Fall, unterschiedliche Form bei gleicher ClustergraBe, 
zeigt Abbildung 2.6. Hier reicht bereits eine gleichmiiBige Abweichung 
von kugelformigen Clustern, ohne daB die Cluster auch untereinander 
unterschiedlicher Form sein miiBten. Hatten wir die intuitive Einteilung 
in die obere und untere Ellipse als Initialisierung vorliegen, so wiirde der 
Fuzzy-c-Means vielleicht die Initialisierung als Endergebnis beibehalten. 
Die Punkte der oberen Ellipse waren dichter am oberen Prototypen als 
am unteren und umgekehrt. Die weit entfernt liegenden Punkte links 
und rechts yom Prototypen wiirden sich in ihrer Wirkung gegenseitig 
aufheben. So kannte ein - aIlerdings sehr instabiles - Gleichgewicht 
entstehen. Sob aid die beiden Prototypen in der Horizontalen aber ein 
gewisses Stiick voneinander abweichen, liegen aIle Punkte links der EIlip­
senmittelpunkte dichter an dem einen Prototypen und aIle Punkte rechts 
dichter am anderen. So wird der eine Prototyp gezwungen, den Abstand 
zu den linken Daten zu minimieren, wahrend der andere Prototyp die 
rechte Seite minimiert. 

1m Hinblick auf die zu minimierende Bewertungsfunktion ist das 
tatsachliche Ergebnis aber besser als die intuitive Einteilung. Ergeben 
sich bei der intuitiven Einteilung maximale Distanzen etwa yom hori­
zontalen Ellipsenradius, so sind sie nun auf den kleineren, vertikalen 
Ellipsenradius geschrumpft. Eine allgemeine Aussage wie "Der Fuzzy-c­
Means liefert in diesem Fall eine schlechte Einteilung" ist daher hOchst 
zweifelhaft, denn die gesteIlte Minimierungsaufgabe wurde gut gelast -
nur unsere Aufgabenstellung an die Analyse war unprazise. 

Urn speziell das letzte Beispiel so durch den Fuzzy-c-Means zu lasen, 
wie es die Intuition vorschlagt, ist die im Algorithmus verwendete 
Norm abzuandern. Eine beliebige, positiv-definite, symmetrische Ma-
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trix A E IRPxp induziert ein Skalarprodukt durch < x, y >:= x T Ay bzw. 
eine Norm durch IlxiiA := J< x, x>. Ersetzt man beim Fuzzy-c-Means 
die Standard-Norm durch eine A-Norm, so iindert sich an der Giiltigkeit 
von Satz 2.1 nichts, da spezielle Eigenschaften der Norm im Beweis nicht 

( -0
1 4°) ausgenutzt wurden. Die Matrix A = liefert 

° ) ( x) (.!.x2) ((~/) 4 y = 4y2 (22y) 2 • 

Dies entspricht einer Deformation des Einheitskreises auf eine Ellipse 
mit doppeltem x-Durchmesser und halbem y-Durchmesser. Besitzt man 
also Vorwissen iiber die Daten, so lassen sich mit dem Fuzzy-c-Means 
auch elliptische Cluster erkennen, sofern aile Cluster die gleiche Form 
haben. 

Der FCM zeichnet sich durch eine einfache Berechnungsvorschrift aus, 
die fUr eine kurze Rechenzeit sorgt. In der Praxis liefern schon einige we­
nige Iterationsschritte gute Naherungen an die endgiiltige Losung, so daB 
sich bereits fUnf FCM-Schritte als Initialisierung fiir weitere Verfahren 
anbieten. 

2.2 Der Gustafson-Kessel-Algorithmus 

Durch die Anderung der verwendeten Metrik beim Fuzzy-c-Means 
konnen statt kugelformigen Clustern auch ellipsoide Cluster erkannt wer­
den. Eine automatische Anpassung der Clusterform - moglichst fUr jedes 
einzelne Cluster - ist durch den Fuzzy-c-Means nicht moglich. Dies ist 
mit dem Algorithmus von Gustafson und Kessel (GK) [28) erreichbar. 

Jedes Cluster wird gegeniiber dem Fuzzy-c-Means zusatzlich durch 
eine symmetrische, positiv-definite Matrix A charakterisiert. Diese Ma­
trix induziert fiir jedes Cluster eine eigene Norm IlxiiA := Jx TAx. Da­
bei ist zu beriicksichtigen, daB bei beliebiger Wahl der Matrizen auch die 
Distanzen beliebig klein werden konnen. Urn die Minimierung der Be­
wertungsfunktion durch immer kleiner werdende Matrizen zu verhindern, 
fordern wir ein konstantes Clustervolumen durch det(A) = 1. Somit ist 
nur noch die Clusterform, nicht aber die ClustergroBe variabel. Gustaf­
son und Kessel erlauben auch unterschiedliche ClustergroBen, indem sie 
fiir jede Matrix A eine Konstante !2 einfiihren und allgemeiner det(A) = !2 
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fordern. Die Wahl der Konstanten setzt jedoch wieder Vorwissen liber 
die Cluster voraus. 

Die Bestimmung der Prototypen geschieht nach 

Satz 2.2 (Prototypen des GK) Sei p E IN, D := IRP, X = 
{Xl, X2, ... , xn} ~ D, C := IRP x {A E IRPxp I det(A) = 1, 
A symmetrisch und positiv-dejinit}, c E IN, E := Pc(C), b nach (1.7) 
mit m E IR>l und 

d2 : D x C -+ IR, (x, (v,A)) ~ (x - v)T A(x - v). 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F( K) 
mit K = {k1, k21 ... I kc } E E bei gegebenen Zugehiirigkeiten f( x j)( k j ) = 
Ui,j durch f : X -+ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi, Ai): 

L n m 
Vi 

j=l Ui,jXj 
(2.2) 

L n m . U·· )=1 I,) 

Ai {I det (Sj )Sj-1 (2.3) 
n 

Si L U~j(Xj - v;)(Xj - v;) T. (2.4) 
j=l 

Beweis: Flir die Einhaltung der Nebenbedingung des kon-
stanten Clustervolumens sind c Lagrangesche M ultiplikatoren Ai, 
i E IN <Cl einzufiihren, wodurch sich die Bewertungsfunktion zu b = 
LJ=l I:~=1 ui,jllxj -vjll~. - L~=l Aj(det(Ad -1) ergibt. Die probabili­
stische Clustereinteilung f : X -+ F(K) minimiere die Bewertungsfunk­
tion b. Wieder sind aIle Richtungsableitungen von b nach kj, i E IN<c, 
notwendig Null. Sei ki = (Vj, A;) E K. Fur den Positionsvektor Vi ergibt 
sich Gleichung (2.2) aus Satz 2.1, da die Betrachtungen dort unabhangig 
von der Norm waren. 

Bei der Ableitung nach der Matrix Ai lasen wir uns zunachst von der 
Einschrankung auf aIle symmetrischen, positiv-definiten Matrizen mit 
Determinante Eins und betrachten stattdessen aIle regularen Matrizen 
des IRPxP. Dann kannen wir nach allen Matrixelementen partiell diffe­
renzieren. (Die Menge der invertierbaren Matrizen ist als Urbild der offe­
nen Menge IR>o unter der stetigen Determinanten-Abbildung selbst offen 
und damit in allen Richtungen differenzierbar.) Es gilt V'xJ Ajxj = XjxJ 
und V' det(A j) = det(A;)A;l. Aus der Minimalitat der Einteilung f folgt 
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das Verschwinden des Gradienten: 

Die Ableitungen nach den Lagrangeschen Multiplikatoren fUhren zu den 
Nebenbedingungen det(Ad = 1 fUr i E INSc . Mit der Bezeichnung Si 
aus dem Satz erhalten wir insgesamt 

(2.5) 

Bezeichnen wir mit I E IRPxp die Identitatsmatrix, so folgt mit der 
Invertierbarkeit von Ai: 

SiAi=AJ 

Bilden wir die Determinante dieser Gleichung, so erhalten wir 

det(SiAd = >..f, und damit Ai = {idet(Sddet(Ad = {idet(Sd· 

Set zen wir diesen Ausdruck fUr den Lagrangeschen Multiplikator in die 
Gleichung (2.5) ein, so ergibt sich Gleichung (2.3): 

Ai = {idet(SdSi-1. 

Nun ist noch zu prufen, ob der gefundene Ausdruck auch die zunachst 
vernachlassigten Nebenbedingungen erfullt. Dazu mussen wir voraus­
setzen, daB in der Datenmenge p linear unabhiingige Vektoren ~ E 
IRP existieren. Dann ist die Summe der Matrizen ~ ~T und damit 
auch Ai positiv-definit und regular. (Die vorausgesetzte Invertierbar­
keit ist also erfUlIt.) Wegen det(A -1) = det(A) gilt auch det(Ad = 

det(Si- 1) ( {i det(Sd r = det(s.) det(Sd = 1. Da f ein Minimum der 

Bewertungsfunktion auf dem Raum aller regularen Matrizen darstelIt, 
andererseits Ai positiv-definit mit Determinante Eins ist, stellt f ins­
besondere ein Minimum auf dem eingeschrankten Matrizenraum dar .• 

Statt der Matrizen Si verwenden Gustafson und Kessel soge-

2: n u:"j(Xj-v.)(Xj-v.)T 
nannte Fuzzy-Kovarianzmatrizen 1=1 'En u m . Der Faktor 

1=1 I,J 

2::=1, u:':j fallt beim Ergebnis jedoch nicht ins Gewicht, da die Matrizen 
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Abbildung 2.7: GK-Analyse 

auf das Einheitsvolumen skaliert werden. Die Bedeutung dieser Fuzzy­
Kovarianzmatrizen wird im Zusammenhang mit Bemerkung 2.3 aus Ab­
schnitt 2.3 deutlich werden. 

Die Einsatzmoglichkeiten des Gustafson-Kessel-Algorithmus liegen iihn­
lich wie beim Fuzzy-c-Means. Durch die Anpassung der Distanzfunktion 
an die Cluster entsprechen die Ergebnisse bei nicht-kreisformigen Clu­
stern besser der intuitiven Vorstellung. 

Die Daten aus den Abbildungen 2.1, 2.2 , 2.3 und 2.4 werden yom 
Gustafson-Kessel-Algorithmus iihnlich wie beim Fuzzy-c-Means geclu­
stert. Es werden elliptische Cluster erkannt, die sich den Daten et­
was besser anschmiegen als beim Fuzzy-c-Means. Das Problem der 
Punkthiiufungen im Clusterzentrum bleibt fiir das possibilistische Clu­
stering auch beim GK bestehen. 

, ~ . '.,: :~ . . .:,' 
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Abbildung 2.8: GK-Analyse 

Betrachten wir nun die Beispieldaten, mit denen der Fuzzy-c-Means 
seine Probleme hatte. Die beiden langgestreckten Ellipsen aus Abbil-
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dung 2.6 werden yom Gustafson-Kessel wie erwartet entsprechend der 
Intuition geclustert, wie Abbildung 2.7 zeigt. Damit wurde der AIgo­
rithmus allerdings auch nicht richtig gefordert , schlieBlich haben beide 
Cluster die gleiche Ellipsenform, so daB mit etwas Vorwissen auch der 
Fuzzy-c-Means ausgereicht hiitte. Bevor wir uns Beispieldaten mit unter­
schiedlichen Clusterformen zuwenden, wollen wir noch ein Blick auf das 
zweite Problembild werfen. Abbildung 2.8 zeigt die zwei kleinen Cluster, 
die ein groBes, mittiges Cluster flankieren (siehe Abbildung 2.5). Hier 
hat der Gustafson-Kessel-Algorithmus drei elliptische Cluster erkannt, 
wodurch allerdings keine bessere Anniiherung an die intuitive Einteilung 
erfolgt ist. 1m Gegenteil sind die Prototypen der kleinen Cluster noch 
mehr auf die Randdaten des groBen Clusters eingegangen, wodurch sich 
der Prototyp erneut etwas entgegen der intuitiven Einteilung verschiebt. 
Einzig der Prototyp des groBen Clusters ist der intuitiven Lage entge­
gengekommen. 

: . , .. 
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Abbildung 2.9: GK-Analyse Abbildung 2.10: P-GK-Analyse 

Die Abbildung 2.9 zeigt die Zugehorigkeiten einer probabilistischen 
Gustafson-Kessel-Clustereinteilung von vier im Quadrat angeordneten 
Ellipsen. Die Daten sind gezielt im Bereich der unteren, rechten Ecke 
verrauscht. Diese Stordaten ziehen den Prototypen aus der nahe gele­
genen Ellipse und deformieren die Clustergestalt etwas. Die restlichen 
Ellipsen sind gut erkannt worden. Abbildung 2.10 zeigt denselben Daten­
satz nach einer possibilistischen Analyse. Die Stordaten sind weitestge­
hend als solche erkannt worden, und das rechte, untere Cluster ist genau 
auf die zugehorige Ellipse fokussiert worden. Allerdings hat das linke, 
untere Cluster einige der linken Randpunkte ebenfalls zu Stordaten klas­
sifiziert, nachdem dieser Prototyp ein StUck nach rechts gewandert ist. 
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Ahnliche Veranderungen sind auch an den beiden oberen Clustern be­
merkbar, wenn auch nicht so stark. Insgesamt entspricht die Einteilung 
recht gut der Intuition. 
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Abbildung 2.11: Regionen gleicher Clusterzugehorigkeit 

Auch Abbildung 2.11 zeigt noch einmal denselben Datensatz. Dies­
mal wurden diejenigen Bildregionen in demselben Grauton eingefiirbt, 
deren maximale Zugehorigkeit demselben Cluster zugeordnet sind. Da­
durch wird sichtbar, daB einige der iiuBerst rechten Storpunkte uner­
warteterweise dem linken, unteren Cluster zugeordnet wurden. Da diese 
Punkte in Abbildung 2.9 schon im wieder grau anschwellenden Bereich 
liegen, kann eine Zugehorigkeit von grof3er ~ gefolgert werden . Aufgrund 
der recht groBen Distanz zu ihrem Prototyp sind sie der Ausschlag dafiir, 
daB schon in Abbildung 2.9 der Prototyp des linken, unteren Clusters 
etwas weiter rechts liegt, als intuitiv anzunehmen ware. Die etwas son­
derbar wirkende hohe Zugehorigkeit der au Berst rechten Stordaten zum 
linken Cluster ist durch die neu eingefiihrte Norm zu erklaren . Durch 
die Matrizen A werden die Abstiinde entlang der Ellipsenachsen unter­
schiedlich gestreckt. Bei der Ellipse links unten sind die horizontalen 
Abstande geschrumpft, so daB euklidisch sehr weit entfernte Punkte nun 
dicht heranriicken. Das Gegenteil ist bei der Ellipse rechts unten der Fall. 
In der Horizontalen werden die Abstande grof3er als bei der euklidischen 
Norm. Aus diesem Grund werden ab einer bestimmten Entfernung rechts 
von der rechten, unteren Ellipse alle Daten der linken, unteren Ellipse 
zugeordnet. Dort plazierte Stordaten konnen iiberraschende Wirkung 
haben, weil sie eine vermeintlich unbeteiligte Ellipse zur Reaktion zwin­
gen. Wir werden noch bei vielen anderen Algorithmen die unerwiinsch­
ten Auswirkungen beobachten konnen, die aus der Abweichung von der 
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euklidischen Distanz herriihren. Der Effekt tritt jedoch weitaus weniger 
zu Tage, wenn sich die Stordaten tiber das gesamte Bild verteilen und 
nicht so massiv an einer Stelle auftreten. 
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Abbildung 2.12: GK-Analyse Abbildung 2.13: P-GK-Analyse 

Die letzten Beispieldaten fUr den Gustafson-Kessel-Algorithmus zei­
gen die Abbildungen 2.12 und 2.13. Es sind eine Gerade, ein kreisformi­
ges und ein elliptisches Cluster dargestellt. In der probabilistischen (Ab­
bildung 2.12) wie in der possibilistischen Clustereinteilung (Abbildung 
2.13) liefert der Algorithmus Ergebnisse, die die gewiinschte, intuitive 
Einteilung genau treffen . Bemerkenswert ist die gute Detektion der Ge­
raden durch eine extrem langgezogene Ellipse (siehe dazu auch Kapitel 
4: Linear-Clustering-Verfahren). 

Wenn die Daten sich wie im letzten Beispiel possibilistisch clustern 
lassen, so konnen die Ausdehnungsfaktoren TJ der Cluster herangezo­
gen werden, urn tatsachlich Formen aus dem Bild zu erkennen . Lage 
und Orientierung konnen tiber den Clustermittelpunkt und die Matrix 
gewonnen werden. In der positiv-definiten, symmetrischen Matrix ist 
eine Drehung und eine Streckung enthalten. Eine grobe Aussage tiber 
die GroBe des Clusters gibt dann der Ausdehnungsfaktor TJ. Eine Auf­
nahme von einem Stock, einer groBen elliptischen und einer kreisformi­
gen Platte - reprasentiert durch einen Datensatz wie in Abbildung 2.13 
- konnte dann durch den Gustafson-Kessel-Algorithmus erkannt wer­
den. Allerdings waren bei einer herkommlichen Bildnachbereitung der 
Aufnahme die Formen gleichmiiBig dicht mit Daten iiberzogen. Wie be­
reits angesprochen ist fiir eine stabile Ausfiihrung der possibilistischen 
Algorithmen jedoch eine Haufung von Daten im Bereich des Zentrums 
wiinschenswert. Ob sich das Verfahren also bewahrt, hangt von den Da­
ten ab, die nach der Aufbereitung der Aufnahme zur Verftigung stehen. 
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Bei der Implementation dieses Algorithmus ist gegenuber dem Fuzzy­
c-Means deutlich mehr Aufwand anzusetzen. Es werden in jedem Itera­
tionsschritt n . c Matrizen des ffiPxp gebildet, zu c Matrizen aufaddiert 
und anschlieBend invertiert. Ferner werden c Determinanten gebildet. 
Daraus resultiert gerade bei hoherdimensionalen Datensatzen eine deut­
lich langere Rechenzeit. Es bietet sich in jedem Fall an, die Positions­
vektoren der GK-Prototypen mit den Prototypen eines vorangegangenen 
Fuzzy-c-Means-Durchlaufes zu initialisieren, urn dadurch die Anzahl der 
Iterationsschritte zu verringern. 

2.3 Der Gath-Geva-Algorithmus 

Bei dem Algorithmus von Gath und Geva (GG) [23] handelt es sich 
urn eine Erweiterung des Gustafson-Kessel-Algorithmus, die auch auf 
GroBe und Dichte der Cluster eingeht. Gath und Geva interpretieren 
die Daten als Realisierungen p-dimensionaler normalverteilter Zufallsva­
riablen. Entscheiden wir uns fUr eine eindeutige Zuordnung der n Daten 
Xj, j E IN $n, zu den c Normalverteilungen Ni, i E IN $c, so entspricht 
dies harten Zugehorigkeiten Ui,j E {D, I}. Die Statistik liefert uns III 

diesem Fall die Schatzer 

2:7=1 Ui,jXj 
mi = n 2:j =l Ui,j 

fUr den Erwartungswert der i-ten Normalverteilung 

2:7=1 Ui,j(Xj - m;)(xj - m;)T 
Ci = n 2: j =l Ui,j 

fur die Kovarianzmatrix. Die Ahnlichkeit dieser Ergebnisse mit den 
Berechnungsvorschriften fUr den Gustafson-Kessel-Algorithmus legt eine 
Verallgemeinerung der Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie auf 
den Fall der Fuzzy-ZugehOrigkeit der Daten zu den Normalverteilungen 
nahe. 

Gath und Geva gehen davon aus, daB die Normalverteilung Ni mit 
dem Erwartungswert Vi und der Kovarianzmatrix Ai mit der a-priori 
Wahrscheinlichkeit Pi zur Erzeugung eines Datums ausgewahlt wird. Die 
a-posteriori Wahrscheinlichkeit (Likelihood), daB das Datum Xj durch 
die Normalverteilung Ni erzeugt wurde, betragt somit 

Pi (l()T -1( )) 
(21l')P/2Jdet(A) exp -2' Xj - Vi Ai Xj - Vi . 
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Die Distanzfunktion fur den Gath-Geva-Algorithmus wird umgekehrt 
proportional zu dieser a-posteriori Wahrscheinlichkeit gewahlt, so daB 
man den Kehrwert dieser Formel verwendet, wobei der konstante Faktor 
(271')P/2 weggelassen wird. 

1m Gegensatz zum Fuzzy-c-Means- und zum Gustafson-Kessel­
Algorithmus werden die Berechnungsvorschriften fUr die Prototypen 
des Gath-Geva-Algorithmus nicht durch Ableiten der Funktion b aus 
(1.7) unter Berucksichtigung der modifizierten Distanzfunktion gewon­
nen, sondern direkt durch eine Fuzzifizierung der Ergebnisse aus der 
Statistik bestimmt, so daB wir folgende Iterationsvorschriften fur den 
Gath-Geva-Algorithmus erhalten: 

Bemerkung 2.3 (Prototypen des GG) Sei p E lN, D := IRP, 
X {Xl,X2,oo.,Xn } C D, C IRP x {A E IRPxp I 
A positiv-dejinit und symmetrisch } x IR, c E lN, E := Pc(C), b nach 
(1.7) mit m E IR>l und 

d2 : D x C -- IR, 

(x,(v,A,P)) f-+ ~Jdet(A)exp(~(x_v)TA-l(X_v)). 

Um b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X ---+ F( K) 
mit K = {k1 , k2, ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( x j )( ki ) = 
Ui,j durch f : X ---+ F( K) anniihernd zu minimieren, sollten die Parame­
ter ki = (Vi, Ai, Pi) der Normalverteilung Ni wie folgt gewiihlt werden: 

Vi 

Ai 

Pi 

"n m ~j=l Ui,jXj 
"n m ~j=l Ui,j 

l:J=l ui,'j(Xj - v;)(Xj - v;)T 
"n m ~j=l Ui,j 

"n m ~j=l Ui,j 
"n "c . ~j=l ~1=1 ul,j 

Die Verallgemeinerung des Erwartungswertes und der Kovarianzma­
trix fUhrt direkt zu den Berechnungsvorschriften fUr die Positionsvekto­
ren Vi und die Fuzzy-Kovarianzmatrizen Ai. Mit Pi wird die a-priori­
Wahrscheinlichkeit fUr die Zugehorigkeit eines beliebigen Datums zur 
Normalverteilung Ni nach dem Prinzip "Anzahl der Daten im Cluster 
i durch die Gesamtzahl der Daten" geschatzt. Die Distanzfunktion 
d2 (x j , k i ) ist umgekehrt proportional zur a-posteriori-Wahrscheinlichkeit 
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(Likelihood) gewiihlt, mit der ein bestimmtes Datum Xj Realisierung der 
Normalverteilung ki ist, da eine geringe Distanz eine hohe Wahrschein­
lichkeit und eine groBe Distanz eine geringe Wahrscheinlichkeit fUr die 
Zugehorigkeit bedeutet. 

Wiirde man wie bei dem Fuzzy-c-Means- und dem Gustafson-Kessel­
Algorithmus die Funktion b nach (1.7) nach den Parametern der Proto­
typen ableiten, erhielte man fur die Prototypen zum Teil nicht analytisch 
losbare Gleichungen, so daB die aufgrund der wahrscheinlichkeitstheore­
tischen Analogie angegebenen Formeln eine praktikable Heuristik dar­
stellen. 

Abbildung 2.14: GG-Analyse 

Der Algorithmus von Gath und Geva dustert alle Beispiele aus den 
Abschnitten iiber die Fuzzy-c-Means und Gustafson-Kessel-Algorithmen 
im Sinne der jeweiligen intuitiven Einteilung sehr gut. Auch die Daten 
aus Abbildung 2.8 werden jetzt erstmals wie gewiinscht eingeteilt. Der 
Gath-Geva-Algorithmus erkennt das mittlere Cluster mit geringer Da­
tendichte und groBer Ausdehnung und trennt dieses sauber von den bei­
den Satellitendustern, wie Abbildung 2.14 zeigt. Die Zugehorigkeiten 
geben ein etwas ungewohntes Bild. Durch das Vorkommen der Expo­
nentialfunktion innerhalb der Distanzfunktion werden alle Distanzen -
bildlich gesprochen - in die zwei Klassen nah und fern eingeteilt. Ab 
einer bestimmten Entfernung wachsen die Distanzen durch die Expo­
nentialfunktion derart stark an, daB fiir die Zugehorigkeiten in der Niihe 
der Cluster beinahe nur die Werte 0 und 1 vorkommen. In den Bereichen 
des Ubergangs von einem Cluster zum anderen wechseln die Zugehorig­
keiten sehr schnell von 0 auf 1 und umgekehrt. Dieser Wechsel ist in 
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der Abbildung durch die hellen Kreise erkennbar. Die Zugehorigkei­
ten zeigen also eine iiuBerst genaue Trennung der drei Cluster, wie sie 
ein Mensch auch nicht anders vorgenommen hiitte. (Die Intensitiit der 
Graustufen ist in den Abbildungen 2.14 und 2.15 gegeniiber vorangegan­
genen Beispielen etwas abgemindert. Die groBen grauen Fliichen haben 
im Original maximale Intensitiit.) 

Abbildung 2.15: GG-Analyse 

Ahnlich gute Ergebnisse zeigt auch Abbildung 2.15. Dieser Daten­
satz wurde bereits in Abbildung 2.1 und 2.2 yom Fuzzy-c-Means ein­
geteilt. Auch hier ist die Einteilung der Daten schon fast hart. Gab 
es bei der Einteilung durch den Fuzzy-c-Means deutlich mehr Daten, 
deren maximale Zugehorigkeit unter ~ lag, so ist deren Anzahl beim Al­
gorithmus von Gath und Geva deutlich zusammengeschrumpft. Wenn 
sich die Clusterformen auch nicht wesentlich geiindert haben, so ist die 
Einteilung durch die Zugehorigkeiten doch deutlich konkreter. Auch bei 
sehr stark differenzierenden Clusterformen und -groBen wie in Abbildung 
2.16liefert der Algorithmus sehr gute Ergebnisse. Das Bild zeigt nur die 
unterschiedlich eingefiirbten Regionen der maximalen Zugehorigkeit zu 
einem Cluster. Auch die Clustermittelpunkte liegen genau im Zentrum 
der jeweiligen Cluster und sind nicht durch die ungliickliche Zuordnung 
einiger Randpunkte ausgewandert. 

Allerdings ist zu bemerken, daB die Ciustering-Algorithmen mit zu­
nehmender Komplexitiit anfiilliger fUr lokale Minima werden. So ist die 
Gefahr, mit dem Gath-Geva-Algorithmus in einem lokalen Minimum zu 
konvergieren, groBer als beim Gustafson-Kessel und dort wieder groBer 
als beim Fuzzy-c-Means. Bei unterschiedlichen Initialisierungen der Pro­
totypen konnen die Einteilungen des Gath-Geva sehr unterschiedlich 
sein. So war fUr einige Abbildungen neb en der FCM- auch eine GK-
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Initialisierung erforderlich (zum Beispiel 2.16), bei anderen Abbildungen 
bewirkte eine zusatzliche GK-Initialisierung hingegen ein schlechteres 
Analyseergebnis (zum Beispiel 2.15). Fiir die richtige Einteilung durch 
den Algorithmus von Gath und Geva miissen die Prototypen bereits 
in der Nahe der endgiiltigen Prototypen initialisiert werden. Je nach­
dem, ob der Fuzzy-c-Means oder der Gustafson-Kessel die gewiinschte 
Lage der Prototypen besser trifft, sollte die entsprechende Initialisierung 
gewahlt werden. Diese Entscheidung laBt sich leider nicht immer ohne 
Vorwissen fallen. 

.~ . ". 
~ " .". -_. ,. .,.... . ~. 

" :.. "\ . .; . ~ .. 
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Abbildung 2.16: Regionen gleicher Clusterzugehorigkeit 

Des weiteren ist possibilistisches Clustering mit dem Gath-Geva­
Algorithmus nicht durchfiihrbar. Da der Algorithmus die GroBe der 
Cluster selbstandig anpaBt, fiihrt die Abkapselung von Stordaten in je­
dem Iterationsschritt zu einer Verkleinerung des Clusters, so daB die 
ClustergroBe gegen Null geht. Das Versagen bei possibilistischen Zu­
gehorigkeiten ist nicht besonders verwunderlich, da wir eine probabili­
stische Interpretation der Zugehorigkeiten in Bemerkung 2.3 vorausge­
setzt haben. Denkbar ist jedoch ein Vorgehen, bei dem die Gath-Geva­
Prototypen nach dem probabilistischen GG-Durchlauf in Gustafson­
Kessel-Prototypen umgewandelt werden. Dazu ware die Information 
iiber die GroBe der Cluster in einem Faktor vor der Cluster-Norm 
auch dem Gustafson-Kessel-Durchlauf zuganglich zu machen. Ein an­
schlieBender possibilistischer Gustafson-Kessel wiirde dann die Cluster­
form, nicht aber die ClustergroBe neu bestimmen konnen. Die a-priori­
Wahrscheinlichkeit und die Ausdehnungsfaktoren 'TJ beeinflussen sich so 
nicht mehr gegenseitig. Die Degenerierung der Cluster ware damit ver­
hindert. 
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Bei der Implementation des GG-Algorithmus ist zu beachten, daB durch 
die Exponentialfunktion leicht Uberliiufe in der FlieBpunktarithmetik 
auftreten konnen. Schon bei relativ kleinen euklidischen Abstiinden wer­
den die Gath-Geva-Distanzen sehr groB. Bei der Bildung der Zugehorig­
keiten fiihren diese groBen Distanzen zu besonders kleinen Werten. Es 
ist daher durchaus vertretbar, eine modifizierte Exponentialfunktion zu 
verwenden, die bei Argumenten kurz vor einem Uberiauf entweder kon­
stant groBe oder nur noch linear steigende Funktionswerte liefert. Die 
resultierende Ungenauigkeit bei den Zugehorigkeiten hat aufgrund der 
sehr kleinen Werte kaum Bedeutung. 

2.4 Vereinfachte Varianten des Gustafson­
Kessel- und Gath-Geva-Algorithmus 

Der Gustafson-Kessel- und der Gath-Geva-Algorithmus erweitern den 
Fuzzy-c-Means-Algorithmus durch die Berechnung einer Kovarianzma­
trix fiir jedes Cluster. Mittels dieser Kovarianzmatrizen lassen sich Clu­
ster in Form von Ellipsen oder Ellipsoiden erkennen, wiihrend der Fuzzy­
c-Means-Algorithmus auf kreis- bzw. kugelformige Cluster zugeschnitten 
ist. Die Kovarianzmatrix kodiert eine transformierte Norm, die den Ein­
heitskreis oder die Einheitskugel in eine Ellipse bzw. in einen Ellipsoiden 
iiberfiihrt. Dabei findet sowohl eine Skalierung der Achsen als auch eine 
Drehung statt. 1st die Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix, so wer­
den nur die Achsen skaliert, ohne eine Drehung vorzunehmen, so daB 
die Einheitskugel in einen achsenparallelen Hyperellipsoiden iibergeht. 
1m folgenden stellen wir Varianten des Gustafson-Kessel- und des Gath­
Geva-Algorithmus vor, die anstelle beliebiger positiv definiter, symme­
trischer Matrizen nur Diagonalmatrizen zulassen [37, 39]. Auch wenn 
diese Varianten dadurch weniger flexibel sind als ihre urspriinglichen 
Versionen, so vermogen sie dennoch mehr zu leisten als der Fuzzy-c­
Means-Algorithmus, vermeiden die Invertierung von Matrizen und die 
Berechnung von Determinanten und eignen sich besser fiir die Erzeu­
gung von Fuzzy-Regeln, wie wir im Kapitel 3 sehen werden. 

Wir betrachten zuerst die achsenparallele Variante des Gustafson­
Kessel-Algorithmus (AGK). Analog zum Satz 2.2 ergibt sich die Be­
stimmung der Prototypen der achsenparallelen Versionen des Gustafson­
Kessel-Algorithmus mittels 
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Satz 2.4 (Prototypen des AGK) Sei p E IN, D := IR,P, X = 
{Xl, X2,"" xn} ~ D, C := IR,P x {A E IRPxp I det(A) = 1, 
A Diagonalmatrix}, c E IN, E := Pc(C), b nach (1.7) mit m E IR>l 
und 

d2 : D x C -+ IR, (x, (v, A» 1-+ (x - v)T A(x - v). 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F(K) 
mit K = {kl' k2' ... ,kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( Xj)( ki) = 
Ui,j durch f : X -+ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi, Ai): 

Vi (2.6) 

a(i) -
'Y - (2.7) 

wobei a\i) das ,-te Diagonale/ement der Diagonalmatrix Ai ist. 

Beweis: Fur den Positionsvektor Vi ergibt sich wiederum Gleichung 
(2.6) aus Satz 2.1, da die Betrachtungen dort unabhangig von der Norm 
waren. 

Die Forderung, daB die Determinante der Diagonalmatrix Ai eins 
betragt, bedeutet, daB 

P 

1 II a~) (2.8) 
a=l 

gelten muB. Urn die Bewertungsfunktion zu minimieren, fUhren wir La­
grangesche Multiplikatoren fUr diese Nebenbedingungen ein, so daB wir 
die neue Bewertungsfunktion 

erhalten. Dabei bezeichnen Xj,a und Vi,a die a-te Komponente des Vek­
tors Xj bzw. Vi. 

Die Ableitung dieser Bewertungsfunktion nach dem Vektor 
a(i) = (a~i), ... , a~i» T muB bei einem Minimum verschwinden. Es sei 
~ E IRP ein beliebiger Einheitsvektor. Dann erhalten wir 
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p n p p 

LeaL(Ui,j)m(Xj,a- Vi,a)2- '-\Lea II a~i) 
a=l j=l a=l ,6=1, ,6i-a 

= 0 

unabhangig von e. Somit folgt 

P \ II (i) Ai ai3 
i3=1, i3i-"Y 

n 

~)Ui,j)m(Xj,"Y - Vi,"Y)2 
j=l 

(2.9) 

fUr aIle 'Y E {I, ... , p}. U nter Beriicksichtigung der N ebenbedingung 

(2.8) darf die linke Seite der Gleichung (2.9) durch Ai/a\i l ersetzt werden, 
so daB sich 

(i) _ Ai 
a"Y - EJ=l(Ui,j)m(Xj,"Y- Vi ,"YF' 

ergibt. Set zen wir dieses Resultat in Gleichung (2.8) ein, erhalten wir 

und zusammen mit der vorhergehenden Gleichung die Formel (2.7) .• 
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Fiir die Variante des Gath-Geva-Algorithmus gehen wir wieder da­
von aus, daB die Daten Realisierungen p-dimensionaler Normalverteilun­
gen sind. Allerdings nehmen wir an, daB sich jede dieser Normalvertei­
lung aus p unabhangigen eindimensionalen Normalverteilungen zusam­
mensetzt, d.h., die Kovarianzmatrix ist eine Diagonalmatrix, in der die 
Varianzen der eindimensionalen Normalverteilungen in der Diagonalen 
stehen. Die a-priori Wahrscheinlichkeit, daB ein Datum von der i-ten 
N ormalverteilung erzeugt wird, bezeichnen wir wiederum mit Pi. a~) 
sei das a-te Diagonalelemente der i-ten Kovarianzmatrix Ai. Damit ist 

gi(X) 
1 

die Dichte der i-ten Normalverteilung. 
Wie schon bei dem ursprunglichen Gath-Geva-Algorithmus werden 

die wahrscheinlichkeitstheoretischen Parameter mit statistischen Metho­
den geschatzt. Fur die a-priori Wahrscheinlichkeiten Pi und die Erwar­
tungswerte Vi ergeben sich dieselben Formeln fUr un sere Variante. Zur 
Bestimmung der Parameter a~) ftihren wir eine Fuzzifizierung der a­
posteriori Wahrscheinlichkeit ein. Die a-posteriori Wahrscheinlichkeit, 
daB alle Daten yom i-ten Cluster erzeugt wurden, betragt 

n 

II Pjgi(Xj). (2.10) 
j=l 

Es sind aber nur die Daten zu berucksichtigen, die wirklich zum i-ten 
Cluster gehoren. Daher modifizieren wir (2.10) zu 

n 

II (Pigi(Xj))(u"j)m (2.11) 
j=l 

Offensichtlich wird diese Formel im FaIle einer harten Clustereinteilung, 
d.h. Ui,j E {O, I}, zu 

II Pjgi(Xj). 
j: x j gehort zu Cluster i 

Wir bestimmen nun den Maximum-Likelihood-Schiitzer fUr die Formel 
(2.11), indem wir die Parameter a~) so wahlen, daB die a-posteriori 
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Wahrscheinlichkeit (2.11) maximal wird. Anstatt (2.11) direkt zu maxi­
mieren, wenden wir den Logarithmus auf diese Formel an 1 und erhalten 

Die partielle Ableitung dieser Funktion nach a\i) liefert 

C) C) 8F(a 1',···,a/) 
" (i) ua-y 

Urn (2.12) zu minimieren muB (2.13) verschwinden, so daB wir 

(i) _ LJ=l(Ui,j)m(Xj,a - Vi,a)2 
a - n 

-y Lj=l(Ui,j)m 

als Schatzung fUr den Parameter a\i) erhalten. 

(2.12) 

(2.13) 

Die auf Diagonalmatrizen eingeschrankte (achsenparallele) Variante 
des Gath-Geva-Algorithmus lautet daher: 

Bemerkung 2.5 (Prototypen des AGG) Sei p E IN, D := IR,P, 
X {Xl,X2, ... ,Xn } C D, C := IRP x {A E xIRPxp I 
A Diagonalmatrix, det(A) # O} x IR, c E IN, E := Pc(C), b nach (1.7) 
mit m E IR>l und 

d2 : D x C -+ IR, 

(x, (v,A,P)) 1-+ ! Vdet(A)exp (~(X - v)T A-1(x - V)) . 
Um b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F(K) 
mit K = {k1, k2 , ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( x j )( ki ) = 

1 Da der Logarithmus eine streng monoton wachsende Funktion ist, spielt es keine 
Rolle, ob das Maximum einer (positiven) Funktion oder ihres Logarithmus bestimmt 
wird. 
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Ui,j dureh / : X -+ F(K) anniihernd zu minimieren, sol/ten die Parame­
ter ki = (Vi, Ai, P;) der N ormalverteilung Ni wie /olgt gewiihlt werden: 

Vi 

Pi 

l:J=l (ui,j )m(Xj,a - Vi,a)2 

l:J=l(Ui,j)m 

",n m 
L.j=l Ui,j 

",n ",C m . 
L.j=l L.1=1 U1,j 

wobei a\i) das I-te Diagonalelement der Matrix Ai ist. 

Die auf Diagonalmatrizen eingeschrankten Varianten des Gustafson­
Kessel- und Gath-Geva-Algorithmus erfordern weder die Berechnung 
einer Determinante noch das Invertieren einer Matrix, so daB sie mit 
einem wesentlich geringeren Rechenaufwand als die urspriinglichen AI­
gorithmen auskommen, dadurch aber ein gewisses MaE an Flexibilitat 
einbiiBen. Anwendungsgebiete dieser Varianten werden im Kapitel iiber 
die Erzeugung von Fuzzy-Regeln mit Hilfe von Fuzzy-Clustering vorge­
stellt. 

2.5 Rechenaufwand 

AIle Algorithmen wurden auf einem PC (486 DX2/66 MHz) in der Pro­
grammiersprache C implementiert und getestet. Urn die Algorithmen 
miteinander vergieichen zu konnen, wird jeweils ein Zeitindex T ange­
geben. Dieser Index wurde aus dem Quotienten der benotigten Rechen­
zeit t (in Sekunden, aber dimensionslos verwendet) und dem Produkt 
von Datenanzahl n, Ciusteranzahl c und Iterationsschritten i gebildet: 
T = _t_ .. Die Zeitindizes fUr verschiedene Analysen eines Algorithmus 

c·n·1 
sind nicht konstant. Fiir zehn Sekunden Rechenzeit bei 10000 Daten 
und 10 Clustern wurde ein geringerer Index als fUr 1000 Daten und 
100 Cluster (gleiche Anzahl von Iterationsschritten) ermittelt. Denn die 
komplizierten Berechnungen (z. B. Matrizeninvertierung) fallen pro Clu­
ster an, so daB der Aufwand bei 100 Clustern natiirlich groBer als bei 10 
Clustern ist. Die Clusterzahl variiert in den Beispielen jedoch nicht so 
stark, so daB sich bei unterschiedlichen Analysen dennoch vergleichbare 
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Werte ergeben. Der jeweils angegebene Zeitindex ist ein Mittel uber aile 
Analysen, die im jeweiligen Abschnitt abgebildet wurden. Das verwen­
dete Programm wurde nicht auf AusfUhrungsgeschwindigkeit optimiert, 
so daB dieser Index durch effizientere Implementierung gesteigert werden 
kann. Aile Algorithmen sind jedoch in etwa gleichermaBen stark oder 
gering optimiert, so daB der Vergleich der Indizes untereinander einen 
Vergleich des Rechenaufwandes der Verfahren ermoglichen sollte. Der 
Aufwand fUr die Initialisierung geht nicht in den Zeitindex ein. 

Bei den Abbildungen 2.1 - 2.16 handelte es sich urn Datensatze 
mit 170 bis 455 Punkten. In den meisten Fallen brauchte der FCM­
Algorithmus nur wenige Iterationen « 30) und blieb unter einer Sekunde 
Rechenzeit. Der possibilistische FCM-Algorithmus rechnet auch schon 
mal deutlich langer, schlieBlich sind aufgrund der zweifachen Bestim­
mung der 1/-Werte insgesamt drei Durchlaufe erforderlich (einmal pro­
babilistisch und zweimal possibilistisch). Der GK-Algorithmus brauchte 
in den Beispielen etwa 30, der GG-Algorithmus je nach Initialisierung 
zwischen 15 und 75 Schritten. Der Zeitindex lag fur den FCM bei 
TFCM = 7.02.10- 5 , fUr den GK bei TGK = 1.50 . 10-4 und fUr den 
GG bei TGG = 1.78 . 10-4 . Die aufwendigen Operationen wie Expo­
nentialfunktion und Matrizeninvertierung machen sich gegenuber dem 
FCM-Algorithmus also deutlich bemerkbar. 

Die in diesem Kapitel verwendete Abbruchgenauigkeit von 10100 liegt 
relativ hoch. Durch Herabsetzen der Genauigkeit laBt sich etwas Re­
chenzeit sparen, wei I weniger Iterationsschritte bis zur Konvergenz zu 
erwarten sind. Deutliche EinbuBen in der Qualitat des Analyseergebnis­
ses sind auch bei einer Abbruchgenauigkeit von 160 nicht zu erwarten. 



Kapitel3 

Regelerzeugung mit 
Fuzzy-Clustering 

Dieses Kapitel behandelt die Anwendung von Fuzzy-Clustering-Techni­
ken im Bereich des Erlernens von Regeln fUr Klassifikationsaufgaben 
und zur Funktionsapproximation, die bei Fuzzy-Reglern eine wichtige 
Rolle spielt. Zum Verstiindnis benotigen wir einige grundlegende Begriffe 
aus dem Gebiet der Fuzzy-Systeme. Der folgende Abschnitt dient als 
kurze EinfUhrung in die Thematik der Fuzzy-Regeln und fiihrt die in den 
darauffolgenden Abschnitten verwendete Notation ein. Wir beschriinken 
uns hier auf das zum Verstiindnis Notwendige und verzichten auf eine 
ausfUhrlichere Darstellung von Fuzzy-Systemen, die in anderen Biichern 
eingehend behandelt werden (z.B. [26, 27, 40, 48]). 

3.1 Fuzzy-Regeln 

Wir haben bisher den Begriff der Fuzzy-Menge noch nicht explizit ge­
braucht. Implizit haben wir aber schon mit Fuzzy-Mengen operiert. 
Die Zugehorigkeitsmatrix (Uj,j) ist eine Fuzzy-Menge iiber dem kartesi­
schen Produkt der Datenmenge und der Klassen. Der Wert Uj,j gibt den 
ZugehOrigkeitsgrad des Paares (k j , Xj) zur Fuzzy-Menge der zusammen­
gehorenden Paare Klasse-Datum unter dem betrachteten Clusteranalyse­
Ergebnis. Halten wir das Datum, d.h. den Index j, fest, so ergibt sich 
eine Fuzzy-Menge iiber den Klassen - die Fuzzy-Menge der Klassen, zu 
denen das Datum Xj gehort. Wird umgekehrt der Index i fixiert, erhal-

61 
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ten wir eine Fuzzy-Menge tiber den Daten - die Fuzzy-Menge der Daten, 
die zur Klasse k i gehoren. 

Die Grundidee bei Fuzzy-Mengen besteht darin, die Eigenschaft, Ele­
ment einer Menge zu sein, als graduelles Konzept zu interpretieren und 
fUr jedes Element einen Zugehorigkeitswert zwischen Null und Eins zur 
Fuzzy-Menge zuzulassen (vgl. Definition 1. 7). 

1m Sinne dieser Definition entspricht eine Fuzzy-Menge einer verall­
gemeinerten charakteristischen Funktion. Eine gewohnliche Teilmenge 
Meiner Grundmenge X kann man als spezielle Fuzzy-Menge auffassen, 
die nur die ZugehOrigkeitswerte Null und Eins annimmt, indem man ihre 
charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) 

1M : X -+ {a, I}, 

betrachtet. 

falls x E M 
sonst 

Fuzzy-Mengen werden hiiufig fUr die Modellierung linguistischer Wer­
te wie "groB", "schnell", "ungefiihr Null" usw. verwendet. Linguistische 
Werte beschreiben einen Wertebereich mit unscharfen Grenzen, so daB 
Fuzzy-Mengen einen geeigneten Formalismus zur Reprasentation bilden. 
In Abbildung 3.1 sind einige linguistische Werte und die ihnen zugeord­
neten Fuzzy-Mengen, wie sie in Anwendungen hiiufig gewiihlt werden, 
dargestellt. 

negativ 
groB 

negativ negativ 
mittel klein 

ungefiihr 
Null 

1 

positiv 
klein 

positiv 
mittel 

positiv 
grol3 

Abbildung 3.1: Linguistische Werte und die ihnen zugeordneten Fuzzy­
Mengen 

Wir werden vor allem Regeln R der Form 

R: If 6 is J.l~) and ... and ~p is J.l~) then class is CR. 

fUr Klassifikationsaufgaben bzw. 
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R If . (1) d de' (p -1) he' (p) : 6 IS JJR an ... an <,p-l IS JJR t en <,p IS JJR 

fiir Funktionsapproximation und regelungstechnische Probleme betrach­
ten. Dabei sind 6, ... ,~p reelle Variable, und die JJ~) stehen fiir Fuzzy­
Mengen bzw. fiir die linguistischen Terme, die diese Fuzzy-Mengen reprii­
sentieren. Wir werden im folgenden meistens die linguistischen Terme 
und die ihnen zugeordneten Fuzzy-Mengen identifizieren. 1m Faile der 
Funktionsapproximation oder regelungstechnischer Fragestellungen sind 
6, ... ,~p-l EingangsgroBen, und ~p ist die AusgangsgroBe. 

Zur Auswertung solcher Regeln muB eine geeignete Interpretation 
der Konjunktion ausgewiihlt werden. 1st ein konkretes Tupel (~1'" .,~p) 

vorgegeben, gibt der Zugehorigkeitsgrad JJ~)(~d des Wertes ~i zur Fuzzy­

Menge JJ~) an, inwieweit der Wert ~i zum linguistischen Wert paBt, den 

die Fuzzy-Menge JJ~) repriisentiert. Der Erfiillungsgrad, der angibt, in­
wieweit die Regel anwendbar ist, errechnet sich aus der konjunktiven 
Verkniipfung der "Wahrheitswerte" JJ~)(f,d aus dem Einheitsintervall. 

Sehr hiiufig wird die Konjunktion mit Hilfe des Minimums ausgewer­
tet - dem Vorschlag folgend, den L. Zadeh in seinem Aufsatz machte, 
mit dem er die Theorie der Fuzzy-Mengen einfiihrte [66]. Das bedeu­
tet, daB der Erfiillungsgrad einer Klassifikationsregel durch den Wert 
min{JJ~)(6), ... , JJ~)(f,p)} gegeben ist, wiihrend sich der Erfiillungsgrad 
einer Regel fiir Funktionsapproximations- oder regelungstechnische Pro­
bleme durch min{JJ~)(6), ... , JJ~-I)(f,p_d} errechnet. 

Allgemeiner kann das Minimum durch eine beliebige t-Norm (trian­
guliire Norm) ersetzt werden. Eine t-Norm ist eine zweistellige Opera­
tion, die zwei Werten aus dem Einheitsintervall wiederum einen Wert aus 
dem Einheitsintervall zuordnet und kommutativ, assoziativ, sowie mono­
ton wachsend in beiden Argumenten ist und Eins als neutrales Element 
besitzt. Neben dem Minimum, das die groBte t-Norm darstellt, sind das 
Produkt und die Lukasiewicz-t-Norm, die zwei Zahlen 0: und j3 aus dem 
Einheitsintervall den Wert max{ 0: + j3 - 1,O} zuordnet, in Anwendungen 
hiiufig auftretende t-Normen. Wir beschriinken uns bei unseren Betrach­
tungen zur Vereinfachung und aus spiiter noch ersichtlichen Griinden auf 
das Minimum. 1m Prinzip sind aber andere t-Normen ebenfalls zugelas­
sen. 

Wir haben bisher nur eine einzelne Regel isoliert betrachtet. Wir 
werden aber immer Regelbasen mit mehreren Regeln fiir unsere Pro­
blemlOsungen benotigen. Die einzelnen Regeln werden dazu nicht im 
Sinne logischer Implikationen interpretiert, sondern als "fuzzy-disjunkte" 
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Fallunterscheidung. 1st eine endliche Menge R = {RI' ... , Rr } von Re­
geln gegeben, solI ten sie als "Die korrekte Klasse von (6, ... ,~p) ist" 

falls ~I entspricht J.l~: und ... und ~p entspricht J.l~: 

falls 6 entspricht J.l~; und ... und ~p entspricht J.l~; 

im FaIle von Klassifikationsregeln bzw. "Der Ausgangswert bei der Ein­
gabe (~I'''''~p) ist" 

falls 6 entspricht J.l~: und ... und ~p-I entspricht J.l~,-I) 

falls 6 entspricht J.l~; und ... und ~p-I entspricht J.l~r-l) 

fUr die Funktionsapproximation interpretiert werden. 
Wir betrachten zuerst die Auswertung von Klassifikationsregeln. Es 

ist zugelassen, daB mehrere Regeln auf dieselbe Klasse deuten. In diesem 
Fall sollte man die am besten passende Regel auswiihlen, d.h., die Regel, 
deren Pramisse den groBten Erfiillungsgrad aufweist. Bezeichnen wir mit 

(3.1 ) 

den Erfiillungsgrad der Regel R, gibt 

an, zu welchem Grad das Tupel (6, .. . ,~p) der Klasse C zugeordnet 
wird. Wir erhalten auf diese Weise fur jedes zu klassifizierende Tupel 
(6, ... , ~p) eine Fuzzy-Menge iiber den Klassen. SolI jedem Tupel nach 
Moglichkeit eine eindeutige Klasse zugeordnet werden, entscheiden wir 
uns fUr die Klasse, zu der das Tupel den groBten Zugehorigkeitsgrad 
aufweist, d.h. 

C falls J.l~n)(6, ... ,~p) 

> J.lbn) (6 , ... , ~p) 

fur aIle D E C,D f. C 

unknown f/. C sonst, 
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wobei C die Menge der moglichen Klassen bezeichnet. Da aus dem Kon­
text immer klar hervorgeht, ob mit 1<- die Menge der Klassifikations­
regeln oder die mit ihr assoziierte Klassifikationsabbildung gemeint ist, 
verwenden wir in beiden Fallen dasselbe Symbol. 

Entsprechend bezeichnen wir mit 

die Menge der Tupel, die durch die Klassifikationsregeln 1<- der Klasse C 
zugeordnet werden. 

Bei den Regeln fiir die Funktionsapproximation und regelungstechni­
schen Aufgaben muB zuerst festgelegt werden, in welcher Weise sich der 
Erfiillungsgrad der Pramisse einer Regel auf die Fuzzy-Menge auswirkt, 
die den Ausgangswert unscharf beschreibt. Die Grundidee besteht dabei 
darin, daB fiir den Fall, daB der Erfiillungsgrad Eins ist, die Auswer­
tung der Regel genau den in der Konklusion unscharf charakterisierten 
Ausgangswert ergeben sollte, wahrend die Regel bei einem Erfiillungs­
grad von Null keinen Beitrag liefern sollte. Die Fuzzy-Menge in der 
Konklusion der Regel wird daher in der Hohe des Erfiillungsgrades der 
Pramisse "abgeschnitten". AnschlieBend miissen die so berechneten Er­
gebnisse der einzelnen Regeln zu einem (unscharfen) Ausgangswert ag­
gregiert werden. Dies geschieht wie bei den Klassifikationsregeln durch 
die (punktweise) Berechnung des Maximums der einzelnen Ergebnis­
Fuzzy-Mengen (s. Abbildung 3.2). SchlieBlich muB aus der so berechne­
ten Ergebnis-Fuzzy-Menge ein scharfer Ausgangswert bestimmt werden. 
Hierzu stehen verschiedene Defuzzifizierungsstrategien zur Verfiigung, 
die einer Fuzzy-Menge einen einzelnen Wert zuordnen. Eine sehr haufig 
angewandte Defuzzifizierungsstrategie ist die Schwerpunktsmethode, bei 
der als Ausgangswert der Wert unter dem Schwerpunkt der durch die 
Ergebnis-Fuzzy-Menge beschriebenen Flache gewahlt wird. Auf diese 
Weise liefern die einzelnen Regeln einen umso groBeren Anteil zum Aus­
gangswert, je hoher der Erfiillungsgrad ihrer Priimisse ist. 

Urn den Zusammenhang zwischen Fuzzy-Regeln und Fuzzy-Cluster­
analyse herzustellen, gehen wir kurz auf die in [34] beschriebene Inter­
pretation von Fuzzy-Mengen ein, die in vielen Anwendungen sinnvoll 
erscheint. Fuzzy-Mengen werden dabei als Reprasentanten reeller Werte 
in einer vagen Umgebung aufgefaBt. Eine vage Umgebung wird dabei 
durch eine Abstandsfunktion charakterisiert. 1m einfachsten Fall wird 
die gewohnliche Metrik auf den reellen Zahlen betrachtet. Der Wert 
Xo E IR induziert die Fuzzy-Menge aller zu ihm ahnlichen Punkte, wo­
bei A.hnlichkeit als dualer Begriff zum Abstand verstanden wird, so daB 
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AND 
A 

Eingangswerte ~ I und ~2 

Ausgangswert ~3 <1(--

THENA 

Ergebnis-Fuzzy-Menge 

defuzzifizierter Wert 

Abbildung 3.2: Die Auswertung zweier Fuzzy-Regeln eines Fuzzy-Reglers 

der Ahnlichkeitsgrad der Werte x und Xo bzw. der Zugehorigkeitsgrad 
von x zur Fuzzy-Menge der zu Xo iihnlichen Werte durch die Formel 
1 - min{ Ix - Xo I, I} definiert wird. In diesem Fall erhiilt man als Fuzzy­
Menge der zu Xo iihnlichen Werte eine dreiecksformige Zugehorigkeits­
funktion, wie sie zum Beispiel in Abbildung 3.2 zu sehen ist, die bei Xo 

den maximalen ZugehOrigkeitswert Eins annimmt. 

1m allgemeinen ist der gewohnliche Abstand als Charakterisierung 
der vagen Umgebung nicht ausreichend, sondern es muB noch eine pro­
blemrelevante lokale Skalierung vorgenommen werden, so daB der ska­
lierte Abstand in der Umgebung des Punktes Xo durch die Formel 
c(xo)lx - xol definiert wird. Dabei ist c(xo) ein nicht-negativer Ska­
lierungsfaktor, der angibt, wie wichtig eine genaue Unterscheidung der 
Werte in der Umgebung von Xo fUr das betrachtete Problem ist. 

Eine Fuzzy-Menge wird in dieser Interpretation durch einen Punkt Xo 

und einen Skalierungsfaktor c(xo) reprasentiert. Der ZugehOrigkeitsgrad 
eines Wertes x nimmt mit wachsendem skalierten Abstand zum Punkt 
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Xo abo Die Analogie zu den Fuzzy-Clustern ist evident: Ein Fuzzy­
Cluster wird durch einen typischen Reprasentanten, den Prototyp, und 
- im FaIle des Gustafson-Kessel- oder Gath-Geva-Algorithmus - durch 
eine Transformation des euklidischen Abstands charakterisiert. Der Zu­
gehorigkeitsgrad eines Datums wird - zumindest bei possibilistischem 
Clustering - mit zunehmendem transformierten Abstand geringer. 

Wie wir in den folgenden beiden Abschnitten sehen werden, laBt 
sich diese Analogie auch auf Klassifikationsregeln und Fuzzy-Regeln zur 
Funktionsapproximation iibertragen, so daB es naheliegt, Fuzzy-Clu­
stering-Techniken fUr das Erlernen derartiger Regeln aus Daten anzu­
wenden. 

3.2 Erlernen von Fuzzy-Klassifikationsre­
geln 

Bevor wir auf die Analogie zwischen Fuzzy-Clustern und Fuzzy-Regeln 
naher eingehen, werden kurz die Vorteile erlautern, die Klassifikations­
regeln mit Fuzzy-Mengen gegeniiber Klassifikationsregeln mit scharfen 
Mengen aufweisen, selbst wenn wie in vielen Anwendungen iiblich am 
Ende eine eindeutige Zuordnung jedes Datums zu einer einzigen Klasse 
erforderlich ist. Zum einen geben die Zugehorigkeitsgrade bei der Klas­
sifikation eines Datums Auskunft dariiber, ob die Entscheidung, ein vor­
liegendes Datum einer bestimmten Klasse zuzuordnen, eher eindeutig 
oder ambivalent war. Bei einer ambivalenten Entscheidung soIlte man 
beriicksichtigen, welche Konsequenzen eine Zuordnung des Datums zu 
einer Klasse zur Folge hat, zu der das Datum nur einen geringfiigig klei­
neren Zugehorigkeitsgrad als zur zugeordneten Klasse aufweist. 

Zum anderen lassen sich durch die Verwendung von Fuzzy-Mengen 
Klassifikationsprobleme auf eine einfache Art losen, die mit Hilfe von 
scharfen Mengen nur approximativ losbar sind. Werden in den Regeln 
beispielsweise nur scharfe Intervalle bzw. deren charakteristische Funk­
tionen zugelassen, so lassen sich selbst im zweidimensionalen Fall linear 
separable Klassifikationsaufgaben nicht mit endlich vielen Regeln exakt 
losen. Es ist offensichtlich, daB bei Intervallen jede Regel ein Rechteck 
festlegt und allen Daten innerhalb dieses Rechtecks eine Klasse zuweist. 
Ein linear separables Klassifikationsproblem besteht aus zwei Klassen, 
die durch eine lineare Funktion, d.h. im zweidimensionalen Fall durch 
eine Gerade getrennt werden. Durch die induzierten Rechtecke bei der 
Verwendung von Intervallen in den Regeln konnen aber lediglich Trep-
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penfunktion als Trennfunktionen auftreten, so daB hochstens eine ap­
proximative Lasung des Klassifikationsproblems, wie sie Abbildung 3.3 
zeigt, moglich ist. 

Klasse A 

J.l2,3 

J.l2,2 

Klasse B 

J.l2,1 

J.l1,1 J.l1,2 J.l1,3 

Abbildung 3.3: Approximative Lasung eines linear separablen Klassifi­
kationsproblems mit scharf en Regeln 

UiBt man in den Regeln endliche Vereinigungen von Intervallen zu, 
ergibt sich keine Verbesserung, da derartige Klassifikationsregeln aquiva­
lent in Klassifikationsregeln mit Intervallen transformierbar sind. Dazu 
muB jede einzelne Regel mit auftretenden Vereinigungen von Intervallen 
durch Regeln ersetzt werden, die aus allen Intervallkombinationen der 
einzelnen Variablen gebildet werden. 

Durch die Verwendung von Fuzzy-Mengen lassen sich im zweidimen­
sionalen Fall nicht nur linear separable Klassifikationsprobleme exakt 
lasen, sondern auch Klassifikationsprobleme, deren Klassen durch eine 
stiickweise monotone Funktion getrennt werden, wie das folgende Lemma 
und das anschlieBende Korollar zeigen. 
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Lemma 3.1 Sei f : [aI, bl] -+ [a2, b2] (aj < bj ) eine mono­
tone Funktion. Dann existiert eine endliche Menge R von Fuzzy­
Klassifikationsregeln in die Klassen P und N, so daft 

{(x, y) E [aI, bl ] x [a2' b2]1 f(x) > y}, 

{(x, y) E [aI, bd x [a2, b2]1 f(x) < y} 

gilt. 

x 

Abbildung 3.4: Die Fuzzy-Mengen zur Lasung eines Klassifikationspro­
blems mit einer monotonen Trennfunktion 

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen X 
[a2' b2] und definieren die Fuzzy-Mengen 

J.lI : X -+ [0,1]' 

J.l2: X -+[0,I], 

VI : Y -+ [0, 1], 

V2 : Y -+ [0,1]' 
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Die Fuzzy-Mengen sind in Abbildung 3.4 dargestellt. Als Regelbasis R 
verwenden wir die beiden Regeln 

RI : If x is J1.I and Y is ZlI then class is N. 

R2: If x is J1.2 and Y is Zl2 then class is P . 

• Falll: f(x) > y. 

- Falll.l: J1.1(X) ~ ZlI(Y)· 
Daraus folgt J.l2(X) ~ Zl2(Y), so daB wir 

< 

erhalten. 

- Fall 1.2: J1.1(X) < ZlI(Y). 
Das bedeutet J1.2(X) > Zl2(Y) und somit 

J1.~n)(x, y) = J1.1(Y) 

< 

b2 - f(x) 
b2 - a2 

(n) 
J1.p (x, y) . 

• Fall 2: f( x) < Y liiBt sich analog zu Fall 1 behandeln, indem man 
kleiner durch groBer ersetzt. 
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• Fall 3: f(x) = y. 

Es folgt J.ll(X) l/2(y) und J.l2(X) 
J.l~Rl(x, y) .• 

(Rl l/l(Y), d.h. J.lN (x, y) 
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Offensichtlich liiBt sich der Beweis auf stiickweise monotone Funk­
tionen ausdehnen, indem man fUr jedes Intervall, auf dem die gegebene 
Funktion monoton ist, entsprechende Fuzzy-Mengen und Regeln kon­
struiert, so daB sich das folgende Korollar ergibt. 

Korollar 3.2 Sei f : [al, bd -+ [a2, b2] (ai < bi) eine stiickweise mo­
notone Funktion. Dann existiert eine endliche Menge R von Fuzzy­
Klassifikationsregeln in die Klassen P und N, so daft 

((x,y) E [al,bd x [a2,b2] I f(x) > y}, 

{(x, y) E [al, bd x [a2, b2]1 f(x) < y}. 

Eine direkte Folgerung aus diesem Korollar besagt, daB sich zweidi­
mensionale, linear separable Klassifikationsprobleme mit Fuzzy-Klassifi­
kationsregeln exakt lasen lassen. Aus dem Beweis zum Lemma 3.1 er­
gibt sich sogar, daB zur Losung zwei Regeln mit dreiecksformigen Fuzzy­
Mengen geniigen. 

Leider laBt sich dieses Resultat - zumindest bei der Auswertung 
der Regeln mit dem Minimum und dem Maximum - nicht auf haher­
dimension ale Klassifikationsprobleme iibertragen [35]. Trotzdem zeigt 
der zweidimensionale Fall bereits, daB sich mit Hilfe von Fuzzy-Regeln 
Klassifikatoren in einer sehr einfachen und kompakten Weise darstellen 
lassen. 

Nachdem wir die Niitzlichkeit von Fuzzy-Klassifikatoren illustriert 
haben, beschiiftigen wir uns jetzt mit der Anwendung der Fuzzy-Cluster­
analyse auf die Erzeugung von Fuzzy-Klassifikatoren. Dazu betrachten 
wir noch einmal die am Ende des vorigen Abschnitts erliiuterte Analogie 
zwischen Fuzzy-Mengen als Repriisentanten scharfer Werte in einer durch 
eine skalierte Metrik charakterisierten vagen Umgebung und den Fuzzy­
Clustern. 

Lassen sich die in einer Klassifikationsregel auftretenden p Fuzzy­
Mengen in dieser Weise interpretieren, konnen wir der Regel einen p­
dimensionalen Vektor zuordnen, dessen Komponenten gerade die mit den 
Fuzzy-Mengen assoziierten scharfen Werte sind. Der ErfUllungsgrad cler 
Regel fUr einen gegebenen Vektor berechnet sich aus dem Minimum der 
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skalierten Abstiinde seiner Komponenten zu den jeweiligen Komponen­
ten des dem Fuzzy-Cluster zugeordneten Vektors, so daB der Zugehorig­
keitsgrad wiederum mit wachsendem Abstand abnimmt. In diesem Sinne 
entspricht eine Regel einem Fuzzy-Cluster, der ihr zugeordnete Vektor 
dem Zentrum des Clusters und der Erfiillungsgrad der Priimisse fur ein 
Datum dem ZugehOrigkeitsgrad des Datums zum Cluster. 

Umgekehrt liiBt sich aus einem Fuzzy-Cluster eine Klassifikationsre­
gel gewinnen, indem man die durch Projektionen des Clusters in die 
entsprechenden Dimensionen erhaltenen Fuzzy-Mengen zur Bildung der 
Pramisse einer Klassifikationsregel verwendet. Als resultierende Klasse 
der Regel wiihlt man beispielsweise die Nummer oder den Namen des 
Clusters. 

Urn aus einem Fuzzy-Cluster eine Klassifikationsregel zu erzeugen, 
mussen wir zunachst festlegen, wie die Projektion eines Fuzzy-Clusters 
zu berechnen ist. Da es unser Ziel ist, durch die Projektion eine Fuzzy­
Menge zu erhalten, die allen Werten in der entsprechenden Dimension 
einen Zugehorigkeitsgrad zuordnet, ist es nicht ausreichend, nur die Da­
ten mit ihren Zugehorigkeitsgraden zu projizieren, wodurch wir eine fur 
einzelne Punkte definierte Fuzzy-Menge erhalten wurden, wie sie Abbil­
dung 3.5 zeigt. 

11.1. 

Abbildung 3.5: Eine typische Projektion eines Fuzzy-Clusters 
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Da die im Satz 1.11 bzw. im possibilistischen Fall im Satz 1.12 angege­
bene Formel zur Berechnung der Zugehorigkeitsgrade auf beliebige Daten 
und nicht nur auf die zur Clusteranalyse verwendeten Daten anwendbar 
ist, lassen sich nach einer Fuzzy-Clusteranalyse fUr jeden moglichen Ein­
gabevektor die Zugehorigkeitsgrade zu allen Clustern bestimmen. Der 
Zugehorigkeitsgrad des Wertes ~ zur Projektion des i-ten Clusters in die 
a-te Dimension konnte daher mittels 

{ 
1 

sup 1 

'\"'C (d~(V"X)) m::T 
wl=l d (VI,X) 

im probabilistischen bzw. mittels 

sup { 1 1 

1 + (d2 (;:,O) m::T 

x = «" __ -,<.-1,<,<.+" __ _ ,<p) E lRY} 

im possibilistischen Fall definiert werden, d.h. als der groBte Zugehorig­
keitsgrad, den ein Vektor mit dem Wert ~ in der a-ten Komponente 
annehmen kann. 

Diese Formeln lassen sich nicht effizient berechnen und wiirden im 
FaIle probabilistischer Cluster sogar zu unsinnigen Ergebnissen fUhren, 
wei I allen Daten, die sehr weit von allen Clusterzentren entfernt sind, 
zu jedem Cluster einen Zugehorigkeitsgrad von etwa ~ zugewiesen wird, 
so daB im probabilistischen Fall bei mindestens zweidimensionalen Da­

ten J-l~)(~) ~ ~ unabhangig von der Wahl von ~ und a folgen wiirde. 
Abbildung 3.6 verdeutlicht noch einmal, wie sich der Zugehorigkeitsgrad 
eines Datums in Abhangigkeit von der Entfernung zu den Clusterzentren 
verandert. Die Abbildung zeigt den Zugehorigkeitsgrad 

1 
u(x) == 2 

1 + (l:xJ2 
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des Datums x zum Cluster mit dem Zentrum 0 in Abhangigkeit von der 
Wahl von x, wenn wir davon ausgehen, daB eine probabilistische Clu­
steranalyse mit dem Fuzzy-c-Means-Algorithmus mit m = 2 fUr einen 
eindimensionalen Datensatz durchgefUhrt wurde und sich die beiden Clu­
sterzentren 0 und 1 ergeben haben. 

0.9 
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0.7 

0.6 
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0.2 

0.1 

a 
-15 -10 -5 a 5 10 

Abbildung 3.6: Die Zugehorigkeitsfunktion fUr Cluster 0 

Wir werden daher auf die Projektionen der zur Clusteranalyse ver­
wendeten Daten zuriickgreifen, urn geeignete Fuzzy-Mengen fUr die Ge­
winnung einer Klassifikationsregel aus einem Fuzzy-Cluster zu bestim­
men. Ein einfacher Ansatz konnte darin bestehen, die durch die Pro­
jektion entstehenden benachbarten "Spitzen" durch Geradenstiicke zu 
verbinden und so eine Fuzzy-Menge zu definieren (vgl. Abbildung 3.7). 

1m allgemeinen erhalt man auf diese Weise eine Fuzzy-Menge die 
mehrere lokale Maxima aufweist. Urn die Interpretierbarkeit der Fuzzy­
Menge als ungefahrer Wert zu gewahrleisten, sollte die Fuzzy-Menge zu­
mindest konvex sein. Konvexitiit einer Fuzzy-Menge meint nicht, Konve­
xitiit der Zugehorigkeitsfunktion als reellwertige Funktion, sondern daB 
die Fuzzy-Menge bis zum einem Punkt monoton wachsend und danach 
monoton fallend ist, d.h., daB die Zugehorigkeitsfunktion als reellwertige 
Funktion unimodal mit einem einzigen lokalen Maximum oder mit einem 
Plateau maximaler Werte versehen ist. 
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1 

Abbildung 3.7: Eine nicht-konvexe Fuzzy-Mengen aus den miteinander 
verbundenen projizierten ZugehOrigkeitsgraden 

Daher modifiziert man die oben angegebene einfache Konstruktion 
zur Gewinnung einer Fuzzy-Menge aus den Projektionen der zur Clu­
steranalyse verwendeten Daten folgendermaBen: Man bestimme in der 
Projektion den Wert ~. mit dem grof3ten Zugehorigkeitsgrad. Bezeich­
nen wir mit 6 ~ ... ~ ~. aIle Werte, die kleiner oder gleich diesem Wert 
sind, d.h., die links von ihm liegen, und sind al, ... , a. die entspre­
chen den Zugehorigkeitsgrade, dann eliminieren wir aile Wert ~t, fUr die 
t/,tr E {l, ... ,s} existieren, so daB t/ < t < tr und at < min{atilatrl 
gilt. Genauso verfahren wir mit den rechts von ~. liegenden Werten 
e. ~ ... ~ en. Verbinden wir die iibrig bleibenden Werte wie vorher 
miteinander, erhalten wir eine konvexe Fuzzy-Menge (vgl. Abbildung 
3.8). 

Die Werte, die bei diesem Verfahren eliminiert werden, weisen zwar 
unter Umstanden in der Projektion einen geringen Abstand zum Clu­
sterzentrum auf. In mindestens einer anderen Dimensionen werden sie 
jedoch im aIlgemeinen weiter entfernt vom Zentrum liegen, da sie anson­
sten einen hoheren Zugehorigkeitsgrad zum Cluster aufweisen miiBten. 
Daher ist es sinnvoIl, diese nicht wirklich zum Cluster gehorenden Daten 
bei der Berechnung der Fuzzy-Menge wegzulassen. Ahnlich verhalt es 
sich mit weit yom Clusterzentrum entfernt liegenden Daten. Da jedes 
Datum, sofern es nicht mit einem Clusterzentrum identisch ist, sowohl 
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1 

Abbildung 3.8: Eine konvexe Fuzzy-Mengen aus den miteinander ver­
bundenen, ausgewiihlten projizierten Daten 

im probabilistischen als auch im possibilistischen Fall einen positiven Zu­
gehorigkeitsgrad zu allen Clustern aufweist, neigen die Projektionen zum 
"Ausfransen", d.h., daB sich auch sehr weit entfernt vom Clusterzentrum 
noch Daten mit nicht verschwindendem Zugehorigkeitsgrad befinden. 
Urn eine zu weite Ausdehnung der aus den Projektionen abgeleiteten 
Fuzzy-Mengen zu vermeiden, sollten Daten mit einem zu geringem Zu­
gehOrigkeitsgrad zum Cluster bei den Projektionen nicht beriicksichtigt 
werden. 

Oft sollen die Fuzzy-Mengen fUr Klassifikationsregeln nicht nur kon­
vex sein, sondern eine vorgegebene parametrische Form haben - etwa 
Dreiecks-, Trapez- oder GauBfunktionen mit drei,vier bzw. zwei Parame­
tern (s. Abbildung 3.9). Dann liegt es nahe, die Parameter so zu wiihlen, 
daB die Summe der quadratischen Fehler zwischen den aus der Projektion 
bestimmten und den aus der parametrischen Fuzzy-Menge berechneten 
Zugehorigkeitsgraden minimiert wird. Dabei ist es wiederum sinnvoll, 
projizierte Werte mit einem zu geringen Zugehorigkeitsgrad und die bei 
dem Verfahren zur Konstruktion einer konvexen Fuzzy-Menge zu eli­
minierenden Werte nicht zu beriicksichtigen. Mit welcher Technik die 
Minimierung der Fehlerquadrate erreicht wird, hiingt von der Art der 
parametrischen Fuzzy-Mengen abo 1m allgemeinen sollte es geniigen, 
auf ein Auffinden der optimalen Parameter zu verzichten und nur eine 
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gute Naherungslosung zu berechnen. In [61] wird ein einfaches heu­
ristisches Verfahren fiir die niiherungsweise Bestimmung trapezformiger 
Fuzzy-Mengen beschrieben. Nach einer z.B. zufiilligen Initialisierung der 
vier Parameter wird zyklisch fUr jeden Parameter iiberpriift, ob durch 
eine Verschiebung urn einen kleinen vorher festgelegten Wert nach links 
oder rechts eine Verringerung der Fehlerquadrate erreicht wird. Falls 
ja, wird die Verschiebung vorgenommen, die das beste Ergebnis liefert. 
Nach einer festen Anzahl von Schritten oder wenn keine Verbesserung 
mehr eintritt, wird das Verfahren abgebrochen. Diese Methode liiBt sich 
ohne wei teres auch auf andere als trapezformige parametrische Fuzzy­
Mengen anwenden. 

a b C a' b' c' d' m 

Abbildung 3.9: Parametrische Fuzzy-Mengen 

Die Erzeugung einer Klassifikationsregel aus einem Fuzzy-Cluster er­
folgt durch die Projektion der Daten mit ihren Zugehorigkeitsgraden 
zum Cluster in die Dimensionen 1, ... ,po Wie oben bereits eriiiutert, 
sollten Daten mit einem zu geringen Zugehorigkeitsgrad bei der Projek­
tion vernachliissigt werden. Aus diesen nur fUr einzelne Werte definierten 
Fuzzy-Mengen werden iiberall definierte Fuzzy-Mengen generiert, indem 
man entweder wie beschrieben konvexe Fuzzy-Mengen bestimmt oder die 
Form der Fuzzy-Mengen durch Parameter festlegt und die Parameter so 
wiihlt, daB die Summe der quadratischen Fehler der Zugehorigkeitsgrade 

bei den projizierten Daten minimiert wird. 1st Jl~"') die auf diese Weise 
durch das Cluster i in der Dimension Q E {I, ... ,p} induzierte Fuzzy­
Menge, lautet die zugehorige Regel 

R If '· (1) d d'· (p) hi· . i: .,,1 IS Jli an ... an "'p IS Jli t en c ass IS 1. 

Die von einem Fuzzy-Cluster induzierte Klassifikationsregel darf nur 
als niiherungsweise Charakterisierung des Clusters aufgefaBt werden und 
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nicht als exakte Reprasentation. Der Erfiillungsgrad 

der Klassifikationsregel fUr ein Datums (6, ... , ~p) stimmt im allgemei­
nen nicht mit dem Zugehorigkeitsgrad des Datums zum Cluster iibe­
rein, der mit der Formel aus Satz 1.11 bzw. im possibilistischen Fall 
aus Satz 1.12 berechnet wird. Eine Ursache dafUr ist die Approxima­
tion der Projektionen der Daten mit ihren Zugehorigkeitsgraden durch 
konvexe Fuzzy-Mengen. Der Hauptgrund liegt aber in der allgemeinen 
Problematik, daB bei der Projektion einer Menge oder Fuzzy-Menge ein 
Informationsverlust in Kauf genommen werden muB. Beim Fuzzy-c­
Means-Algorithmus sind die Cluster im Idealfall kugelformig. Durch die 
Projektionen ergibt sich bei der Klassifikationsregel statt einer Kugel der 
kleinste die Kugel einschlieBende Wiirfel. Bei dem Gustafson-Kessel- und 
Gath-Geva-Algorithmus sind die Cluster im Idealfall ellipsoid bzw. ellip­
senfOrmig. Durch die Projektionen erhalt man dann den kleinsten die 
Ellipse einschlieBenden achsenparallelen Quader. Abbildung 3.10 veran­
schaulicht diesen Sachverhalt anhand zweier Ellipsen. Hier zeigt sich ein 
Vorteil der achsenparallelen Varianten des Gustafson-Kessel- und Gath­
Geva-Algorithmus bei der Erzeugung von Klassifikationsregeln: Sie sind 
flexibler als der Fuzzy-c-Means-Algorithmus und haben einen geringe­
ren Informationsverlust bei der Projektion als die Originalalgorithmen 
zur Folge, da der groBte Informationsverlust bei Ellipsoiden in Kauf ge­
nom men werden muB, deren Achsen nicht parallel zu den Koordinaten­
achsen verlaufen. Die achsenparallelen Varianten des Gustafson-Kessel­
und Gath-Geva-Algorithmus stellen daher fUr die Erzeugung von Klas­
sifikationsregeln einen KompromiB zwischen groEer Flexibilitat bei der 
Clusterform und Minimierung des Informationsverlustes dar. 

Die Erzeugung von Klassifikationsregeln mit Hilfe von Fuzzy­
Clustering zahlt zu den nicht iiberwachten Lernverfahren, die auf Daten 
angewandt werden, die nicht a priori in Klassen eingeteilt sind. Die An­
zahl der durch die Fuzzy-Clusteranalyse erzeugten Regeln ist identisch 
mit der Anzahl der Klassen und der Cluster. Diese Anzahl kann entwe­
der fest vorgegeben werden oder besser mit einem der ClustergiitemaBe, 
die in Kapitel 6 vorgestellt werden, automatisch bestimmt werden. 

Sind die gegebenen Daten a bereits in Klassen eingeteilt, muE das 
Verfahren zur Erzeugung von Klassifikationsregel modifiziert werden 
[38]. Ais Konklusion einer durch ein Cluster induzierten Regel wird nicht 
mehr die Nummer oder der Name des Clusters verwendet, sondern die 
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Abbildung 3.10: Informationsverlust durch Projektion zweler ellip­
senformiger Cluster 

dem Clusterzentrum zugeordnete Klasse oder, falls diese nicht bekannt, 
die Klasse des Datums mit dem hochsten Zugehorigkeitsgrad zum Clu­
ster. Offenbar benotigt man fiir die Lasung eines derartigen Klassifika­
tionsproblems mindestens so viele Regel bzw. Cluster, wie Klassen vor­
handen sind. Man verfahrt daher so, daB man zunachst die Anzahl der 
Cluster gleich der Anzahl der Klassen wiihlt, eine Fuzzy-Clusteranalyse 
durchfiihrt, Regeln erzeugt und die Daten mit diesen Regeln erneut klas­
sifiziert. 1st die Anzahl der Fehlklassifikationen zu groB, muB die Anzahl 
der Regeln (Cluster) erhaht werden, so daB fur einige Klassen mehrere 
Regeln notig sind. Bevor die Clusteranzahl erhoht wird, sollten die Re­
geln bestimmt werden, die fur die meisten Fehlklassifikationen verant­
wortlich sind. Offenbar mussen die zugeharigen Cluster weiter aufgespal­
ten werden. Dies erreicht man am besten, indem man fiir die Initiali­
sierung der Fuzzy-Clusteranalyse mit der erhOhten Anzahl von Clustern 
die alten Clusterzentren wiihlt und neue Clusterzentren in die Niihe der 
Cluster positioniert, die fur Regeln verantwortlich sind, die viele Fehl­
klassifikationen erzeugen. Die Anzahl der Cluster wird solange erhaht, 
bis entweder eine maximale Anzahl von Regeln (Clustern) iiberschritten 
oder die Anzahl der Fehlklassifikationen geniigend klein ist. 
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Abbildung 3.11: Durch Clusteranalyse erzeugte Klassifikationsregeln 
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Abbildung 3.11 zeigt die mit Hilfe dieses Verfahrens gewonnen acht 
Regeln fUr die Klassifikation eines Datensatzes mit 150 vierdimensiona­
len Daten, die a priori in drei Klassen eingeteilt waren. Dabei wurde 
5% Fehlklassifikationen zugelassen und die achsenparallele Variante des 
Gath-Geva-Algorithmus verwendet. Die erzeugten Regeln klassifizieren 
drei der 150 Daten falsch und fiir drei weitere ist keine Regel anwendbar, 
so daB sie keiner Klasse zugeordnet werden konnen. Dieser Effekt ent­
steht dadurch, daB fiir die Regeln trapezfarmige Fuzzy-Mengen zur Ap­
proximation der Projektionen der Cluster gewahlt wurden. Diese Fuzzy­
Mengen nehmen zwangsweise ab einer bestimmten Stelle den Zugehorig­
keitsgrad Null an, so daB sich ein Abschneiden der Cluster-Rander nicht 
vermeiden liiBt. Daten, die dort liegen, werden von den Regeln nicht 
mehr erfaBt. Dieser Effekt wird vermieden, wenn man anstelle tra­
pezfarmiger Fuzzy-Mengen z.B. GauBfunktionen verwendet oder belie­
bige konvexe Fuzzy-Mengen zulaBt. 

Da sich durch die Projektionen der Fuzzy-Cluster bei der Erzeugung 
von Klassifikationsregeln ein gewisser Informationsverlust nicht vermei­
den laBt, sollte man entweder anstelle der ErfUliungsgrade der Regeln 
direkt die Zugeharigkeitsgrade zu den Clustern verwenden und die Re­
geln nur als Veranschaulichung der Cluster verstehen oder die Fuzzy­
Mengen in den Regeln nachtraglich mit anderen Methoden - etwa mit 
Fuzzy-Neuro-Techniken, wie sie in [55] beschrieben werden - optimieren. 

Bei der Verwendung von Fuzzy-Regeln fUr Klassifikationsprobleme 
spielt die Interpretierbarkeit der Lasung eine wesentliche Rolle. Dies 
sollte bei der Vorverarbeitung der Daten, bei der Auswahl der geeig­
neten Variablen fiir die Beschreibung der Daten und bei der Optimie­
rung von Fuzzy-Mengen beriicksichtigt werden. Liegen die Daten als 
hundert-dimensionale Vektoren vor, wiirden Klassifikationsregeln mit 
100 Pramissen sicherlich nicht transparent sein. Eine Auswahl von Va­
riablen ist in einem solchen Fall unvermeidlich. In [25] wird ein Ansatz 
zur Erzeugung von Klassifikationsregeln auf der Grundlage einer Fuzzy­
Clusteranalyse mit Hilfe des Gath-Geva-Algorithmus beschrieben. Urn 
den Informationsverlust bei der Projektion der Cluster maglichst gering 
zu halten, werden die Daten zuerst gemaB der in den Kovarianzmatrizen 
imp liz it kodierten Drehungen einer Koordinatentransformation unterzo­
gen, so daB die Cluster nach der Transformation achsenparallel sind. 
Unter Umstiinden geht durch eine derartige Transformation zur Verbes­
serung der Klassifikationsgiite die Interpretierbarkeit der Regeln verlo­
ren, die nicht mehr auf den urspriinglichen Variablen, sondern auf lokal 
unterschiedlichen Transformationen definiert sind. 



82 3 Regelerzeugung mit Fuzzy-Clustering 

3.3 Erlernen von Regeln zur Funktionsap­
proximation 

f(x,y) -

1 

0.5 

0 

-0.5 

-1 

6 

Abbildung 3.12: Die Funktion !(x, y) = sin(x) . cos(y) 

Bei Klassifikationsaufgaben besteht das Ziel in der Zuordnung von Daten 
zu geeigneten diskreten Klassen, d.h. in der Angabe einer Abbildung des 
IIF, aus dem die Daten stammen, in eine endliche Menge von Klassen. 
Wesentlich ist dabei die Entscheidung fUr eine Klasse. Eine Mittelung 
oder Interpolation zwischen den Klassen ist nicht moglich. SolI dagegen 
ein funktionaler Zusammenhang beispielsweise in Form einer Abbildung 
von IRP-l nach IR beschrieben werden, kann die Interpolation zwischen 
verschiedenen Funktionswerten einen wesentlichen Beitrag zur Konstruk­
tion einer geeigneten Funktion leisten. Dieser Abschnitt beschiiftigt sich 
mit der Ubertragung der Techniken, die die Bestimmung von Klassifika­
tionsregeln aus Fuzzy-Clustern erlaubten, zur Beschreibung funktionaler 
Zusammenhange zwischen Daten mit Regeln, wie sie bei Fuzzy-Reglern 
ublich sind. Fuzzy-RegIer erlauben die Darstellung des Ubertragungsver­
haltens eines Reglers, d.h., des funktionalen Zusammenhangs zwischen 
Eingangs- und AusgangsgroBen des Reglers, mit Hilfe von Fuzzy-Regeln. 
Da es im Prinzip keine Rolle spielt, ob sich die Regeln auf Eingangs- und 
AusgangsgroBen eines Reglers oder andere Variable beziehen, zwischen 
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denen ein funktionaler Zusammenhang besteht, sprechen wir im folgen­
den nur noch von Funktionsapproximation und schlieBen damit auch das 
Anwendungsgebiet Fuzzy-Regelung ein. 

Wir gehen davon aus, daB ein Datensatz X ~ IR,P vorliegt, und 
vermuten einen funktionalen Zusammenhang zwischen den Variablen 
6, ... ,ep-l und ep. Ob die Daten einen regelungstechnischen Zusam­
menhang beschreiben, etwa wie ein "menschlicher RegIer" eine Strecke 
beherrscht, oder einen Zusammenhang zwischen dem Bruttosozialpro­
dukt, der Einkommenssteigerung und der Inflationsrate herstellen, ist 
dabei unwesentlich. DaB wir ausschlieBlich skalare Funktionen betrach­
ten, stellt keine Einschrankung dar, da sich jede vektorwertige Funk­
tion aus skalaren Funktionen zusammensetzt, die wir einzeln betrachten 
konnen. 

. . 
+ •• + ......... + .+ .. 

. . . 

Abbildung 3.13: Der Datensatz fUr die Clusteranalyse 

Soll der vermutete funktionale Zusammenhang mit Fuzzy-Regeln 
beschrieben werden, ist es naheliegend, die Regeln durch Fuzzy­
Clusteranalyse zu erzeugen. In [36] wurde gezeigt, daB jede Regel eines 
Fuzzy-Reglers mit (p-1) Eingangs- und einer AusgangsgroBe einen "cha­
rakteristischen" Punkt auf dem Graphen der Ubertragungsfunktion im 
IR,P reprasentiert. Der Fuzzy-RegIer berechnet den unscharfen Ausgangs­
wert fUr einen gegebenen Eingangsvektor dadurch, daB er den Eingangs­
vektor mit jedem moglichen Ausgangswert erweitert und die A.hnlich­
keitsgrade dieser Vektoren zu den mit den Regeln assoziierten "charak­
teristischen" Punk ten der Ubertragungsfunktion berechnet. Die A.hn-
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lichkeitsgrade werden mittels Skalierungen der euklidischen Abstiinde 
auf den Koordinatenachsen bestimmt. Durch die anschlieBende Defuzzi­
fizierung wird eine Interpolation zwischen den" charakteristischen" A us­
gangswerten realisiert. 

Abbildung 3.14: Das Ergebnis der Clusteranalyse 

Wie bei den Klassifikationsregeln dienen daher auch fUr die Funk­
tionsapproximation die Projektionen der Fuzzy-Cluster zur Erzeugung 
der Regeln. Allerdings werden nicht nur die (p - 1) in der Pramisse einer 
Regel auftretenden Fuzzy-Mengen durch Projektion gewonnen, sondern 
auch die den Ausgangswert unscharf charakterisierende Fuzzy-Menge 
mittels der Projektion der AusgangsgroBe. 

Als Beispiel betrachten wir exemplarisch die Funktion f(x, y) = 
sin(x) . cos(y) fiir 0 ::; x ::; 3.1 und 0::; y ::; 6.2 (s. Abbildung 3.12). Fiir 
die Clusteranalyse verwenden wir 91 anniihernd iiquidistante Stiitzstellen 
(vgl. Abbildung 3.13). Die besten Ergebnisse erhalt man mit der achsen­
parallelen Variante des Gath-Geva-Algorithmus [39]. Bei der Vorgabe 
von neun Clustern ergibt sich die in Abbildung 3.14 dargestellte Ein­
teilung. Zur graphischen Veranschaulichung wurden die Daten mit den 
Clusterzentren verbunden, zu denen sie den hochsten Zugehorigkeitsgrad 
aufweisen. Aus diesen Fuzzy-Clustern erhalt man durch Projektion und 
Approximation der Projektionen durch trapezformige Fuzzy-Mengen die 
in Abbildung 3.15 angegebenen Regeln. 
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Abbildung 3.15: Die von den Clustern induzierten Regeln 
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Der Vergleich der Originaldaten mit den durch die Regeln bei der De­
fuzzifizierung mit der Schwerpunktsmethode erzeugten Ausgangswerte 
zeigt, daB groBere Fehler vor allem in den Randbereichen auftreten. Die 
Lange der Striche in Abbildung 3.16 zeigt die GroBe des Fehlers an. Da 
in den Randbereichen keine Uberlappung mehrerer Cluster moglich ist, 
muB dort der Ausgangswert durch eine einzelne Regel festgelegt wer­
den, ohne eine Interpolation mit (den nicht vorhandenen) benachbarten 
Regeln durchfiihren zu konnen. 

! ! t r + 
1 .t!:I: 

. ! ,I; 
• t. 1 • 

.1 • 
J. .... :t t ... 

Abbildung 3.16: Vergleich der Originaldaten mit den Regelergebnissen 

Wie schon bei der Erzeugung von Klassifikationsregeln steht auch 
hier die Interpretierbarkeit der Losung im Vordergrund. Geht es allein 
um die Approximation der Daten durch eine Funktion, ohne daB eine 
Erkliirung benotigt wird, wie der Ausgangswert zu einem gegebenen Ein­
gangsvektor bestimmt wird, lassen sich mit klassischen Approximations­
techniken bessere Ergebnisse erzielen. Wurden die Daten aus Messungen 
eines Prozesses und des Regelungsverhaltens eines Technikers gewonnen, 
bietet eine Beschreibung mit Fuzzy-Regeln mehrere Vorteile: 

• Die Regeln konnen yom Techniker auf Plausibilitat und 
Vollstandigkeit iiberpriift werden . 

• Die Erganzung weiterer Regeln oder die Veranderung einzelner Re­
geln zur Verbesserung des Regelverhaltens laBt sich in transparen­
ter Weise vornehmen. 
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• Wird der Fuzzy-RegIer fur die Automatisierung verwendet, liiBt 
sich das Verhalten anhand der Regeln, die zu einer bestimmten 
Aktion fiihren, erkliiren. 

• SolI eine mit Hilfe von Regeln beschriebene Steuerung oder Re­
gelung auf einen ProzeB mit leicht veriinderten Parametern uber­
tragen werden, bieten die Regeln einen Rahmen, in dem auf die 
veriinderten Parameter zugeschnittene Modifikationen in einfacher 
Weise vorgenommen werden konnen. 

~----~~~--~~--~~~~~~EingangsgroBe 

Abbildung 3.17: Bestimmung einer Eingangs-Fuzzy-Menge aus elllem 
Ausgangscluster 

In [61] wird vorgeschlagen, die Fuzzy-Clusteranalyse nur auf die 
Werte der AusgangsgroBe anzuwenden. Ein Fuzzy-Cluster, das auf diese 
Weise gewonnen wurde, induziert fur jede EingangsgroBe ein Fuzzy­
Cluster, indem man dem Eingangswert Xj,a in der a-ten EingangsgroBe 
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den Zugehorigkeitsgrad des entsprechenden Ausgangswertes Xj,p zum be­
trachteten Cluster zuordnet. Abbildung 3.17 veranschaulicht dieses Ver­
fahren. AnschlieBend miissen aus den eindimensionalen Clustern wieder 
konvexe Fuzzy-Mengen erzeugt werden. Wie in der Abbildung 3.17 zu se­
hen ist, miissen unter Umstanden bei der EingangsgroBe Werte eliminiert 
werden, urn Konvexitat zu garantieren, obwohl bei der AusgangsgroBe 
aIle Werte fUr die Bildung der konvexen Fuzzy-Menge herangezogen wer­
den. Es kann sogar sinnvoll sein, wie in Abbildung 3.18 ein Cluster in der 
EingangsgroBe in mehrere Cluster aufzuspalten. In diesem Fall induziert 
ein Cluster in der AusgangsgroBe mehrere Regeln. 

---------------------------------------. 

.. .. --------------------------. .. . .. 

. . .. 

'---------~~--~~~----_r·_r·_r·~·~·~EingangsgroBe 

Abbildung 3.18: Bestimmung zweier Eingangs-Fuzzy-Mengen aus einem 
Ausgangscluster 

Wie schon bei der Erzeugung von Klassifikationsregeln mittels Fuzzy­
Clusteranalyse steht bei den Regeln zur Funktionsapproximation die 
Interpretierbarkeit im Vordergrund. Eine nachtragliche problemange­
paBte Optimierung der Fuzzy-Mengen z.B. mit speziellen Neuro-Fuzzy­
Methoden [55] fUhrt im allgemeinen noch zu verbesserten Resultaten. 
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Die Ansatze zum Erlernen von Rege!n zur Funktionsapproximation, 
die wir bisher betrachtet haben, ergeben ein System von Regeln, wie 
es bei Mamdani-Reglern ublich ist, die Fuzzy-Mengen zur Beschreibung 
der EingangsgroBen und der AusgangsgroBe verwenden. 1m Gegensatz 
dazu sind bei Takagi-Sugeno-Reglern Fuzzy-Mengen nur fUr die Ein­
gangsgroBen zulassig, wahrend der Wert der AusgangsgroBe durch eine 
im allgemeinen lineare Funktion beschrieben wird, d.h., die Regeln sind 
von der Art 

R If c· (1) d de' (p - 1 ) 
: <,1 lS J1R an ... an <,p-1 lS J1R 

wobei die Funktionen JR meistens in der Form 

p-1 

JR(6, ... , ~p-d = ao + L aa~a 
a=l 

definiert werden. Der Ausgangswert ~p bei gegebenem Eingangsvektor 
(6, ... , ~p-d bestimmt sich dann mit der Forme! 

wobei 

der ErfUllungsgrad der Regel R ist. 
In [57, 58] wird vorgeschlagen, den zur Erkennung von Hyberebenen 

verwendbaren Fuzzy-c-Elliptotypes-Algorithmus, den wir im Kapitel 4 
(siehe Seite 99) vorstellen werden, fUr die Erzeugung von Regeln fUr 
Takagi-Sugeno-Regler zu verwenden. Die Fuzzy-Mengen werden wie­
der mittels Projektion der Cluster berechnet, wahrend der durch das 
Cluster i induzierten Regel als Ausgabe die lineare Funktion JR, zu­
geordnet wird, die der linearen Mannigfaltigkeit entspricht, die dem je­
weiligen Cluster durch den Fuzzy-c-Elliptotypes-Algorithmus zugeordnet 
wird. Als Dimension der linearen Mannigfaltigkeit ist bei (p - 1) Ein­
gangsgroBen ebenfalls (p-l) zu wahlen. 1m Prinzip stellt diese Methode 
eine Erweiterung der in [65] vorgestellten Technik dar, die mit Hilfe des 
Fuzzy-c-Elliptotypes-Algorithmus gegebene Daten lokal linear approxi­
miert. 
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Die Arbeiten [1, 33] beschreiben iihnlich wie [54] ein Verfahren zur 
Erzeugung eines Takagi-Sugeno-Reglers mit Hilfe des Gustafson-Kessel­
Algorithmus. Die linearen Funktionen JR, werden aus den Clusterzen­
tren und den Matrizen Sj auf iihnliche Weise ermittelt wie bei der Er­
kennung von Geraden mit Hilfe des Gustafson-Kessel-Algorithmus (s. 
Abschnitt 4.3). Bei (p - 1) EingangsgroBen wird die lineare Funktion, 
die in der Konklusion der vom Cluster i induzierten Regel auf tritt, durch 
die lineare Mannigfaltigkeit festgelegt, die durch das Clusterzentrum Vj 

verliiuft und von den Eigenvektoren der Matrix Sj zu den (p -1) groBten 
Eigenwerten aufgespannt wird. 



Kapitel4 

Linear-Clustering­
Verfahren 

In diesem Kapitel werden Fuzzy-Clustering-Verfahren vorgestellt, die li­
neare Abhangigkeiten zwischen den Daten erkennen. 1m Gegensatz zur 
herkommlichen Regressionsanalyse konnen durch mehrere Cluster aber 
komplexere Zusammenhange erfaBt werden, die beispielsweise zur Rege­
lerzeugung und Funktionsapproximation herangezogen werden konnen 
(siehe Kapitel 3). 

Zur Abschatzung der Leistungsfahigkeit dieser Algorithmen bedienen 
wir uns zweidimensionaler Beispiele aus der Bildverarbeitung, in denen 
wir Geraden erkennen wollen. Die geschlossenen Flachen eines aufge­
nommenen Objekts konnen durch Bildbearbeitungssoftware mit Hilfe 
von sogenannten Konturoperatoren auf die umrahmenden Linien redu­
ziert werden. Fur die weitere Verarbeitung auf hoherer Ebene ist die 
Kenntnis dieser Rahmenlinien Voraussetzung. Die Detektion dieser Li­
nien ist eine Anwendung fUr die Algorithmen aus dies em Kapitel. 

4.1 Der Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus 

Der Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus wurde von Bezdek [8, 7] zur Erken­
nung von Linien, Ebenen oder Hyperebenen entwickelt. Jedes Cluster 
stellt eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit dar, r E {a, ... ,p- I}, wobei 
p die Dimension des Datenraums ist. Das Cluster k i wird im Punkt 
Vi durch die orthogonalen Einheitsvektoren ei,l, ei,2, ... , ei,r aufgespannt. 

91 
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Ein Cluster ist also ein affiner Teilraum 

r 

Vi+ < ei,l, ei,2, ... , ei,r > = {y E IRP 1 y = Vi + L: tjei,j, t E IRr}. 
j=l 

Fur r = 1 handelt es sich bei der Mannigfaltigkeit damit urn eine Ge­
rade, fUr r = 2 urn eine Ebene und fUr r = p - 1 urn eine Hyper­
ebene. 1m Fall r = 0 reduziert sich der Algorithmus auf die Erken­
nung von punktfOrmigen Clustern und degeneriert zum Fuzzy-c-Means. 
(Punktf6rmig bezieht sich hier auf die Menge der Punkte, die den Ab­
stand Null zum Cluster aufweisen.) Dabei ist r fUr aIle Cluster ein­
malig festgelegt, der Algorithmus bestimmt r nicht fUr jedes Cluster 
selbstandig. Das verwendete AbstandsmaB ist d2(x, (v, (e1' e2, ... , er))) = 
IIx - vI12 - 2::j=1«X - v)T ej)2. Es liefert den quadratischen Abstand 
eines Vektors x von der r-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Fur r = 0 
verschwindet der Summenausdruck, so daB die FCV-Distanzfunktion 
identisch zur FCM-Distanzfunktion wird. Die Wahl der Cluster bei 
gegebenen ZugehOrigkeiten geschieht nach Satz 4.3. Zuvor noch zwei 
Bemerkungen: 

Bemerkung 4.1 (Invarianz beziiglich Orthonormalbasis) Fur 
jede Orthonormalbasis E {e1' e2, ... , ep} des IRP und jeden Vektor 
x E IRP gilt: 

P 

IIxl12 L:(xTej)2. 
j=l 

Beweis: Sei S := {Sl' S2, ... , sp} die Standardbasis des IRP, sei 
E := {e1' e2, ... , ep} eine beliebige Orthonormalbasis des IRP. Da E eine 
Basis ist, finden wir fUr jedes i E {I, 2, ... ,p} Faktoren a1,i, a2,i, ... , ap,i 
mit 2::j'=1 aj,iej = Si· Aus der Normierung (eJ ej = 1) und der Or­

thogonalitat (eJ ei = 0 fiir i =/; j) beider Basen folgt: 1 = Iisil12 = 
s1 Si = (L:P-l aJ· ieJ') T C''''P- 1 aJ' ieJ') = '"'P-1 a2 ,e T eJ' = '"'P-1 a2 '. J-' WJ-, wJ- J,S J wJ- J,' 

Also gilt auch IIxl12 = 2::f=1(xTsi)2 = 2::f=1(2::j'=laj,iXTej)2 

2::f=1 2::j'=1 (aj,i X T ej)2 = 2::j'=1 (x T ej)2 2::f=1 aJ.; = 2::j'=1 (x T ej)2 .• 
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Bemerkung 4.2 (Bedeutung des maximalen Eigenwertes) Sei 
p E IN, C E ffiPxp eine Matrix, deren normieTte Eigenvektoren 
el, e2, ... , ep mit den zugehorigen Eigenwerten AI, A2, ... , Ap eine 01'­
thonormalbasis des ffiP bilden. Dann gilt 

max{x T Cx I x E ffiP, Ilxll = I} = maxp; liE IN<p }. 

Beweis: Die normierten Eigenvektoren el, e2, ... , ep bilden eine Or­
thonormal basis des ffiP. Sei x E ffiP mit II x II = 1. Dann findet man 
Ct'l, Ct'2, ... , Ct'p E ffi mit L:f=l Ct'je; = x. Aus der Orthogonalitat und 

Normierung der Eigenvektoren folgt dann x T Cx = X T C(L:f=l Ct'je;} = 

xT(L:f=lCt'jCej) = (L:f=lCt'je;)T(L:f=lCt'jAjej) = L:f=lCt'TAj. Fur die 

Ct'-Faktoren folgt aus der Normierung von x: 1 = IIxl1 2 = X T X = 
(L:f=l Ct'jej) T (L:f=l Ct'jej) = L:f=l Ct'l. Da die Summe der Ct'-Quadrate 

1 ergibt, kann keiner der Faktoren Ct'T selbst echt groBer als 1 werden. 
Die Linearkombination der Eigenwerte mit den Ct'T-Faktoren wird maxi­
mal, wenn Ct'i = 1 und i der Index des groBten Eigenwertes ist. Also 
x = ej .• 

Satz 4.3 (Prototypen des FeV) Sei p E IN, l' E IN<p, D := ffiP, 
X = {Xl,X2, ... ,Xn } ~ D, c:= ffiP x {e E (ffiPtllieili = 1, e;ej = 
o fur i:/; j mit i,j E IN~r}, c E IN, E := Pc(C), b nach (1.7) mit 
mE ffi>l und 

r 

d2 : D x C -+ ffi, (x, (v, e» f-t Ilx - vl1 2 - L:((x - v) T er)2. 
1=1 

Wird b bezuglich allen probabilistischen Clustereinteilungen 
X -+ F(I<) mit I< = {k l , k2, ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorig­
keiten f(xj )(kj) = Uj,j durch f : X -+ F(I<) minimiert, so gilt mit 
kj = (Vi, (ei,l, ei,2, ... , ei,r»: 

Vj 

Cj 
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wobei die Eigenvektoren so sortieri sind, daft die ersien r Eigenvektoren 
die groftten zugehorigen Eigenwerte besitzen. 

Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung f : X -- F(K) mi­
nimiere die Bewertungsfunktion b. Sei also rEIN ~P und k E K 
mit k = (v,(el,e2, ... ,e r )). Dann findet man eine Basiserweiterung 
{er+l, er+2, ... , ep } zu {el, e2, ... , er } so, daB E := {el, e2, ... , ep } eine Or­
thonormalbasis des lRP ist. Der euklidische Abstand ist nach Bemerkung 
4.1 invariant bezuglich der Orthonormalbasis, womit fur die Distanz folgt 

r 

d2(x,(v,(el,e2, ... ,er))) = IIx-vI12 - 2)(x-v)Tet)2 

P r 

L((x - v)T et)2 - L((x - v)T ed 2 

1=1 1=1 

P 

L ((x-v)T et)2 
I=r+l 

Da b(f) minimal ist, folgt notwendig %vb(f) = O. Mit Uj = f(xj)(k) 
folgt also fUr alle e E lRP 

o = 
a n {) L Ujd2(Xj, (v, (el, e2, ... , er))) 
v j=l 

a n P 

av ?: Uj L ((Xj - v)T el)2 
J=l I=r+l 

n P a 
?:Uj L av((Xj-v)T el )2 
J=l I=r+l 

n P 

LUj L -2(xj-v)Tel·eTel 
j=l I=r+l 

Da diese Gleichung fUr alle e gilt, muB der linke Ausdruck der letzten 
Gleichung identisch Null sein. Dieser Ausdruck ist jedoch eine Linear­
kombination von p - r - 1 orthonormalen Basisvektoren, so daB es nur 



4.1 Der Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus 95 

eine tri viale N ullsumme gi bt. Also folgt fur jedes I E {r + 1, r + 2, ... , p} 

o 

Die letzte Gleichung sagt aus, daB sich die l-te Koordinate von v im E­
System aus den I-ten Koordinaten der Xj im E-System ergibt. Fiihren 
wir also eine Koordinatentransformation 1/J : IR,P --+ IRP ein, die die Vek­
toren des IRP von den Standardkoordinaten in E-Koordinaten uberfUhrt, 
so liest sich diese Gleichung als 

.1.( ) _ 2:7=1 Uj1/J(Xj)1 
'1/ V 1 - n , 

2:j =l Uj 
( 4.1) 

wobei mit Yl die /-te Koordinate eines Vektors Y bezeichnet sei. Die 
Koordinaten r + 1, r + 2, ... , p sind somit gegeben. Da die erst en r Basis­
vektoren unsere Mannigfaltigkeit aufspannen, konnen wir fUr sie belie­
bige Koordinaten annehmen, da wir stets innerhalb der Mannigfaltigkeit 
bleiben, d.h. die Distanz von Datum zu Mannigfaltigkeit nicht andern. 
Wir wahlen daher diese Koordinaten analog zu (4.1). Damit laBt sich v 
als 

1/J(v) = 2:7=lnUj1/J(Xj) 
2:j =l Uj 

( 4.2) 

schreiben. Da die Abbildung 1/J als lineare Abbildung mit 1/J(IRP) = IRP 
ein Vektorraum-Isomorphismus ist (und damit auch 1/J-1), folgt aus (4.2): 

v = 1/J-1(1/J(v)) 

1/J-1 (2:7=lnUj1/J(Xj)) 
2:j =l uJ 

2:7=1 Uj 1/J-1 (1/J(Xj )) 

2:7=1 Uj 

2:7=1 UjXj 

2:7=1 Uj 
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Es bleibt die Wahl der Richtungsvektoren der Mannigfaltigkeit. Ohne 
Beschriinkung der Allgemeinheit sei nun der Positionsvektor der Mannig­
faltigkeit der Nullvektor. Da die Richtungsvektoren nur in Ausdrticken 
vorkommen, die nicht-positiv in die Bewertungsfunktion einflieBen, be­
deutet die Minimalitat der Bewertungsfunktion an der Stelle J, daB 
",n (T)2 ",n T( T) T (",n T) foo, L.Jj=l Uj Xj e/ = L.Jj=l Uje/ XjXj e/ = e/ L.Jj=l UjXjXj e/ ur Je-
des I E IN <r maximal ist. Mit Bemerkung 4.2 folgt dann, daB die e/ , 

I E IN~r , die r Eigenvektoren der Matrix L:j=l UjXjxJ mit den groBten 
zugehorigen Eigenwerten sind .• 

Abbildung 4.1: FCV-Analyse Abbildung 4.2: FCV-Analyse 

Mit den Clustereinteilungen aus Abbildung 4.1 und 4.2 zeigt der 
Fuzzy-c-Varieties seine Eignung flir die Erkennung von Linien . Die drei 
gekreuzten Linien wurden ebenso gut erkannt wie die vier Begrenzungen 
des gedrehten Rechtecks. Anhand der Zugehorigkeiten in diesen bei­
den Abbildungen liiBt sich aber bereits erkennen , daB die Gebiete hoher 
Zugehorigkeit tiber die Geradenstlicke hinausgehen. Ftir die Bildverar­
beitung liegt das Interesse eigentlich gar nicht bei Geraden, sondern bei 
Geradenstiicken, da die Begrenzungslinien abgebildeter Gegenstiinde im­
mer von endlicher Liinge sind. Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, 
eine Gerade, hat aber unendliche Ausdehnung. Bei den Abbildungen 4.1 
und 4.21iegen im weiteren Verlauf der Geraden keine Daten mehr, so daB 
die unendliche Ausdehnung der Cluster hier zu keinen unerwiinschten 
Nebeneffekten flihrt. Dies ist in Abbildung 4.3 jedoch ganz anders. 
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Je zwei der vier Geradenstiicke in diesem Beispiel liegen auf einer 
Geraden. Da jedes Cluster unendliche Ausdehnung hat , erkennt der 
Algorithmus je zwei Geradenstucke korrekt als eine Gerade. Fur eine 
optimale Einteilung im Sinne der Minimierung der Bewertungsfunktion 
reichen dem FCV zwei Cluster. Die optimale Einteilung im Sinne der 
Bildverarbeitung bezieht sich aber auf Geradenstucke , also eine Eintei­
lung in vier Cluster. Fiir den FCV sind zwei Cluster zuviel vorhanden. 
Die Zugehorigkeiten zu diesen Clustern sind allesamt sehr gering, weil 
die Daten bereits auf zwei Cluster verteilt wurden. Nur an den Stellen, 
an denen die iibrigen Cluster wegen ihrer unendlichen Ausdehnung die 
anderen Cluster schneiden, gibt es auch fUr diese hohere Zugehorigkei­
ten. 1m Extremfall werden dadurch aber nur zwei Daten (auf jedem 
Schnittpunkt eins) den iiberzahligen Clustern zugeordnet . Diese weni­
gen hohen Zugehorigkeiten sorgen dann fur die Stabilisierung in dieser 
(willkiirlichen) Lage , da keine weiteren Daten EinfluB auf die Lage der 
Cluster nehmen. 

Abbildung 4.3: FCV-Analyse 

In diesem Beispiel spielte auch die Initialisierung der Prototypen fUr 
das Clusterergebnis eine Rolle. StandardmaBig sind die Prototypen ent­
lang cler x-Achse aquiclistant initialisiert. Mit dieser Vorgabe erkennt 
cler Algorithmus vier beinahe par allele , senkrechte Linien in Abbildung 
4.3. Die Initialisierung liegt also nahe einem lokalen Minimum . Daher 
wurde eine Fuzzy-c-Means-Initialisierung uber 5 Iterationsschritte vor-
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geschaltet. Dadurch wandern die Prototypen aufgrund der recht weit 
auseinanderliegenden Cluster schon in die Nahe der intuitiven Prototy­
pen. Dennoch sind durch die unendliche Ausdehnung der Geradencluster 
die kollinearen Geradenstucke wieder zusammengefaBt worden. 

Abbildung 4.4: FCV-Analyse 

Lokale Minima sind verstarkt zu beobachten, je mehr Cluster einzu­
teilen sind. Abbildung 4.4 zeigt so einen Fall. Werden im Verlauf des 
Algorithmus die Daten durch einige wenige Cluster fast unter sich aufge­
teilt, so kannen durch die unendliche Ausdehnung der Cluster aIle rest­
lichen Daten - trotz groBer Entfernung voneinander - von den ubrigen 
Clustern abgedeckt werden . In Abbildung 4.4 sorgen die langen Kanten 
des unteren Rechtecks durch ihre hohe Zahl von Bildpunkten fur eine 
schnelle Ausrichtung aller Cluster in dieser Richtung. Durch nur zwei 
Cluster wird nun ein GroBteil der Daten erfaBt. Die restlichen Cluster 
decken den Rest der Daten durch ihre relativ groBe Anzahl und parallele 
Ausrichtung fiachig abo Mag dieses Analyseergebnis im Sinne der Be­
wertungsfunktion auch (lokal) optimal sein, im Sinne der Bilderkennung 
ist sie es jedenfalls nicht. Fur die Bildverarbeitung ist der Algorithmus 
zur Erkennung von Geradenstucken nur bedingt zu gebrauchen . 

Eine magliche Lasung dieses Problems wurde von Bezdek [8] vorge­
schlagen und beruht auf einer Anderung der Distanzfunktion. Urn auch 
die Ausdehnung der Daten innerhalb des affinen Teilraums zu beruck­
sichtigen, wircl cler euklidische Abstancl cler Daten zum Positionsvektor 
v des Prototypen (v, e) in einem bestimmten Verhaltnis zur bereits be-
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kannten Distanzfunktion addiert: 

Bei Wahl der Prototypen nach Satz 4.3 leistet der resultierende Fuzzy-c­
Elliptotypes-Algorithmus im Sinne der Erkennung von Geradenstucken 
bessere Arbeit. Durch den Faktor (l' kann eine Deformation der Clu­
ster von kugelformig ((l' = 0) bis linear ((l' = 1) erfolgen. Fur die For­
men zwischen den Extremen schuf Bezdek den Begriff Elliptotype . Mit 
(l' = 0.9 lassen sich einige der FCV-Problemfalle bereits erfolgreich clu­
stern. Der (l'-Wert ist jedoch fur aIle Cluster einmalig zu wahlen. (Siehe 
auch Abschnitt 4.2.) 

Abbildung 4.5: i = 0 Abbildung 4.6: i = 10 

Ein wei teres Problem ergibt sich beim Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus 
bei dem Versuch, eine possibilistische Clustereinteilung vorzunehmen. 
Entlang einer Geraden sind die Abstande der Daten sehr gering, woraus 
hohe Zugehorigkeiten zu dieser Geraden folgen. Durch die Normierung 
der Zugehorigkeiten beim probabilistischen Clustering wurden automa­
tisch die Zugehorigkeiten dieser Daten zu den anderen Clustern sehr 
gering. Dieser Zwang besteht beim possibilistischen Clustering nicht 
mehr. Bereits im ersten Schritt des possibilistischen Clustering wan­
dern die beiden Cluster der kurzeren Geradenstiicke aus Abbildung 4.5 
ein Stuck in Richtung Rechteckmittelpunkt. Das liegt daran, daB die 
Punkte der langeren Linien in der Nahe der kurzen Kanten nun eine 
hohere Zugehorigkeit zu den Clustern der kurzen Kanten bekommen. 
Der im Vergleich vie! geringere Abstand zu den Clustern der langeren 
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Abbildung 4.7: i = 20 Abbildung 4.8: i = 40 

Kanten wird bei der Vergabe der Zugehorigkeiten nicht beriicksichtigt. 
So wandern die Cluster allesamt in Richtung Rechteckzentrum. Dabei 
konnen die kiirzeren Kanten ein grofieres Stuck wandern, da die Cluster 
gegeniiber den langeren Kanten von weniger Daten in ihrer Lage gehalten 
werden. Abbildung 4.6 zeigt den Zustand nach zehn Schritten. Durch 
die ungleichmiiBige Verteilung der Daten auf den Rechteckbegrenzun­
gen kann es passieren, daB eine Gerade nicht parallel zur urspriinglichen 
Geraden verschoben wird. Diese Tendenz ist nach 20 Iterationsschrit­
ten beim oberen Cluster schon zu beobachten, wie Abbildung 4.7 zeigt. 
Nach 40 Iterationsschritten, Abbildung 4.8, ist das Endergebnis abzuse­
hen, beide Cluster der kiirzeren Rechtecklinien wandern stark aus und 
drehen sich auf die Lage der liingeren Linien. Das (ehemals) obere Clu­
ster deckt sich bereits mit dem rechten Cluster, die Clustereinteilung ist 
unbefriedigend. 

4.2 Der Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algo­
rithmus 

Urn Geradenstiicke statt der Geraden erkennen zu konnen, wurde der 
Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus entwickelt. Indem kunstlich die 
Ausdehnung der Geraden beriicksichtigt wird, werden weiter entfernt lie­
gende Geradenstiicke auch unterschiedlichen Clustern zugeordnet. Wie 
bereits im letzten Abschnitt erwiihnt, wird gegeniiber dem Fuzzy-c-
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Varieties eine modifizierte Distanzfunktion verwendet. Mit den Bezeich­
nungen aus Satz 4.3 definieren wir 

d2 : D x C -+ ffi, 

r 

Ilx - vW - a L((x - v)T ej)2 
j=l 

Durch die Wahl von a kann die Form von punktformigen Clustern 
(a = 0) uber elliptische Formen (a E ]0, 1[) bis zu Geraden (a = 1) 
verandert werden. Bei einem fur aIle Cluster konstanten Wert a ist diese 
Modifikation des Fuzzy-c-Varieties als Fuzzy-c-Elliptotypes bekannt [8]. 
Dave machte einen Vorschlag zur Wahl von a fUr jedes einzelne Cluster 
[16]. Sind mit den Bezeichnungen von Satz 4.3 fur das Cluster k i die 
Eigenwerte der Matrix Ci durch Ai,l, Ai,2, ... , Ai,p in absteigender Rei­
henfolge gegeben, so wahle fur i E IN:::;c: 

A' 
aj = 1 - >."p. 

i) 1 

Die Bestimmung der Prototypen k i erfolgt weiterhin nach Satz 4.3. 

Abbildung 4.9: AFC-Analyse Abbildung 4.10: AFC-Analyse 
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Diese heuristisch begrundete Verbesserung funktioniert nur fur den 
zweidimensionalen Fall gut. Die Eigenwerte liefem eine Aussage iiber die 
Ausdehnung der Fuzzy-Streumatrix in Richtung der Eigenvektoren. Bei 
einem linearen Cluster ist eine der beiden Ausdehnungen Null, wodurch 
0:' den Wert Eins annimmt. In diesem Fall verhiilt sich das Cluster wie 
beim Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus. Handelt es sich nicht urn eine ideale 
Gerade, so bestimmt das Verhiiltnis von kiirzerer zu liingerer Ausdeh­
nung den 0:'-Wert. Je weiter sich die Eigenwerte aneinander anniihern, 
desto kugelformiger ist das Cluster. In diesem Fall niihert sich 0:' dem 
Wert Null. Das Cluster verhiilt sich also wie beim Fuzzy-c-Means. 

Bei Geraden im dreidimensionalen Raum funktioniert dieser Ansatz 
bereits nicht mehr. Liegen die Daten exakt in einer Ebene, so ist die 
Ausdehnung senkrecht zur Ebene Null. Also wird ein Eigenwert eben­
falls Null sein. Damit wird 0:' automatisch Eins, es wird nach idealen 
Geraden gesucht, obwohl das Cluster innerhalb der Ebene kreisformige 
Ausdehnung haben kann. 

Abbildung 4.11: AFC-Analyse 

Die Beschriinkung auf den zweidimensionalen Fall und damit auf die 
Erkennung von Geraden(stucken) bedeutet fUr die Bildverarbeitung je­
doch keine Einschriinkung. So wird der Quader aus Abbildung 4.9 yom 
Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus richtig erkannt. Und auch der 
Datensatz aus Abbildung 4.4, bei dem sich zwei Rechtecke gegenseitig 
durchdringen und damit die richtige Trennung der Daten erschweren, 
wird entsprechend der Intuition geclustert, wie Abbildung 4.10 zeigt. 

Allerdings lost der Algorithmus das Problem aus Abbildung 4.3 nicht 
giinzlich. Die Abbildungen 4.11, 4.12 und 4.13 zeigen iihnliche Da-
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Abbildung 4.12: AFC-Analyse Abbildung 4.13: AFC-Analyse 

tensatze. Dabei wurden offensichtlich nur die beiden letzten Abbildun­
gen richtig erkannt, wahrend bei der ersten Abbildung yom Fuzzy-c­
Varieties-Algorithmus bekannte Probleme auftreten, die aus der Cluster­
ausdehnung resultieren: Die Geradenstucke links unten und rechts oben 
wurden als ein Cluster erkannt. (Dies erkennt man an dem kleinen Qua­
drat etwa in der Mitte der beiden Cluster, welches den Positionsvektor 
des Clusters kennzeichnet. Wurde das zu diesem Vektor gehOrige Cluster 
nur eines der Geradenstiicke approximieren, lage der Vektor etwa im Zen­
trum des jeweiligen Geradenstiicks.) Der Adaptive-Fuzzy-Clustering­
Algorithmus versucht durch die Wahl des O:'-Parameters fur jedes Clu­
ster die Ausdehnung der Geradencluster anzupassen. Der Datensatz aus 
Abbildung 4.12 weist nun eine groBere Streuung der Daten entlang der 
Geraden auf. Mit der wachsenden Streuung wird der Eigenwert des zum 
Geradenvektor orthogonalen Eigenvektors groBer. Dadurch wachst auch 
der Quotient der Eigenwerte, 0:' wird kleiner, und der Algorithmus sucht 
nach kiirzeren, elliptischen Clustern. Durch die Streuung wird direkt auf 
die 0:'-Werte EinfluB genommen und damit auf die Clustereinteilung. 

Auch durch das Auseinanderziehen der Cluster, wie in Abbildung 
4.13 zu sehen, kann die ursprunglich schlechte Einteilung des Daten­
satzes aus Abbildung 4.11 verbessert werden. Abhangig von den 0:'­

Faktoren geht der euklidische Abstand der Daten yom Ursprung der 
Mannigfaltigkeit ein, so daB auch durch Variation der Clusterabstiinde 
unterschiedliche Einteilungen erreicht werden. Bei ublichen 0:'-Werten 
nahe Eins mussen die Abstande zwischen den Clustern deutlich groBer 
als die Abstande der Daten von der Geraden sein, urn EinfluB auf die 
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Lage der Cluster nehmen zu konnen. Bei Abbildung 4.11 sind die Clu­
sterabstande fUr die ermittelten a-Werte zu gering, urn eine Trennung 
der Cluster bewirken zu konnen, bei Abbildung 4.13 reichen sie aus. 

Speziell bei den eben betrachteten Datensatzen lieBe sich durch eine 
Fuzzy-c-Means-Initialisierung ein besseres Ergebnis erzielen, da in diesen 
Datensatzen nach dem FCM schon fast eine richtige Einteilung der Daten 
vorliegt. Bei kreuzenden Linien ist eine Fuzzy-c-Means-Initialisierung 
jedoch nicht mehr gewinnbringend, das Problem kann dann in anderer 
Form erneut auftauchen. 

Abbildung 4.14: AFC-Analyse Abbildung 4.15: P-AFC-Analyse 

Die bisherigen Beispiele hatten samtlich die Erkennung von Gera­
denstiicken zum Ziel, der Algorithmus ist aber auch in der Lage, ellipti­
sche oder kreisformige Cluster zu erkennen. Einen gering verrauschten 
Datensatz aus vier Geradenstiicken und einer Punktwolke zeigt Abbil­
dung 4.14. Der Algorithmus erkennt die Formen gut. Interessanter­
weise ist beim Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus auch possibilisti­
sches Clustering durchfiihrbar, wie Abbildung 4.15 zeigt. Beim FCV­
Algorithmus war es der EinfluB der angrenzenden Rechteckkanten, der 
eine Degeneration der Einteilung bewirkte (siehe Abbildung 4.5) . Durch 
die zusatzliche Beriicksichtigung des euklidischen Abstandes zum Posi­
tionsvektor bekommen diese Daten nun ein etwas groBeres DistanzmaB, 
was offenbar bereits ausreicht, die Degeneration zu verhindern. 

Verschiebt man die Punktwolke des letzten Beispiels parallel zur lin­
ken Kante des Rechtecks nach unten, so gerat sie in den EinfluB des unte­
ren Geradenclusters. Da die Zugehorigkeiten des unteren Clusters auch 
iiber das eigentliche Geradenstiick hinaus sehr hoch sind, fUhrt diese Mo-
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difikation zu einem Auswandern des Geradenclusters in Richtung Punkt­
wolke, das auch von einem possibilistischen Durchlauf nicht mehr kor­
rigiert wird. Zwar ist beim Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus die 
Ausdehnung der Cluster nicht mehr grundsiitzlich unendlich, aber bei 
Clustern in Geradenform immer noch sehr groB. So konnen die yom 
Fuzzy-c-Varieties bekannten Probleme ebenfalls auftauchen. Intuitiv 
sollten die Zugehorigkeiten mit Ende des Geradenstiicks deutlich schnel­
ler abnehmen, als es auch beim Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus 
der Fall ist. 

Aus Sicht der Implementation iindert sich gegeniiber dem Fuzzy-c­
Varieties-Algorithmus kaum etwas, da die Eigenwerte fiir die Berechnung 
der Prototypen ohnehin herangezogen wurden. Der Mehraufwand zur 
Ermittlung der Q-Werte ist vernachliissigbar gering. 

4.3 Der Gustafson-Kessel- und der Gath­
Geva-Algorithmus 

Der Gustafson-Kessel- und der Gath-Geva-Algorithmus wurden bereits 
in den Abschnitten 2.2 und 2.3 vorgestellt. In den Beispieldaten der 
entsprechenden Abschnitte sind auch Linien enthalten, die von den Al­
gorithmen gut erkannt wurden. Daher soIl en diese Algorithmen in die­
sem Abschnitt erneut auf die Erkennung von Linien getestet werden, 
urn einen Vergleich mit dem Fuzzy-c-Varieties- oder Adaptive-Fuzzy­
Ciustering-Algorithmus zu ermoglichen. AIle Beispiele dieses Abschnitts 
wurden ausschlieBlich mit dem Gustafson-Kessel-Algorithmus geclustert. 
Mit dem Gath-Geva-Algorithmus wurden iihnliche Ergebnisse erzielt, fiir 
einen Vergleich der Algorithmen siehe Abschnitt 2.3. 

Wie die Abbildungen 4.16 und 4.17 zeigen, ist der Gustafson-Kessel­
Algorithmus ebenfalls in der Lage, die Daten, mit denen der Fuzzy-c­
Varieties Probleme hatte, korrekt einzuteilen. Beriicksichtigt man den 
hohen Aufwand zur Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren, so 
ist der Gustafson-Kessel-Algorithmus yom Rechenaufwand her auch dem 
Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus ebenbiirtig. (Abbildung 4.17 
wurde yom AFC ebenfalls korrekt geclustert, auch wenn die Einteilung 
nicht abgebildet wurde.) 

Beim Datensatz aus Abbildung 4.14 liefert der Gustafson-Kessel 
ebenfalls ein gutes Ergebnis. 1m Vergleich der possibilistischen 
Durchliiufe (Abbildung 4.15 und 4.19) ist ein unterschiedliches Verhal­
ten der beiden Algorithmen deutlich zu erkennen. Die Gustafson-Kessel-
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Abbildung 4.16: GK­
Analyse 

Abbildung 4.18: GK-Analyse 

4 Linear-Clustering-Verfahren 

Abbildung 4.17: GK-Analyse 

Abbildung 4.19: P-GK-Analyse 

Cluster scheinen enger abgegrenzt, die Gebiete hoher Zugehorigkeit sind 
schmaler. Die Punktwolke wird von den beiden Algorithmen sehr un­
terschiedlich geclustert. Die extrem langgestreckten Ellipsen fUr die Ge­
radencluster deformieren beim Gustafson-Kessel den Abstand senkrecht 
zur Gerade so stark, daB auch relativ nahe Punkte nur geringe Zugehorig­
keiten bekommen. Diese werden dann dem haufenformigen Cluster zu­
geordnet. Beim Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus geschieht keine 
derartige Verzerrung, Punkte nahe der Geraden werden der Geraden 
auch zugeordnet. 

Bei den drei Datensiitzen aus Abbildung 4.11,4.12 und 4.13 zeigt sich 
der Gustafson-Kessel iiberlegen. Bei vier zu erkennenden Clustern ent­
sprach die resultierende Einteilung jedes Mal der intuitiven Vorstellung. 
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Die Variation der Streuung oder der Entfernung hatte keinen negati­
ven EinfluB auf die Einteilung. Stattdessen waren die Analyseergebnisse 
fUr c = 2 schlechter als beim Adaptive-Fuzzy-Clustering-Algorithmus, 
es wurden jeweils die beiden linken beziehungsweise rechten Cluster zu­
sammengefaBt. 

1st der Gustafson-Kessel- (oder Gath-Geva-) Algorithmus bereits im­
plementiert worden, so ist aus Sicht der gezeigten Beispieldaten eine Ver­
wendung der speziellen Linien-Algorithmen nicht unbedingt erforderlich. 
Bei einigen Beispielen scheinen die klassischen Algorithmen bei der Er­
kennung von Geradenstiicken sogar etwas iiberlegen. 

4.4 Rechenaufwand 

Die Datensiitze dieses Abschnitts enthielten zwischen 50 und 200 Daten. 
Bei den einfachen FCV-Beispielen benotigte der Algorithmus nur wenige 
(~ 10), im Problemfall 4.4 allerdings 87 Schritte. Die Analysen des 
AFC-Algorithmus wurden in 20 bis 50 Schritten berechnet, der GK­
Algorithmus benotigte im Schnitt 50 (einzige Ausnahme Abbildung 4.17 
mit 184 Schritten). 

Der Vergleich der Zeitindizes bei den drei Linear-Clustering­
Verfahren zeigt nur geringe Unterschiede - zumindest im zweidimensio­
nalen Fall: TFcv = 1.46.10-4 , TAFC = 1.48.10-4 und TGK = 1.47.10-4 . 

Der Aufwand zur Invertierung einer 2 x 2-Matrix war bei der verwende­
ten Implementation nahezu identisch mit dem Aufwand zur Suche nach 
den Eigenwerten und Eigenvektoren der Matrix. Diese Ausgeglichenheit 
muB bei hoherdimensionalen Analysen jedoch nicht gegeben sein. 



Kapitel5 

Shell-Clustering­
Verfahren 

Sind fiir die Solid-Clustering-Verfahren aus Kapitel 2 und die Linear­
Clustering-Verfahren aus Kapitel4 noch viele verschiedene Anwendungs­
gebiete denkbar, so kommen wir nun zu den recht speziellen Shell­
Clustering-Verfahren. Statt nach elliptischen Clustern suchen wir nun 
nach deren Hiille (Shell) oder Kante. Natiirlich sind Anwendungen denk­
bar, bei denen bestimmte MeBdaten auf der Hiille eines Hyperellipsoiden 
liegen, deren Parameter wir mit diesen Verfahren bestimmen konnen. 
Die Hauptanwendung dieser Verfahren liegt jedoch - auch wegen ihres 
hohen Rechenaufwandes in hoheren Dimensionen - in der Bildverarbei­
tung. 

Bevor diese Verfahren auf echte Aufnahmen angewendet werden 
konnen, ist jedoch eine Vorverarbeitung notwendig. Wir sind bisher 
immer von scharfen Datenmengen ausgegangen, die im Falle der Bilder­
kennung die Koordinaten aller gesetzten Bildpunkte enthalten. Wollen 
wir die Parameter einer kreisformigen Platte in einem Bild bestimmen, 
so mussen wir die Bilddaten erst so behandeln, daB wir nur die Konturen 
der Platte in die Datenmenge iibernehmen. Diese Aufgabe iibernehmen 
sogenannte Konturoperatoren fiir uns, die die Pixelintensitiit aus dem 
Wechsel der Helligkeit neu bestimmen. Befinden wir uns mitten in ei­
ner einfarbigen Fliiche, so gibt es keinen Helligkeitswechsel, das Pixel 
bekommt eine geringe Intensitiit. Eine Objektkante erkennen wir daran, 
daB links und rechts von der Kante unterschiedliche Helligkeiten vor­
liegen, je nach Kontrast bekommen wir so eine hohe Intensitiit fiir die 
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Pixel. In die Datenmenge fiir die Fuzzy-Clusteranalyse nehmen wir nun 
aIle Punkte auf, die nach der Bearbeitung mit dem Konturoperator eine 
gewisse MindestintensiUit besitzen. Auf diese Weise gehen natiirlich In­
formationen iiber die Eindeutigkeit der abgebildeten Kanten verloren, 
weil wir nach der Anwendung des Schwellwertes die IntensiUit der Da­
ten nicht weiter unterscheiden kennen. Auf der anderen Seite sind in 
echten Aufnahmen die wenigsten Pixel von gleicher Helligkeit, sondern 
aufgrund von Strukturen oder Reflexen gibt es auch in eigentlich ge­
schlossenen FHichen gewisse Helligkeitsunterschiede. Entsprechend lie­
fert der Konturoperator auch geringe Intensitiitsschwankungen fiir fast 
aIle Pixel. Wollten wir aIle diese Daten als Grauwerte mit in die Ana­
lyse iibernehmen, so besteht unser Datensatz sehr schnell aus mehreren 
hunderttausend Daten, die wir mit den vorgestellten Methoden nicht 
mehr in angemessener Zeit handhaben kennen. Die Anwendung eines 
Schwellwertverfahrens zur Reduzierung der Daten auf einige tausend Pi­
xel ist anzuraten. Wir miissen die Information iiber ihre Intensitiit, d.h. 
Giite der dargestellten Kontur, aber nicht unbedingt ignorieren. Liegt 
die Intensitiit als ein Gewicht Wj E [0,1] fiir jedes Xj E X vor, liiBt 
sich Wj als zusiitzlicher Faktor in die Bewertungsfunktion einbringen: 
2:~=1 2:7=1 wju'!:jdl,j' In den Ableitungen der Prototypen bleiben diese 
Faktoren unveriindert erhalten, so daB sich mit geringem Aufwand auch 
eine Analyse von Grauwertbildern vornehmen liiBt. 

5.1 Der Fuzzy-c-Shells-Algorithmus 

Der erste Algorithmus zur Erkennung von Kreis-Konturen (Fuzzy-c­
Shells, FCS) wurde von Dave [14] angegeben. Jedes Cluster wird durch 
seinen Kreismittelpunkt v und Radius r charakterisiert. Der (eukli­
dische) Abstand eines Datums x vom Kreis ergibt sich dann durch 
Ilix - vll- r I. Dies fiihrt zu 

Satz 5.1 (Prototypen des FCS) Sei p E IN, D := IRP, X = 
{Xl, X2,"" xn} ~ D, C := IRP x IR>o, c E IN, E := Pc(C), b nach 
(1.7) mit m E IR>1 und 

d2 : D x C _ IR, (x, (v, r» J--Io (II x - v II - r) 2 • 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X - F( I<) 
mit I< = {k1' k2, ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( Xj)( ki) = 
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Ui,j durch f: X -+ F(J{) minimiert, so gilt mit k i = (Vi, ri): 

o = t U2j ( 1 - Ilxj ~ viii) (Xj - V;) (5.1) 

n 

o = L ui,j (11Xj - vdl- r;) . (5.2) 
j=l 

Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung f : X -+ F(J{) mi­
nimiere die Bewertungsfunktion b. Sei i E IN ~c und ki = (Vi, ri) E J{. 
Dann ist die partielle Ableitung von b nach ri und die Richtungsableitung 
von b nach Vi notwendig Null. Also gilt fUr aile ~ E I1V: 

o = ~b 
OVi 

t U2j o~. (1lxj - vdl- r;)2 
j=l ' 

n 0 
2 L U2j(llxj - vill- ri)"[f;v(xj - vif (Xj - v;) 

j=l ' 
n T) ( T 

2 L U2j(llxj - vill- ri) -~ (Xj - Vi -T Xj - V;) ~ 
j=l 2J(Xj - V;) (Xj - V;) 

-2 t u2j(llxj - vill- r;) Ilxj ~ viii (Xj - V;) T ~ 

-2 (t Urj (1- Ilxj ~ ",II) (Xj - V;)T) , 

Da der letzte Ausdruck fi.ir aile ~ E IR,P verschwindet, ist 

0= t ui,j ( 1 - Ilxj ~ viii) (Xj - Vi) 

dazu iiquivalent. Ebenso folgt fUr die Ableitung nach ri: 

o = ~b ori 

t U2j o~. (1lxj - vill- r;)2 
j=l ' 
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n 

-2 L u7,'j(llxj - vill- rd 
j=l 

n 

¢:} 0 L urj(llxj - vill- rd· 
j=l 

Damit sind die Gleichungen (5.1) und (5.2) gezeigt. • 

Leider liefert Satz 5.1 keine explizite Berechnungsvorschrift fur die 
Bestimmung der Prototypen. Die Gleichungen (5.1) und (5.2) bilden 
ein nicht-lineares, gekoppeltes (p + 1 )-dimensionales Gleichungssystem 
mit Unbekannten der Dimension p + 1. Dieses kann zum Beispiel mit 
dem Newton-Verfahren iterativ gelost werden. Dabei bietet es sich an, 
bei jeder Newton-Iteration als Startwert das Ergebnis des letzten FCS­
Schrittes zu verwenden. Beim ersten Iterationsschritt des Fuzzy-c-Shells 
konnen die Kreismittelpunkte durch den Fuzzy-c-Means, die Radien fUr 
i E IN ~c durch 

2::7=1 u7,'j llxj - viii 
rj = n m (5.3) 

2::j =l Ui,j 

initialisiert werden. Dieser Ausdruck bestimmt den mittleren Abstand 
des Kreismittelpunktes zu den zugehorigen Daten. 

Abbildung 5.1: FCS-Ana­
lyse 

Abbildung 5.2: FCS-Analyse 

Der Algorithmus liefert bei der Erkennung von Kreisen gute Ergeb­
nisse. Die drei Kreise aus Abbildung 5.1 werden trotz 30 Stordaten 
bereits vom probabilistischen Algorithmus sehr gut erkannt. Und auch 
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die Daten der fiinf verschachtelten Ringe aus Abbildung 5.2 werden sau­
ber getrennt. Bei dieser Abbildung wurde eine andere Darstellungsart 
gewiihlt. Die gewohnte Wiedergabe der Zugehorigkeiten wie in Abbil­
dung 5.1 wird bei steigender Clusterzahl extrem uniibersichtlich. In 
Abbildung 5.2 wurde die plobabilistische Einteilung possibilistisch dar­
gestellt, indem einfach alle Ausdehnungsfaktoren konstant gewiihlt wur­
den. Wir werden diese Art der Darstellung aufgrund der besseren Uber­
sichtlichkeit ebenso fUr alle folgenden Kapitel beibehalten. 

Auch wenn die Daten keinen Vollkreis beschreiben, erkennt der 
Fuzzy-c-Shells-Algorithmus die zugrundeliegenden Kreise recht gut, wie 
beim linken, unteren Cluster aus Abbildung 5.3. Beim oberen, linken 
Cluster erreicht das erkannte Cluster sicherlich geringe Distanzen zu 
den zugehorigen Daten, entspricht aber nicht der gewiinschten intui­
tiven Einteilung. Ein Analyseergebnis wie in diesem Fall kann leicht 
resultieren, wenn das Kreissegment sehr klein ist. Ratte das Cluster 
zu Beginn eine ganz andere Lage, so bleiben an den Schnittpunkten 
mit anderen Kreisen immer ein paar Daten, die ihre hohe Zugehorigkeit 
behalten. Da sich durch diese Uberbleibsel der alten Clusterform und 
den Daten des kurzen Kreissegments leicht ein Kreis legen liiBt, der alle 
Daten gleichzeitig approximiert, entsteht ein Cluster wie in der Abbil­
dung. Ein iihnliches Phiinomen gibt es auch bei den Linear-Clustering­
Algorithmen, die die Tendenz zeigen, kollineare Daten - ungeachtet ih­
res euklidischen Abstandes - in einem Cluster zusammenzufassen. Ge­
nauso ist auch bei Shell-Clustering-Algorithmen die gegenseitige Niihe 
der zusammengefaBten Daten nicht mehr Voraussetzung. Mit einem 
einzigen Kreiscluster konnen theoretisch drei beliebige Punkthiiufungen 
minimiert werden. Die Anzahl der lokal minimalen Einteilungen steigt 
dadurch betriichtlich. 

Bei den Daten aus Abbildung 5.4 ist der Algorithmus ebenfalls in 
einem lokalen Minimum hiingengeblieben. Teile unterschiedlicher Kreise 
wurden jeweils zu einem Cluster zusammengefaBt. Die Tendenz in einem 
lokalen Minimum zu konvergieren, ist bei sich gegenseitig einschlieBenden 
Kreislinien deutlich groBer als bei den relativ geringen Uberlappungen 
der vorangegangenen Beispiele. Liegt ein Kreis in einem anderen Kreis, 
so kommt er im Laufe der Iteration aus ihm nur schwer wieder hinaus, 
da alle Punkte auBerhalb einen kleineren Abstand zum umschlieBenden 
Kreis haben. Ebenso ist es mit der Uberwindung eines lokalen Maxim­
ums verbunden, wenn zwei zuniichst separat liegende Kreise sich an­
schlieBend umschlieBen sollen. Ob das endgiiltige Analyseergebnis die 
Intuition trifft, hiingt stark von der Initialisierung abo 



114 5 Shell-Clustering- Verfahren 

Abbildung 5.3: FCS-Analyse Abbildung 5.4: FCS-Analyse 

Wie bereits in Kapitel 1 erwahnt, bewirken hohe Werte fiir den Fuz­
zifier m eine Glattung der Bewertungsfunktion, so daB die Auspragun­
gen lokaler Minima verringert werden oder sogar ganz verschwinden. 
Mit Blick auf die letzten Bemerkungen sollte also eine Wahl des Fuzzi­
fiers m > 2 gewinnbringend sein. Tatsachlich erkennt zum Beispiel ein 
FCS-Durchlauf mit m = 8.0 nach einer Fuzzy-c-Means-Initialisierung 
mit m = 10.0 aile Kreise korrekt. (Eine Fuzzifier-Erhahung fiihrt jedoch 
keinesfalls bei allen Beispielen zu einer besseren Einteilung.) In der Lite­
ratur [51] wird vorgeschlagen, Kreisalgorithmen bei ineinanderliegenden 
Kreisen so zu initialisieren, daB die Kreismittelpunkte urn den Mittel­
punkt aller Daten streuen. Dies ist genau das, was man beim FCM durch 
einen hohen Fuzzifier erreicht. 

Der Fuzzy-c-Shells-Algorithmus ist rechnerisch recht aufwendig, da in 
jedem Iterationsschritt eine weitere (Newton-) Iteration durchgefiihrt 
werden muB. In der hier verwendeten Implementation des Algorithmus 
kommt ein modifiziertes Newton-Verfahren nach [20] zum Einsatz. Diese 
Iteration in der Iteration schlagt sich in der natigen Rechenzeit nieder, 
da die einzelnen Schritte des Newton-Verfahrens selbst rechenintensiv 
sind - es muB zum Beispiel die Inverse der Jacobi-Matrix in (fast) je­
dem Schritt berechnet werden. Daher ist es auch empfehlenswert, jedes 
Cluster durch eine eigene Newton-Iteration mit p + 1 Gleichungen zu 
optimieren, statt das System von c· (p + 1) Gleichungen in einer einzigen 
Iteration zu lasen. 1m Fall der Bilderkennung bleiben die Rechnungen 
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mit einer Dimension von p + 1 = 3 dann in einem iibersehaubaren Rah­
men. 

Bezdek und Hathaway zeigten in [10], daB es nicht notig ist, die Glei­
ehungssysteme in jedem Sehritt exakt zu losen. Dadurch wird die Ver­
weildauer innerhalb des Newton-Algorithmus herabgesetzt, aber unter 
Umstanden die Anzahl der Fuzzy-e-Shells-Iterationen erhoht. In der ver­
wendeten Implementierung wurde die Abbruchgenauigkeit in Abhangig­
keit vom Fortschritt der Fuzzy-e-Shells-Iteration gewahlt. SehlieBlich 
maeht es wenig Sinn, die Clusterparameter besonders genau auszureeh­
nen, wenn die Zugehorigkeiten noch sehr starken Schwankungen unter­
legen sind. Stabilisieren sieh jedoeh die Zugehorigkeiten, so kommen wir 
dem endgiiltigen Analyseergebnis naher, und die Einteilung der Cluster 
sollte mogliehst genau erfolgen. 1st 8 die maximale Anderung der Zu­
gehorigkeiten gegeniiber dem letzten (Fuzzy-e-Shells-) Iterationssehritt 
und € die zu erreiehende (Fuzzy-c-Shells-) Genauigkeit, so wurde die 
Newton-Iteration bis zur Genauigkeit max{ €, 100} durehgefiihrt. Eine 
deutliche Erhohung der Fuzzy-c-Shells-Iterationssehritte konnte dabei 
nieht festgestellt werden. Bei Anwendung dieser Variante ist darauf 
zu achten, daB beim Newton-Verfahren mindestens ein Iterationsschritt 
durchgefiihrt wird, aueh wenn schon der Startwert in der Norm unter 
dem Abbruehkriterium liegt. Unterbleibt dieser eine Sehritt, so bleiben 
die Prototypen und damit auch die Zugehorigkeiten identiseh, falls die 
aktuelle (Newton-) Abbruehgenauigkeit iiber der zuletzt erreiehten Ge­
nauigkeit liegt. Da keine Anderung der Zugehorigkeiten vorliegt, endet 
das Programm dann regular wegen Untersehreitung der Abbruchgenau­
igkeit €, obwohl die erreiehte Einteilung nicht minimal ist. 

Dariiber hinaus ist bei der Implementation dar auf zu aehten, daB die 
n Singularitiiten der Gleiehung (5.1) nicht zu einem Programmabbruch 
fiihren. Es kann natiirlich passieren, daB ein Datum genau auf einem 
Kreismittelpunkt liegt, was zu einer Division durch Null fiihrt. Nun ist 
das fiir diesen Fehler verantwortliehe Datum sieher kein besonders typi­
sches Datum des Kreises, auf dessen Mittelpunkt es liegt. Set zen wir in 
diesem Fall statt Null fUr die Distanz einen Wert nahe der Maschinen­
genauigkeit ein, so umgehen wir den Fehlerabbruch ohne das Gesamt­
ergebnis des Fuzzy-c-Shells innerhalb der Reehengenauigkeit maBgeblich 
zu verfalschen. 
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5.2 Der Fuzzy-c-Spherical-Shells­
Algorithmus 

Das groBte Manko des Fuzzy-c-Shells-Algorithmus ist sein hoher Rechen­
aufwand durch die implizite Angabe der Prototypen aus Satz 5.1. Unter 
Verwendung eines anderen DistanzmaBes, des sogenannten algebraischen 
Abstands, lassen sich die Prototypen explizit angeben [56, 44]. Dadurch 
wird die erforderliche Rechenzeit deutlich herabgesetzt. 

Satz 5.2 (Prototypen des FCSS) Sei p E IN, D := IR,P, X = 
{Xl, X2, ... , xn} ~ D, C := IR,P x IR>o, c E IN, E := Pc(C), b nach 
(1.7) mit m E IR>l und 

d2 : D x C -+ IR, (x, (v, r)) ........ (11x - vW - r2)2. 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F( K) 
mit K = {kl' k2, ... , kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten !(Xj )(ki ) = 
Ui,j durch!: X -+ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi, ri): 

und 

qi 

Hi 

Wi 

Sj 

Vi 

ri 

n 

'"' U '71, s)' ~ I,) 

j=l 

1 T 
-2"(q;,l, qi,2, ... , qj,p) 

2(xJ Xj)Yj fiir allej E IN$n 

Yj (Xj,1,Xj,2,oo.,Xj,p,1)T fiirallejEIN$n. 

Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung ! : X -+ F(K) mini­
miere die Bewertungsfunktion b. Die algebraische Distanz d2(x, (v, r)) = 
(1Ix-vI1 2 _r2)2 liiBt sich als d2(x, (v, r)) = q T M q+s T q+b schreiben, wo­
bei q = (-2Vl' -2V2' 00., -2vp, v T v-r2), M = yyT, Y = (Xl, X2, 00., xp, 1), 
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S = 2( x T x)y und b = (x T x)2. AIle unbekannten GraBen tauchen aus­
schlieBlich in q auf. Fassen wir b als Funktion von qi statt (Vi, 7'i) auf, so 
folgt aus der Minimalitat von b an der Stelle f notwendig -ee b = 0 fUr 

q. 

aIle i E IN ~c. Also gilt fur aIle ~ E ffiP+1: 

o = 

n 

L U~j(~T Mjqi + qi Mj~ + ~T Sj) 
j=1 

n 

L U~j(~T Mjqi + (Mjqi) T ~ + ~T Sj) (Mj symmetrisch) 
j=1 

n 

L U~j(~T Mjqj + (~T MHi) T + ~T Sj) (~T MHi E ffi1X1) 

j=1 

~T (t u~j(2MHi + Sj)) . 
J=1 

Da der letzte Ausdruck fur aIle ~ E ffiP+1 verschwindet, folgt 

o 

qi 

L:J=1 U'f:j (2Mj qi + Sj) 

2 (L:J=1 u'f:jMj) qj 

-~ (L:J=1 uijMj ) -1 (L:J=1 u'f:jSj) 

1H- 1 
-"2 i Wi· 

Die Matrix Hi ist invertierbar, sofern (p + 1) linear unabhangige Daten 
in der Datenmenge X enthalten sind. Aus q lassen sich dann direkt, wie 
im Satz angegeben, Kreismittelpunkt und Radius ermitteln .• 

Es liegen damit zwei Algorithmen zur Kreiserkennung vor, die sich 
durch ihre Distanzfunktion unterscheiden. Beim Fuzzy-c-Spherical­
Shells-Algorithmus geht der Abstand der Daten vom Kreismittelpunkt 
quadratisch ein. Damit bekommen Daten innerhalb und auBerhalb ei-
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nes Kreises bei gleichem euklidischen Abstand von der Kreislinie unter­
schiedliche Distanzen zugewiesen. Zu einem Kreis mit Radius ~ urn den 

Ursprung hat das Datum (1, 0) E IR? die Distanz (1- ~)2 = t6 = 0.5625 
und das Datum (0,0) E IR? die Distanz (0 - ~)2 = l6 = 0.0625. 
Der Fuzzy-c-Spherical-Shells reagiert damit auf Stordaten auBerhalb des 
Kreises starker als auf Daten innerhalb des Kreises. Das bedeutet aber 
auch, daB Daten, die zum Beispiel aufgrund weit entfernter Stordaten 
nun falschlicherweise innerhalb des Kreisclusters liegen, die Kreispara­
meter kaum zu korrigieren vermogen. Die Distanzfunktion des Fuzzy-c­
Shells-Algorithmus hingegen bewertet die Daten ungeachtet ihrer Lage 
gleich. 

Dennoch sind die Ergebnisse der beiden Algorithmen - was die Er­
kennungsleistung betrifft - oft ahnlich. Bis auf eine Ausnahme wurden 
bei den Datensatzen aus Abschnitt 5.1 die gleichen Einteilungen vorge­
nommen. Die Ausnahme bildete der Datensatz aus Abbildung 5.3, bei 
dem auch das linke, obere Cluster entsprechend der Intuition eingeteilt 
wurde. Hier hat sich die veranderte Norm positiv ausgewirkt. 

Abbildung 5.5: FCSS-Analyse Abbildung 5.6: FCSS-Analyse 

Durch die explizite Berechnungsvorschrift liefert der Fuzzy-c­
Spherical-Shells das Analyseergebnis schneller als der Fuzzy-c-Shells. 
Dieser Zeitgewinn bedeutet jedoch nicht, daB jetzt in der gleichen Zeit 
kompliziertere Datensatze korrekt eingeteilt werden konnen. Wie schon 
bei den linearen Clustern besteht die Gefahr einer Einteilung, die flachen­
deckend hohe ZugehOrigkeiten erwirkt, ohne jedoch der intuitiven Ein­
teilung nahe zu kommen. So einen Fall zeigt die Abbildung 5.5, bei 
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der der Fuzzy-c-Spherical-Shells-Algorithmus nur durch fiinf Fuzzy-c­
Means-Schritte initialisiert wurde. Durch 15 weitere FCM-Schritte bei 
der Initialisierung ergibt sich durch den FCSS schon eine deutlich bes­
sere Einteilung, wie Abbildung 5.6 zeigt. Storend macht sich nur noch 
die Abdeckung des linken, oberen Halbkreises durch zwei Kreiscluster 
bemerkbar, weil im Bereich der drei kleinen Kreise oben rechts jetzt ein 
Cluster fehlt. Hier zeigt die hohere Anzahl der FCM-Schritte auch ihre 
Schattenseiten. Der Halbkreis ist wegen seines groBen Radius durch den 
Fuzzy-c-Means auf zwei Cluster aufgeteilt worden, deren zugehorige Da­
ten aber denselben Kreis beschreiben. Anstatt den Halbkreis nur durch 
ein Cluster zu approximieren, werden Halbkreis und Teile der drei klei­
nen, oberen Kreise nun durch zwei Cluster abgedeckt. Bereits mit der 
Anzahl der FCM-Iterationsschritte zur Initialisierung nimmt man also 
groBen EinfluB auf das Analyseergebnis. Ein possibilistischer Durch­
lauf bewirkt (in beiden Fiillen) kaum eine Veriinderung. Die hohen Zu­
gehorigkeiten zu den Daten nahe den Schnittpunkten der Kreiscluster 
verhindern groBe Veriinderungen. Ebenso liiBt sich mit einer Erhohung 
des Fuzzifiers kaum etwas erreichen, vermutlich weil durch die nicht­
lineare, algebraische Distanzfunktion die Auspriigungen der lokalen Mi­
nima sehr stark sind. 

Man und Gath haben einen weiteren Algorithmus zur Detektion 
von Kreisen angegeben, den Fuzzy-c-Rings (FCR) [51]. Zwar gehen 
sie von der euklidischen Distanzfunktion des FCS aus, lei ten die FCR­
Prototypen aber nicht in der Form ab, wie es fUr die vorgestellte Fami­
lie der Fuzzy-Clustering-Verfahren ublich ist. Bei der Berechnung der 
Prototypen gehen die alten Prototypen (aus dem vorangegangenen Ite­
rationsschritt) ein. (Zum Beispiel wird der neue Radius durch Auflosen 
der Gleichung (5.2) nach rj berechnet, wobei fUr Vj der alte Mittelpunkt 
eingesetzt wird.) Damit wird der neue Prototyp nicht optimal an die 
Daten angepaBt, sondern nur verbessert. Die allgemeinen Konvergenz­
betrachtungen von Bezdek lassen sich fUr diesen Algorithmus nicht mehr 
anwenden. Es lieBe sich allenfalls so argumentieren, daB bei der Verwen­
dung des Newton-Verfahrens auch nicht bis zur Erreichung des exakten 
Minimums gerechnet werden muB, urn eine Konvergenz zu erzielen. Da 
mit dem FCSS-Algorithmus jedoch ein einfach zu berechnender Alga­
rithmus zur Erkennung von Kreisen verfUgbar ist, verzichten wir auf die 
Vorstellung des FCR. Fur die Erkennung von Ellipsen werden wir jedoch 
noch einmal auf diese Thematik beim FCE-Algorithmus zuruckkommen 
(siehe Abschnitt 5.5). 
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5.3 Der Adaptive-Fuzzy-c-Shells­
Algorithmus 

Die Erkennung von Kreislinien allein ist unbefriedigend, da schon die 
Projektion von raumlichen Kreislinien auf eine (Bild-) Ebene zu ellipti­
schen Formen fiihrt. Dave und Bashwan [17] entwickelten daher einen 
Algorithmus zur Erkennung von Ellipsen. 

Eine Ellipsenkontur ist durch ihren Mittelpunkt v und eine positiv­
definite, symmetrische Matrix A als Losung der Gleichung 

gegeben. Foiglich wahlen wir als Distanzfunktion 

Die Matrix A beinhaltet sowohl die Langen der Achsen, als auch die 
Orientierung der Ellipse. 

Satz 5.3 (Prototypen des AFCS) Sei p E IN, D := IRP, X = 
{Xl,X2, ... ,xn } ~ D, C:= IRP x {A E IRPxp I A positiv-dejinit}, c E IN, 
E:= Pc(C), b nach (1.7) mit m E IR>l und 

d2 : D x C -. IR, (x, ( v, A) 1-+ ( J (x - v) T A( x - v) - 1 r 
Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -. F( K) 
mit K = {k1, k2"'" kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f(xj )(ki ) = 
Ui,j durch f : X -. F(K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi, Ai): 

n 

o = L u';:jdi,j(xj - vd (5.4) 
j=l 

n 

o '" urn·d· ·(x· - v·)(x· _ v·)T L...J ',) ',)) I ) , (5.5) 
j=l 

und 
d . .. _ J(Xj - Vi)T Ai(Xj - Vi) - 1 
,,).- J(Xj - Vi)T Ai(Xj - vd . 
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Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung f : X -> F(/{) mini­
miere die Bewertungsfunktion b. Aus der Minimalitiit folgen notwendig 
NuBsteBen der Richtungsableitungen. Fur i E IN<c und ki = (Vi, Ai) 
folgt damit fUr aBe ~ E IRP: -

o ~b 
aVi 

~ rn J(Xj - vi)T Ai(Xj - Vi) - 1 a ( . _ .)TA.( . _ .) 
~Uij x) V, ,x) V, 
. ' J(x· - V·)T k(x· - v·) aVi ) =1 )")' 

n 

- "u'!'. d· . ((x, - v·)T k C + cT k(x· - V·)) ~ ',) ',) ) , ," " ') , 
j=1 

n 

-2" urn. d· .cT k(x· - V·) 
~ ',) ',)" ') , 
j=1 

_2~T (t U~j di,jAi(Xj - V;)) 
)=1 

Der letzte Ausdruck verschwindet fur aBe ~ E IRP, also muB 
Ai(L;=1 Ufjdi,j(Xj - Vi)) = 0 gelten. Da Ai positiv-definit und damit 
reguliir ist, also AiX = 0 ¢} x = 0 gilt, folgt (5.4). 

Fur die Ableitung nach der Matrix Ai bereitet die Einschrankung 
auf positiv-definite Matrizen Probleme. Wir setzen daher voraus, daB 
ein Minimum der Bewertungsfunktion im Raum der positiv-definiten 
Matrizen auch ein Minimum im Raum aller Matrizen ist. (Diese Voraus­
setzung ist keinesfalls notwendig gultig. Allerdings deutet der Ausdruck 
di,j darauf hin, daB sich jede Matrix zumindest fUr die konkret gege­
benen Daten positiv-definit verhalten muB, urn bei der Wurzelbildung 
reelle Werte liefern zu konnen.) Dann konnen wir siimtliche Richtungs­
ableitung bilden, und es folgt fUr aBe.:l E IRPxp: 
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n 0 ( )2 L u7,'j ok )(Xj - vdT Ai(Xj - vd - 1 
j=1 ' 

t u7,'j di,j O~. (Xj - Vi) T Ai(Xj - Vd 
j=1 ' 

n 

L U7,'j di,j(Xj - Vi)T Ll(Xj - Vi) . 
j=1 

Also ~b(A) = 2:7=1 ui,'j di,j(Xj - vd(Xj - Vi)T = 0, womit Gleichung 
(5.5) gezeigt ist .• 

Wie schon beim Fuzzy-c-Shells-Algorithmus liefert auch Satz 5.3 
keine explizite Berechnungsvorschrift fiir die Prototypen. In ihrem Auf­
satz erwiihnen Dave und Bashwan nicht direkt, mit welch en Algorith­
men die Lasung der Gleichungen (5.4) und (5.5) gefunden werden sollen. 
Sie verweisen nur auf ein Softwarepaket zur Minimierung, das allerdings 
auch wesentlich komplexere Optimierungsverfahren kennt als nur das 
Newton-Verfahren. In der Lasung dieser Gleichungen liegt bei diesem 
Algorithmus niimlich ein graBeres Problem als beim Fuzzy-c-Shells, da 
die Prototypen aus einem Vektor und einer positiv-definiten Matrix be­
stehen. Die Suche mit dem normalen Newton-Verfahren fiihrt aus dem 
Raum der positiv-definiten Matrizen heraus, so daB bereits nach ein oder 
zwei Iterationsschritten gar keine Ellipsen mehr gesucht werden. Eine 
naive Implementation, bei der aIle Matrixelemente einzeln optimiert wer­
den, fiihrt nicht einmal zwingend zu symmetrischen Matrizen in jedem 
Iterationsschritt (und damit erst recht nicht zu positiv-definiten Matri­
zen). Die Suche nach einer symmetrischen Matrix liiBt sich recht einfach 
durch Optimierung einer oberen oder unteren Dreiecksmatrix erreichen, 
die dann an der Diagonalen gespiegelt wird. Nicht-negative Diagonal­
elemente lassen sich auch recht leicht erreichen, indem die Elemente der 
Dreiecksmatrix auf der Diagonalen stets quadratisch in die endgiiltige 
Matrix eingehen. Damit ist der Suchraum fUr das Newton-Verfahren 
zwar eingeschriinkt, aber bleibt immer noch eine echte Obermenge des 
Raumes der positiv-definiten Matrizen. 
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Urn dennoch mit dem Newton-Verfahren Ergebnisse erzielen zu 
konnen, wurde in der hier verwendeten Implementation eine andere Dar­
stellung der Matrizen gewiihlt. Eine Matrix ist positiv-definit genau 
dann, wenn aIle Eigenwerte positiv sind. Fur den zweidimensionalen 
Fall der Bilderkennung lassen sich die Einheits-Eigenvektoren einer Ma­
trix A E IR2x2 durch einen einzigen reellen Wert darstellen. Die beiden 
Eigenvektoren stehen senkrecht aufeinander, also geben in Abhiingig­
keit eines Winkels cp E IR die Vektoren el = (cos(cp),sin(cp))T E IR2 
und e2 = (- sin( cp), cos( cp)) T E IR2 die Einheits-Eigenvektoren an. Fur 
AI, A2 E IR\ {OJ seien dann -b und -b die zugehorigen positiven Eigen-

1 2 

werte der Einheits-Eigenvektoren. Durch (cp,AI,A2) E IR X (IR\{O})2 
liiBt sich dann mit 

1 TIT 
A = A2eIeI + A2e2e2 

2 

jede positiv-definite Matrix beschreiben. Da das N ewton-Verfahren fur 
jeden Parameter stets ganz IR als Suchraum ansieht, andererseits aber 
nur positive Eigenwerte erlaubt sind, lassen wir die A-Werte quadratisch 
eingehen. Weil die Null als Eigenwert fUr positiv-definite Matrizen nicht 
in Frage kommt, wurde zusiitzlich der Kehrwert gebildet. Auf diese 
Weise haben wir die Suche mit dem Newton-Verfahren genau auf den 
Bereich der positiv-definiten Matrizen eingeschriinkt. 

Ideal ist das Newton-Verfahren fUr diesen Algorithmus dennoch nicht. 
Versuchen wir jetzt Kreise zu erkennen, so bewirkt eine Anderung des 
Parameters cp keine Anderung in den Gleichungen, da ein Kreis rotati­
onsinvariant ist. 1m N ewton-Verfahren macht sich das durch eine N uIl­
Spalte in der Jacobi-Matrix bemerkbar. Damit ist die Jacobi-Matrix 
nicht invertierbar und das Verfahren bricht abo Mit anderen Iterations­
verfahren, zum Beispiel nach Levenberg-Marquardt [53, 59], konnen hier 
deutlich bessere Ergebnisse erzielt werden, da singuliire Jacobi-Matrizen 
nicht zu einem Abbruch fUhren. DafUr sind diese Verfahren auch deutlich 
aufwendiger zu implementieren als das vergleichsweise primitive Newton­
Verfahren. 

Die abgebildeten Analysen wurden in der beschriebenen Weise mit 
dem Newton-Verfahren berechnet. Fur eine Anwendung in der Praxis 
ist die Verwendung eines leistungsfahigeren Verfahrens zur numerischen 
Losung von Gleichungssystemen anzuraten, urn die Leistungsfahigkeit 
des Algorithmus weiter zu steigern. 

Verzichten wir auf Kreise in unseren Datensatzen und geben wir eine 
gute Initialisierung vor, so lassen sich dennoch brauchbare Ergebnisse 
erzielen, wie Abbildung 5.7 zeigt. Auch der Datensatz aus Abbildung 



124 5 Shell-Clus tering- Verfahren 

Abbildung 5.7: AFCS-Analyse 

Abbildung 5.8: AFCS-Analyse Abbildung 5.9: AFCS-Analyse 

5.8 mit unvollstandigen Ellipsenkonturen wurde gut erkannt. Bei bei­
den Abbildungen wurde ein Fuzzy-c-Means-Durchlauf vorangestellt, der 
bei den separat liegenden Ellipsen schon fUr eine recht gute Einteilung 
sorgte. AuBerdem wurden mit dem Ausdruck (5.3) die Radien geschatzt 
und - etwas verandert, urn Kreise zu vermeiden - als Lange fUr die El­
lipsenachsen benutzt. Eine gute Initialisierung ist sehr wichtig, da sonst 
das N ewton-Verfahren bereits im ersten Schritt nicht konvergiert. 

Die steigende Zahl der lokalen Minima mit steigender Clusterzahl und 
die Tatsache, daB Konturen als Clusterform die Zahl der lokalen Minima 
ebenfalls erh6hen, betreffen naturlich auch den Adaptive-Fuzzy-c-Shells­
Algorithmus. In so einem lokalen Minimum ist der Algorithmus bei Ab­
bildung 5.9 konvergiert. Da elliptische Cluster flexibler sind als Kreise, 
kann es noch leichter passieren, daB sich ein Cluster Kontursegmente 
verschiedener Ellipsen zuordnet. Davon ist bei diesem Analyseergebnis 
jedes Cluster betroffen. Fur eine intuitive Einteilung der Ellipsen ist folg­
lich eine gute Initialisierung von groBer Wichtigkeit. In diesem Beispiel 
bleibt das Analyseergebnis jedoch unabhangig von einer FCM- und einer 
kombinierten FCM/FCS-Initialisierung identisch. Bereits die Kreisclu­
ster teilen die Daten etwa so ein, wie es auch durch den AFCS geschehen 
ist. (Man beachte, daB die Ellipse rechts oben kein Kreis ist, andernfalls 
ware von der Kreiserkennung ein besseres Ergebnis zu erwarten gewesen). 
Verwenden wir den Fuzzy-c-Means zur Initialisierung, so werden die El-
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lipsenradien geschiitzt, approximieren damit aber nur die nahe gelegenen 
Daten. Dies fiihrt in unserem Fall wieder zu der abgebildeten, lokal mi­
nimalen Einteilung. Es scheint also sehr schwer zu sein, den Bedarf 
an einer guten Initialisierung mit den zur Verfiigung stehenden AIgo­
rithmen zu decken. Bei langgezogenen Ellipsen lassen die Algorithmen 
von Gustafson-Kessel oder Gath-und-Geva bessere Ergebnisse erwar­
ten, als sie durch den Fuzzy-c-Means oder Fuzzy-c-(Spherical)-Shells­
Algorithmus zu erzielen sind. Dazu soIl ten aus den Analyseergebnis­
sen nicht nur die Positionsvektoren, sondern iiber die Eigenwerte und 
-vektoren der Normmatrizen auch Lage und Radien der erkannten Clu­
ster ermittelt werden. Von dieser Initialisierung kann man eine deutlich 
bessere Anniiherung an das endgiiltige Analyseergebnis erwarten. 

Abbildung 5.10: AFCS-Analyse Abbildung 5.11: P-AFCS-Analyse 

Liegen die Ellipsen etwas besser getrennt, so bereitet die richtige 
Einteilung dem Adaptive-Fuzzy-c-Shells-Algorithmus schon weniger Pro­
bleme. Die Ellipsen aus Abbildung 5.10 sind dieselben wie in Abbil­
dung 5.9, nur ein wenig verschoben. Der AFCS-Algorithmus erkennt 
- ohne die Stordaten aus Abbildung 5.10 - diesen Datensatz korrekt 
(ohne Abbildung). Auf die eingefiigten Stordaten reagiert der Algorith­
mus allerdings sehr empfindlich. Die groBe Ellipse, zu der die Storda­
ten den geringsten euklidischen Abstand haben, wird kaum beeinfluBt. 
Das Cluster, das die kleinste Ellipse approximiert, versucht stattdes­
sen Teile der Stordaten abzudecken. Dieses Verhalten resultiert aus der 
nicht-euklidischen Distanzfunktion des AFCS. Bei gleicher euklidischer 
Distanz zu den Daten liefert die Distanzfunktion bei groBeren Ellipsen 
geringere Werte als bei kleineren Ellipsen. Zusiitzlich wird die Distanz in 
Richtung der Ellipsenachsen je nach Ellipsenform unterschiedlich stark 
gestaucht oder gestreckt. AuBerdem erhalten Daten, die innerhalb der 
Ellipse liegen, maximal die Distanz Eins. AIle diese Faktoren fiihren 
dazu, daB sich das kleinste Cluster, das mit der liingeren Ellipsenachse 
in Richtung der Stordaten zeigt, der zusiitzlichen Daten annimmt. Diese 
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Tendenz fiihrt bei einer groBeren Anzahl von Stordaten zu einer un­
erwiinschten Ausrichtung fast aller Cluster, so daB die Einteilung un­
brauchbar wird. Auch ein possibilistischer Durchlauf vermag keine Ver­
besserung an der Einteilung zu bewirken. In unserem letzten Beispiel 
iiberfiihrt er das Analyseergebnis aus Abbildung 5.10 zu der Eintei­
lung in Abbildung 5.11. Durch die lange Achse des Problemclusters 
aus Abbildung 5.10 ist die Distanz zum fast kreisformigen Cluster (oben 
rechts) gegeniiber dem euklidischen Abstand weiter geschrumpft. 1m 
Vergleich zu den Stordaten haben die Daten des kreisformigen Clusters 
aufgrund ihrer groBen Anzahl ein hohes Gewicht. Die urspriinglichen 
Daten des Problemclusters bekommen wegen ihrer Lage innerhalb des 
Clusters dagegen nur ein recht geringes Gewicht. Diese Kriifte veranlas­
sen das Problemcluster dazu, sich nicht wie gewiinscht auf die intuitive 
Kontur zuriickzuziehen, sondern sich im Gegenteil noch weiter auszu­
dehnen. Die Minimierung der Bewertungsfunktion bekommt durch die 
AFCS-Distanzfunktion eine ganz andere Bedeutung, als wir es intuitiv 
bei euklidischen Abstanden erwarten wiirden. 

5.4 Der Fuzzy-c-Ellipsoidal-Shells­
Algorithmus 

G~z __ .x 

o I 0: I 1-0: 

Abbildung 5.12: DistanzmaB beim FCES-Algorithmus 

Ein wei teres Verfahren zur Detektion von ellipsenfOrmigen Clustern 
stammt von Frigui und Krishnapuram [21]. Durch eine Modifikation 
der Distanzfunktion versuchen sie dem euklidischen Abstand zu einer 
Ellipsenkontur naher zu kommen, urn der Intuition entsprechende Ana­
lyseergebnisse zu erhalten. (Fiir Hinweise zur Anwendung des FCES 
auf den dreidimensionalen Fall siehe auch [22].) In der Abbildung 5.12 
ist die Clusterkontur durch einen Kreis angedeutet, dessen Mittelpunkt 
mit v bezeichnet ist. Der euklidische Abstand eines Datums x von der 
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Clusterkontur ergibt sich aus der Lange der kiirzesten Verbindung zwi­
schen x und der Kontur. Die gesuchte Distanz des Datums x von der 
Kreiskontur entspricht dem Abstand der Daten z und x, wenn z durch 
den Schnittpunkt der Clusterkontur und der Geraden durch x und v de­
finiert ist. Set zen wir anstelle des Kreises eine Ellipse ein, so entspricht 
liz - xii nicht mehr genau dem euklidischen Abstand, weil die Gerade 
zwischen x und v die Clusterkontur nicht notwendig senkrecht schneidet, 
die Verbindung von Kontur und Datum also nicht mehr die kiirzeste ist. 
Dennoch bedeutet der Ausdruck liz - xii eine gute Naherung. 

Da alle drei Punkte auf einer Geraden liegen, finden wir ein 
a E [0,1] so, daB (z - v) = a(x - v). Da z auf der Ellipse liegt, gilt 
(z - v)T A(z - v) = 1, also a 2(x - v)T A(x - v) = 1. Weiter gilt 
x-z = x-z+v-v = (x-v)-(z-v) = (x-v)-a(x-v) = (I-a)(x-v) 
oder Ilx - zW = (1 - a)211x - v112. Damit folgt zusammen mit 

a = V(x-v)iA(x-v) insgesamt 

( )

2 
1 2 

1 - IIx - vii 
J(x - v)T A(x - v) 

(J(x-v)TA(x-v)-lf 2 

( )TA( ) IIx-vll· x-v x-v 

Dieser Ausdruck bildet die Distanzfunktion beim Fuzzy-c-Ellipsoidal­
Shells-Algorithmus. 

Satz 5.4 (Prototypen des FeES) Sei p E IN, D := IR,P, X = 
{Xl, X2,···, x n } ~ D, C := IR'p x {A E IRPxp I A positiv-dejinit}, c E IN, 
E := Pc(C), b nach (1.7) mit m E IR>1 und 

(v'(x - v)T A(x - v) -If Ilx - vl1 2 

d2 :DxC_IR,(x,(v,A))f--+ ()T ( ) 
x-v A x-v 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X - F(K) 
mit K = {k l , k 2 , ... , kc} E E bei gegebenen ZugehOrigkeiten f( Xj)( ki ) = 
Ui ,j durch f : X ---- F (K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi, Ai): 



128 5 Shell-Clustering- Verfahren 

o = t ui,j (y'd;J - 1) 
d~ . 

j=l S,) 

. [llxj - vdl 2 Ai + ( Jd0 - 1) di,jI] (Xj - vd (5.6) 

~ m T (11Xj - Vdl)2 (r.;- ) o = L..J Ui,j(Xj - v;)(Xj - Vi) d. . V di,j - 1 , 
j=l 'J 

wobei I lur die Identitiitsmatrix des IRP XP steht und 

di,j := (Xj - v;) T Ai(Xj - Vi) 

lur aile j E IN:5n und i E IN:5c, 

(5.7) 

Beweis: Die probabilistische Clustereinteilung I : X - F(K) mini­

miere die Bewertungsfunktion b. Setze li,j := (y'diJ - 1) 211xj - Vi W 
und gi,j := d:.i fur aIle j E IN:5n und i E IN:5 c, Dann ist also 

b = 2:j=l 2:~=1 uiJ li,j gi,j' Aus der Minimalitiit folgt notwendig das 

Verschwinden der Richtungsableitungen. Also gilt fUr aIle i E IN <c und 
~ E IRP: -

a li,j 
aVi 

= 

agi,j = 
aVi 

a 1 
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ab ~ m (afi,j agi,j) o = av. = ~ Ui,j a:;;-gi,j + a:;;- fi,j 
1 j=l 1 1 

= 2~T t ui,j [Ai(Xj - vi)llxj - ViW . 
j=l 

( _.jd;J -1 + (.jd;J _1)2) _ I(xj - Vi) (.jd;J _1)2] 
d·· I(["": d2 . di ). ~,J V Ui,j 'l,,] J 

T ~ Urj (,jJ;J - 1) [ 2 
= -2~ ~ , d2 .' Aj(xj - vi)llxj - viii 

j=l I,) 

+I(Xj - Vi) (Jd;J -1) dj,j]. 

Da cler letzte Ausdruck fur aile ~ E IRP verschwinclet, muB 

~ ur· (00 - 1) [ 2 (;:;- ) ] o = ~ ,J d2 .' Ilxj - Viii Ai + ydi,j - 1 di,jI (Xj - Vi) 
j=l I,) 

gelten. Dies entspricht Gleichung (5.6). Bilden wir Richtungsableitun­
gen im IRP xP, so folgt fUr aile ~ E IRP xP: 

o:~: = a~i Ilxj - ViW (Vd:J -1/ 
2 Vd:J-l T = IIXj - viii ~ (Xj - Vi) ~(Xj - Vi) 

vu,1.,] 

agi,j = 
aA j 

= 

a 1 
aAi dj,j 

(Xj - Vi)~(Xj - Vi) 
d2 . 

I,) 



130 5 Shell-Clustering-Verfahren 

~ m( )TA( )(IIXi-Vill)2( Id 1) L.J Ui,j Xj - Vi ~ Xj - Vi d. . V Ui,j - . 
i=l I,) 

Analog zu der Argumentation in Satz 5.3 erhiilt man daraus die Glei­
chung (5.7) .• 

Wie schon beim Adaptive-Fuzzy-c-Shells liefert der Satz 5.4 keine 
explizite Form der Prototypen. Wieder ist ein Iterationsverfahren zur 
Lasung erforderlich. Aus denselben Grunden wie in Abschnitt 5.3 ist 
unter Verwendung eines einfachen Newton-Verfahrens nicht bei jedem 
Datensatz eine Konvergenz zu erzielen, da die Newton-Iteration bei sin­
guliiren Matrizen abbricht. Solche Singularitiiten konnen gerade kurz 
vor Erreichen des Endergebnisses leicht auftauchen, wenn in einer Kom­
ponente bereits das Minimum (oder ein Sattelpunkt) gefunden wurde. 

FAKT~[I,y)- AFCS(I.y)-

Abbildung 5.13: Distanzfunktion Abbildung 5.14: Distanzfunktion 
FCES ohne euklidischen Faktor AFCS 

Beziiglich der Komplexitiit stellt der FCES gegeniiber dem AFCS 
keine Verbesserung dar; seine Existenzberechtigung liegt aber in der mo­
difizierten Distanzfunktion. Bei langgestreckten Ellipsen werden von der 
AFCS-Distanzfunktion in Richtung der Ellipsenachsen sehr unterschied­
liche Distanzen vergeben, genauso wie bei verschieden groBen Ellipsen. 
Der Fuzzy-c-Ellipsoidal-Shells-Algorithmus leidet nicht unter diesen U n-

zuliinglichkeiten. Abbildung 5.13 zeigt den Graphen von (~;1)2, 
also die FCES-Distanzfunktion ohne den Faktor der euklidischen Norm. 
Der Schnitt mit einer Ebene in der Hohe 0 gibt die Kontur der El­
lipse an. Innerhalb dieser Ellipse wiichst die Funktion gegen unendlich, 
auBerhalb konvergiert sie gegen 1. Dort liefert die Multiplikation mit der 
euklidischen Norm dann anniihernd euklidische Distanzen. Das bedeu-
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Abbildung 5.15: Distanzfunktion des AFCS und FCES, sowie der FCES­
Faktor aus Abbildung 5.13 

tet eine groBe Verbesserung gegeniiber der Distanzfunktion des AFCS­
Algorithmus, die Abbildung 5.14 zeigt. Innerhalb des kleinen dargestell­
ten Bereichs liefert die Distanzfunktion schon Werte iiber 30, deutlich 
mehr als das Quadrat des euklidischen Abstands vom Ellipsenmittel­
punkt (32 +32 = 18), geschweige denn von der Ellipsenkontur. In diesem 
MaBstab ist die Ellipse selbst nicht mehr zu erkennen, da im Mittelpunkt 
der Ellipse die Distanzfunktion nur den Wert Eins annimmt. Abbildung 
5.15 zeigt nun von oben nach unten die Distanzfunktion des AFCS, des 
FCES und die Funktion der Abbildung 5.13. Die Unterschiede zwischen 
AFCS- und FCES-Distanzfunktion sind betriichtlich. Der tatsiichliche 
euklidische Abstand von der Ellipsenkontur liegt recht nahe der FCES­
Distanzfunktion. 

Abbildung 5.16: AFCS-Analyse Abbildung 5.17: FCES-Analyse 
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Die Abbildungen 5.16 und 5.17 zeigen einen Datensatz, bei dem die 
veranderte Distanzfunktion zur besseren Einteilung gefiihrt hat. Die Da­
ten nahe des Schnittes der beiden Ellipsen werden vom AFCS komplett 
der oberen Ellipse zugeordnet. Diese Ellipse minimiert die Distanzen, 
indem sie zwischen den eigentlichen Ellipsenkonturen verlauft. Die Zu­
gehorigkeiten dieser Daten sind jedoch auch fUr das Cluster der unteren 
Ellipse recht hoch, da sie maximal eine Distanz von 1 haben konnen. 
Damit sind die Distanzen aber nicht so groB, als daB sie das Cluster 
auf die richtige Form ziehen konnten. Dies ist jedoch bei dem FCES­
Algorithmus der Fall, hier werden beide Ellipsen richtig erkannt. DaB es 
sich bei dem FCES-Ergebnis nicht urn Zufall handelt, zeigt die Tatsache, 
daB ein FCES-Durchlauf mit der AFCS-Einteilung wieder zu Abbildung 
5.17 fUhrt. Die modifizierte Distanzfunktion hat in diesem Beispiel po­
sitiven EinftuB auf das Analyseergebnis. (Umgekehrt bleibt der AFCS­
Algorithmus bei einer Initialisierung mit dem FCES-Algorithmus beim 
Ergebnis des FCES. Auch bei der AFCS-Distanzfunktion ist dieses Ana­
lyseergebnis also (wenigstens lokal) minimal.) 

o 
Abbildung 5.18: FCES-Analyse Abbildung 5.19: P-FCES-Analyse 

DaB der FCES damit grundsatzlich die intuitive Einteilung besser 
trifft, stimmt jedoch nicht. Der Datensatz aus Abbildung 5.18 wurde 
vom AFCS korrekt eingeteilt, wie Abbildung 5.8 zeigte. Beim FCES­
Durchlauf ist offenbar das mittlere Cluster schneller gewesen und hat 
sich einige Daten des rechten Clusters zugeordnet. Der Algorithmus kon­
vergiert in ein lokales Minimum. Entbindet man den probabilistischen 
FCES von der Konkurrenz unter den Clustern und fiihrt ein possibili­
stisches Clustering durch, so werden die falsch eingeteilten Daten auch 
dem rechten Cluster zugeordnet. Das Analyseergebnis aus Abbildung 
5.19 entspricht damit besser der Intuition. (Diese Korrektur durch pos­
sibilistisches Clustering gelingt dem AFCS bei den Daten aus Abbildung 
5.16 jedoch nicht. Es ist also nicht grundsatzlich durch possibilistisches 
Clustering eine der Intuition eher entsprechende Einteilung zu erreichen.) 

Bei langgestreckten Ellipsen ist in der ZugehOrigkeit nahe der Haupt­
achsen eine kleine Ausbuchtung hoherer Zugehorigkeiten sichtbar (siehe 
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zum Beispiel Abbildung 5.18), die aus der Distanzfunktion herruhrt. An 
diesen Stellen wird deutlich, daB es sich eben noch nicht urn eine exakte 
euklidische Distanz handelt. Diese Tatsache mag bei der graphischen 
Darstellung etwas verwirrend scheinen, beeinfluBt die Analyseergebnisse 
aber nicht merklich. 

Eine Schwachstelle hat jedoch auch die Distanzfunktion des Fuzzy­
c-Ellipsoidal-Shells-Algorithmus. In der Gleichung (5.7) wird durch d[,j 
dividiert. Durch positiv-definite Matrizen A mit sehr groBen Elementen 
wachst dl,j stark an. Bei der Suche nach einer Nullstelle von (5.7) ten­
diert das Newton-Verfahren daher manchmal zu immer groBer werden­
den Matrizen, urn im Unendlichen eine vermeintliche Losung zu finden. 
Tatsachlich degeneriert das Cluster dabei zu einer sehr kleinen Ellipse 
und hat fUr die Bilderkennung keinen Wert. 

5.5 Der Fuzzy-c-Ellipses-Algorithmus 

Die bisher vorgestellten Algorithmen zur Ellipsendetektion erfordern den 
Einsatz numerischer Verfahren zur Bestimmung der Prototypen. Gath 
und Hoory stell en mit dem Fuzzy-c-Ellipses (FCE) [24] einen Algorith­
mus zur Erkennung von Ellipsen vor, der eine fast euklidische Distanz­
funktion verwendet und explizite Berechnungsvorschriften fur die Pro­
totypen enthalt. Allerdings minimieren die Prototypen nicht die Bewer­
tungsfunktion bezuglich den gegebenen Zugehorigkeiten, allenfalls wird 
ein kleinerer Wert in der Bewertungsfunktion erreicht, aber kein (lokales) 
Minimum. Die von Bezdek relativ allgemein gehaltenen Voraussetzun­
gen fur eine Konvergenz der Fuzzy-Clustering-Verfahren werden damit 
nicht eingehalten, der FCE-Algorithmus weicht in diesem Punkt deutlich 
von den anderen Algorithmen abo Allein schon der hohe Rechenaufwand 
von AFCS und FCES durch die impliziten Prototypen macht aber eine 
Betrachtung des FCE-Algorithmus interessant. AuBerdem war fUr die 
Verwendung des Newton-Verfahrens gezeigt worden, daB auch dort (auf 
Kosten einiger weiterer Iterationsschritte) nicht bis zum Erreichen des 
Minimums gerechnet werden muB, urn ein gutes Analyseergebnis zu be­
kommen [10]. (Dies bestatigt auch den subjektiven Eindruck, daB der 
FCE-Algorithmus mehr Iterationsschritte benotigt, als ein vergleichbarer 
AFCS- oder FCES-Durchlauf.) 

Ein Ellipsen-Prototyp des FCE wird durch zwei Brennpunkte va, v1 

und einen Radius r charakterisiert. Die Distanzfunktion ermittelt den 
Abstand eines Datums x von der Ellipse durch Illx _vall + Ilx _v111_ r I. 
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Die so definierte Distanzfunktion liegt nicht nur nahe am euklidischen 
DistanzmaB, sondern ist gegeniiber dem FCES auch noch recht einfach 
strukturiert. Statt der vorher verwendeten Mittelpunktform wird hier 
die Brennpunktform verwendet, wie sie beispielsweise auch in den Kep­
ler'schen Gesetzen Anwendung findet. 

Bemerkung 5.5 (Prototypen des FeE) Sei D 
{Xl,X2, ... ,Xn } ~ D, C := rn? x rn? x IR, c E IN, E 
nach (1.7) mit m E IR>l und 

IR2, X 

Pc(C), b 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F(K) 
mit K = {k1, k2"'" kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f(xj )(ki ) = 
Ui,j durch f : X -+ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (v?, vI, ri) und 
IE{O,l}: 

n 

o = -2LU2j(//Xj-v?//+IIxj-v;//-r;), (5.8) 
j=l 

Die Gleichungen (5.8) und (5.9) ergeben sich wieder direkt aus den 
partiellen Ableitungen nach dem Radius und den Vektorkomponenten. 
Und wieder legen die Ableitungen den Einsatz eines Iterationsverfahrens 
zur Lasung der Gleichungen nahe. Beim FCE-Algorithmus wird aber der 
neue Radius ri berechnet, indem (5.8) nach ri umgeformt wird und die 
alten Brennpunkte eingesetzt werden: 

AnschlieBend wird die Gleichung (5.9) zu 

umgestellt und mit dem soeben berechneten ri und abermals den al­
ten Brennpunkten ausgewertet. Ein soleh unkonventionelles Vorgehen 
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ist grundsatzlich naturlich auch bei anderen (bereits vorgestellten) AI­
gorithmen denkbar und wurde fUr die FCS-Gleichungen durch Man und 
Gath (Fuzzy-c-Rings [51] ) auch durchgefUhrt. Diese Vorgehensweise ist 
yom Standpunkt der Konvergenzbetrachtungen aber etwas kritisch. 

Die Art und Weise, wie die jeweils neuen Prototypen berechnet wer­
den, erfordert es, daB eine Initialisierung in Form von FCE-Prototypen 
vorgegeben wird - denn diese werden zur Ermittlung der Prototypen 
im nachsten Iterationsschritt benotigt. Eine Initialisierung allein durch 
ZugehOrigkeiten, die etwa von einigen FCM-Schritten erzeugt wurden, 
ist nicht moglich. Gath und Hoory geben daher folgende Initialisierung 
vor: N ach zehn FCM -Schritten wird die Fuzzy-Kovarianzmatrix 

gebildet, wobei Vi der FCM-Mittelpunkt des Clusters i ist. Von Si wer­
den die Eigenvektoren e? und e} mit den zugehorigen Eigenwerten >.? und 
>'I bestimmt. Jeder Eigenwert entspricht dem Quadrat der Lange einer 
Ellipsenachse. Durch den Index 0 seien Eigenwert und Eigenvektor der 
Hauptachse bezeichnet. (Die Hauptachse hat den groBeren Eigenwert.) 

Dann ergeben sich mit Ii = ~ die Brennpunkte aus vf = Vi + Ii . e? 
und vI = Vi - Ii . e? Der Radius ri wird mit der Lange der Ellipsen­
hauptachse JXY initialisiert. Beim Datensatz aus Abbildung 5.7 reicht 
zur Erkennung der fUnf Ellipsen bereits die Initialisierungsprozedur aus. 
Fur separat liegende Ellipsen scheint das Vorgehen des FCE-Algorithmus 
in jedem Fall ausreichend zu sein. (1st bekannt, daB die Ellipsencluster 
ineinander verschachtelt liegen, so raten Gath und Hoory c Kreisclu­
ster mit unterschiedlichen Radien urn den Schwerpunkt aller Daten zu 
streuen und dies als Initialisierung (statt FCM) zu verwenden.) 

.- -

Abbildung 5.20: FCE-Analyse Abbildung 5.21: P-FCE-Analyse 
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Aber auch bei Beispielen, die der AFCS- und FCES-Algorithmus 
nicht korrekt clustern konnten, schlagt sich der FCE-Algorithmus nicht 
schlechter, wie die Abbildungen 5.20 und 5.21 zeigen. Die Ellipsenseg­
mente treffen die urspriinglichen Ellipsen zwar nicht ganz genau, aber 
besser als es die beiden anderen Algorithmen vorher vermochten. Den 
Datensatz aus Abbildung 5.9 clustert der FCE genauso (falsch), wie es 
vorher beim AFCS der Fall war (Abbildung 5.21). Die Ahnlichkeit der 
Ergebnisse ist angesichts der enorm vereinfachten Rechenvorschrift den­
noch bemerkenswert. Zudem scheint der negative EinfluB der Stordaten 
beim FCE-Algorithmus aufgrund der Distanzfunktion nicht so stark wie 
beim AFCS ins Gewicht zu fallen, denn das AusreiBercluster wird durch 
zwei Daten auf der groBen Kontur fixiert, nicht durch die weiter rechts 
liegenden Stordaten. 

5.6 Der Fuzzy-c-Quadric-Shells­
Algorithmus 

Der N achteil der letzten Algorithmen zur Erkennung von elliptischen 
Konturen liegt in der Notwendigkeit zur numerischen Losung eines 
nicht-linearen Gleichungssystems oder einer zweifelhaften Methode zur 
Prototyp-Bestimmung. Der Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus kommt 
ohne derartige Verfahren aus, die Prototypen konnen in einer geschlos­
senen Form angegeben werden. Dariiber hinaus ist der Fuzzy-c-Quadric­
Shells-Algorithmus [45, 46, 47] grundsiitzlich in der Lage, neben Kreis­
und Ellipsenkonturen zusiitzlich Hyperbeln, Parabeln oder lineare Clu­
ster zu erkennen. Die Prototypen sind Poly nome zweiten Grades, deren 
N ullstellenmenge (affine Quadriken) die Cluster beschrei ben. 1m zwei­
dimensionalen Fall der Bilderkennung geht die Distanz eines Datums 
(Xl,X2) vom Prototypen a = (al,a2, ... ,as) E IRs direkt aus dem qua­
dratischen Polynom 

hervor, dessen Funktionswert MaB fiir den Abstand zur Nullstelle - und 
damit zur affinen Quadrik - ist. (Das quadratische Polynom wird in 
Satz 5.6 in Matrizenform notiert.) 1m FaIle des IR2 sind die Quadriken 
gerade die Kegelschnitte. 
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Die Minimierung der Distanzfunktion fiihrt unter anderem zur tri­
vialen Lasung a = 0, die wir durch eine zusiitzliche Nebenbedingung 
verhindern miissen. Krishnapuram, Frigui und Nasraoui [45, 46, 47] 
schlagen dazu lI(al, a2, a3)W = 1 vor. Obwohl diese Nebenbedingung 
im zweidimensionalen Falilineare Cluster ausschlieBt, wird sie dennoch 
meistens verwendet, weil sie zu einer einfachen Berechnungsvorschrift 
fiihrt. Geraden werden von diesem Algorithmus dann durch Hyperbeln 
oder Parabeln angeniihert. 

Satz 5.6 (Prototypen des FCQS) Sei P E IN, D := rn,P, X = 
{Xl, X2, ... , Xn} ~ D, r := ~, C := JRr+p+l, c E IN, E := Pc(C), b 
nach (1.7) mit m E JR>I, 

<I> : C --> JRPxp, 

al I I I 
2ap+1 2ap+2 "fa2P- I I a2 I 

"f ap+ l 2a2p "f a3p- 3 I a3 
(aI, a2,"" ar+p+d t-+ 

2ap+2 2a2p 2a4p-6 

I 
I I I I 2ar 
2a2p-1 2a3p-3 2a4p-6 2ar ap 

und 

d2 : D x C --> JR, 

(x,a) t-+ (xT<I>(a)x + xT(ar+l,ar+2, ... ,ar+p)T +ar+p+I)2. 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X --> 

F( K) mit K = {kl' k2, ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorig­
keiten f(xj )(kd Ui,j durch f X --> F(K) mit Pi = 
(ki,l, ki,2, ... , ki,p, k'Jf'~, ... , 7t) und qi = (ki,r+l, ki,r+2, ... , ki,p+l) 
unter der N ebenbedingung IIpi II = 1 minimiert, so gilt: 

Pi 

wobei 

ist Eigenvektor zu Ri _T;T SilT; mit 

minimalem Eigenwert 

(5.10) 

(5.11) 



138 5 Shell-Clustering-Verfahren 

n n n 

Ri = Lu~)lj, Si = LU~jSj, Ii = Lu~/ij 
j=l j=l j=l 

und fur aile j E IN $n 

rJ (X;'l' XJ,2' ... , xJ,P' V2Xj,lXj,2, V2Xj,lXj,3, ... , V2Xj,lXj,P' 

V2Xj,2 Xj,3, V2Xj,2Xj,4, ... , V2Xj,P-lXj,P) 

8J (Xj,l, Xj,2, ",Xj,p, 1) . 

Beweis: Die probabiIistische CIustereinteiIung f : X -+ F(I<) mi­
nimiere die Bewertungsfunktion bunter der N ebenbedingung Ilpi! I = 
1. AhnIich wie beim Fuzzy-c-SphericaI-Shells-AIgorithmus liiBt sich 
die Distanzfunktion umschreiben aIs d2(xj, ki ) k! Mj k j , wobei 

( - -T) 
M ~j 1j f" 11 . E IN j.- T,. S. ur a e J $n· 

J J 
Bei Beriicksich-

tigung der Nebenbedingung durch EinfUhrung von Lagrangeschen 
MultipIikatoren bekommt die Bewertungsfunktion damit die Form 
b = EJ=l E~=l U~j k! Mjki - Ai (Ilpill- 1). Aus der MinimaIitiit folgt 
notwendig eine NuIlstelle der Richtungsableitung von b nach kj . Es gilt 
1 f " 11 C lRr+p+l . M ""n m M-a so ur a e .. E mIt j:= ~j=l Uj,j j 

o f)b 

f)k i 

f)~i (kJ Miki - Ai (Ilpill- 1)) 

-2e T Miki - 2Ai(6, 6, ... , er) T Pi 

-2eT ( Miki - Ai ( ~ )) . 

Da der letzte Ausdruck fUr aIle ~ E lRr +p+l verschwindet, folgt weiter: 
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Miki Ai ( ~ ) (5.12) 

( Ri liT ) ( Pi ) Ai ( ~ ) Ti Si qi 

( RiPi + liT qi ) Ai ( ~ ) TiPi + 5iqi 

<=> ( RiPi + liT qi ) ( AiPi ) qi -Si- 1TiPi 

<=> ( (Ri - TiT Si-1Ti) Pi ) ( AiPi ) qi -Si- 1TiPi 

Der untere Teil der letzten Gleichung ist identisch mit (5.11). Der 
obere Teil hat r Losungen, namlich die Eigenvektoren und zugehorigen 
Eigenwerte der Matrix Ri -liT Si- 1 Ti fUr Pi und Ai. Aus der Minimalitat 
von b fur f folgt aus der Ableitung nach Ai die Giiltigkeit der Nebenbe­
dingung IIp;!1 = 1. Daraus ergibt sich zusammen mit Gleichung (5.12) 
fur die Bewertungsfunktion: 

Aus den moglichen Eigenwert/Eigenvektor-Kombinationen wahlen wir 
also diejenige aus, die bei normiertem Eigenvektor den kleinsten Eigen­
wert besitzt, womit auch (5.10) gezeigt ist .• 

Abbildung 5.22: FCQS-Analyse Abbildung 5.23: FCQS-Analyse 
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Krishnapuram, Frigui und Nasraoui [47] empfehlen eine Initiali­
sierung des Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus durch zehn Fuzzy-c­
Means-Schritte mit m = 3, zehn Gustafson-Kessel-Schritte mit m = 3 
und fiinf Fuzzy-c-Shells-Schritte mit m = 2. Zwei Analyseergebnisse 
des FCQS bei bereits bekannten Datensatzen zeigen die Abbildungen 
5.22 und 5.23. In beiden Fallen liefert die Initialisierung eine sehr gute 
Naherung fiir die endgiiltige Clustereinteilung. Entsprechend sind die 
Ergebnisse des Algorithmus sehr gut. Die beiden gekreuzten Linien aus 
Abbildung 5.22 werden durch eine einzige Quadrik (eine Hyperbel) ge­
dustert. Versucht man diesen Datensatz auf drei Cluster einzuteilen, so 
bleiben die beiden abgebildeten Cluster bestehen, und das neue Cluster 
wird zu einer Parabel, die naturgemiill keine Daten einteilt, die nicht 
schon von den anderen beiden Clustern erfaBt worden waren. 

Abbildung 5.24: FCQS-Analyse Abbildung 5.25: FCQS-Analyse 

Abbildung 5.24 zeigt eine Ellipse, einen Kreis, eine Gerade und eine 
Parabel, die vom Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus ebenfalls recht gut 
erkannt werden. Ginge es nur urn die richtige Zusammenfassung der Da­
ten in Clustern, so ware das Ergebnis sogar sehr gut. Ein ahnliches Er­
gebnis zeigt Abbildung 5.25. In beiden Abbildungen werden Geraden­
und Parabelformen durch Hyperbeln erkannt, so daB eine Nachberei­
tung des Analyseergebnisses notwendig ist. Hyperbeln sind in den mei­
sten Anwendungen der Bilderkennung nicht besonders haufige Muster, 
so daB bei der Erkennung dieser Formen automatisch eine Plausibilitats­
kontrolle durchgefiihrt werden kann. Krishnapuram [47] gibt die Tabelle 
A.2 (siehe Anhang) an, mit der aus dem Analyseergebnis auf die Clu­
sterform geschlossen werden kann. Dariiber hinaus macht er Vorschlage, 
wie aus Hyperbeln, Parabeln oder extrem langgezogenen Ellipsen auf 
tatsachlich vorhandene Geradenstiicke im Bild geschlossen werden kann. 
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Da der Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus echte Geraden aufgrund sei­
ner Definition nicht erkennen kann (das verhindert die Einhaltung der 
Nebenbedingung), gibt er einen weiteren Algorithmus an, der die Erken­
nung von Linien nachtraglich durchfUhrt. 

7'-' ___ ~-i~~ ______ ~~---,~~~"" . .. .'~ \-

Abbildung 5.26: FCQS-Analyse Abbildung 5.27: FCQS-Analyse 

Alle bisher verwendeten Testmuster wurden kiinstlich erzeugt. Die 
Daten eines durch Konturoperatoren nachbearbeiteten echten Bildes 
konnen eine etwas andere Struktur haben. Bei der kiinstlichen Erzeu­
gung von Daten auf einem Ellipsenrand liegt es nahe, nach jeweils einem 
bestimmten Winkel einen Punkt in der Nahe des Randes zu setzen. Bei 
diesem Vorgehen entsteht an der Hauptachse der Ellipse eine groBere 
Punktdichte als bei der kleineren Achse. Die Daten auf dem Ellipsen­
rand haben nicht den gleichen Abstand auf dem Ellipsenbogen. Bei 
einigen alteren Aufsatzen ist diese U nregelmaBigkeit ebenfalls zu beob­
achten [17]. Bei den Aufsatzen zum Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus 
fiillt auf, daB nun eher an der kurzen Achse die Punktdichte hoher ist. 
Abbildung 5.26 zeigt einen Datensatz, der in der beschriebenen Weise 
erzeugt wurde. Abbildung 5.27 zeigt diesel ben Ellipsen, jedoch wurden 
sie durch weitere Daten nahe der kurzen Ellipsenachsen verstarkt. Diese 
kleine - auf den ersten Blick nicht einmal auffallende - Veranderung be­
wirkt ein vollig unterschiedliches Analyseergebnis. Bei Abbildung 5.26 
hiiufen sich viele Daten auf einem relativ kurzen Ellipsensegment. Diese 
Regionen hoher Datendichte konnen punktuell minimiert werden. Durch 
langgezogene Ellipsen oder Hyperbeln liiBt sich der gesamte Datensatz 
fliichig abdecken, wobei die Regionen hoher Datendichte von den Clu­
sterkonturen direkt durchlaufen werden. Das Ergebnis hat fUr die Bilder­
kennung keinen Wert. Bei Abbildung 5.27 werden die Ellipsenkonturen 
deutlich besser erkannt, sie werden nur durch die umliegenden Stordaten 
verfiilscht, vornehmlich von den auBerhalb der Kontur liegenden. Der 
Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus reagiert also sehr empfindlich auf 
die Verteilung der Daten entlang der Kontur. Dies ist bei der Aufberei-
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tung von Bildern fur den Algorithmus unter Umstanden zu berucksich­
tigen, wenn die Analyseergebnisse nicht wie gewunscht ausfallen. Der 
Normalfall bei der Bilderkennung durfte jedoch der sein, daB die Daten 
entlang der Ellipsenkonturen in gleichen Abstanden vorliegen und nicht 
die UnregelmaBigkeit der kiinstlichen Datensatze besitzen. 

In einigen alteren Veroffentlichungen uber Shell-Clustering-Algorith­
men wird in den Abbildungen nur gezeigt, welche Daten zu einem Clu­
ster zusammengefaBt werden. Dabei spielt es, besonders beim Fuzzy­
c-Quadric-Shells-Algorithmus, fur die Bilderkennung eine vie I wesentli­
chere Rolle, ob die Clusterparameter richtig erkannt worden sind. DaB 
aus einer richtigen Zusammenfassung der Daten keineswegs auch eine 
richtige Bestimmung dieser Parameter folgt, zeigt zum Beispiel Abbil­
dung 5.27. 

Abbildung 5.28: FCQS-Analyse 

Possibilistisches Clustering ist auch mit dem Fuzzy-c-Quadric-Shells 
moglich, jedoch wird die gewunschte Wirkung nur erzielt, wenn die Clu­
ster nicht zu stark von der intuitiven Einteilung abweichen. AuBerdem 
kann der FCQS-Algorithmus durch seine Vielzahl von moglichen Clu­
sterformen oft eine (vollig unerwunschte) Form finden, die sowohl das 
eigentliche Cluster als auch die Stordaten abdeckt - wie in Abbildung 
5.28, bei der die Clusterformoffensichtlich von (nur) zwei Stordaten maB­
geblich beeinfluBt wurde. In diesem Fall bringt auch ein possibilistischer 
Durchlauf keine Verbesserung. 

Die Distanzfunktion des FCQS-Algorithmus ist leider wieder hoch­
gradig nicht-linear, wie es schon beim AFCS-Algorithmus der Fall war. 
Bei gleichem euklidischen Abstand liefert die Distanzfunktion bei kleine­
ren Quadriken groBere Werte als bei groBeren Quadriken und innerhalb 
einer Quadrik kleiner Distanzen als auBerhalb. Da sich die intuitive Ein­
teilung aus euklidischen Abstandbetrachtungen ergibt, ist der Grund fUr 
Fehleinteilungen auch bei der Distanzfunktion zu suchen. 
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5.7 Der modifizierte Fuzzy-c-Quadric­
Shells-Algorithmus 

Aufgrund der Unzuliinglichkeiten der FCQS-Distanzfunktion liegt 
es nahe, eine Modifikation einzufUhren, wie sie schon am AFCS­
Algorithmus vorgenommen wurde. Wieder bezeichnen wir mit z den 
Punkt, der sich aus dem Schnittpunkt von Quadrik und der Geraden 
zwischen Datum x und Quadrikmittelpunkt ergibt (siehe auch Abbil­
dung 5.12). Insbesondere ist die Distanz des Punktes z von der Quadrik 
Null. 1m zweidimensionalen Fall gilt also fUr k E IR6: 

T T . ( kl 
Z Az + z b + c = 0 mIt A = ~k3 

Urn die Berechnung von z zu vereinfachen, fUhren wir zunachst eine Ro­
tation der Quadrik urn einen Winkel 0:' durch, so daB ihre Achsen par­
allel zu den Koordinatenachsen liegen, also A zur Diagonalmatrix wird. 
Durch die Rotation andert sich der Abstand der (ebenfalls rotierten) 
Punkte x und z nicht. 

Sei also R = (CO~(O:') sin(O:')) A = (a1 a3 ) = RT AR 
- SIll(O:') cos(O:')' a3 a2 ' 

b = ( :: ) = RT b und c = a6 = c. Aus der Forderung nach einer 

Diagonalmatrix folgt zusammen mit den trigonometrischen Additions­
theoremen: 

0= a3 

= cos( 0:') sin( 0:' )(kl - k2 ) + ~3 (cos2( 0:') - sin2( 0:')) 

¢:> (k1 - k2)sin(20:') = - ~3 2cos(20:') 

sin(20:') -k3 

cos(20:') kl - k2 

Wir bezeichnen mit z = RT z und x = RT x die ebenfalls rotierten Punkte 
z und x. Der Abstand von z zu x laBt sich als Minimierung des Abstands 
/Ix - zW unter der Nebenbedingung iT Ai + iTb + c = 0 formulieren. 
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Mit Hilfe eines Lagrangeschen Multiplikators A folgt also notwendig fur 
aIle e Ern?: 

o :i [U:-i)T(x-i)-A(iTAi+iTb+c)] 

-2eT (x - i) - 2AeT Ai - AeTb 

eT [-2x - Ab + 2(i - AAi)] . 

Da der letzte Ausdruck fur aIle e Ern? verschwindet, folgt weiter 

2x + Ab 2(I - AA)i 

~(I - AA)-1(2x + Ab) . 

Da A eine Diagonalmatrix ist, kann (I + AA) leicht invertiert werden, so 
daB sich fur i ergibt: 

-T _ (Aa4 + 2Xl Aa5 + 2X2 ) 
Z - , 

2(1 - Aad 2(1 - Aa2) 

Setzen wir diesen Ausdruck fUr i in die Nebenbedingung ein, erhalten 
wir ein Poly nom vierten Grades in dem Lagrangeschen Multiplikator A, 
das geschlossen losbar ist: 

Die Koeffizienten ergeben sich zu: 

C4 ala2(4ala2a6 - a2a~ - ala~), 

C3 2ala2(a~ + a~) + 2(aia~ + a~a~) - 8ala2a6(al + a2), 

C2 4ala2(a2xi + alx~) - ala~ - a2a~ 
+4a2a4(a2 x l - a4) + 4ala5(alx2 - a5) + 4a6(ai + a~ + 4ala2), 

C1 -8ala2(xi + x~) + 2(a~ + a~) 
-8(a2a4xl + ala5x2) - 8a6(al + a2), 

Co 4(alxi + a2x~ + a4xl + a5x2 + a6) . 

Fur jede der maximal vier reeIlen Losungen Ai, i E IN<4, erhalten 
wir ein mogliches ij. Die Minimierungsaufgabe reduziert slch dann zu 
d = min{"x - zdl 2 1 i E IN~4}. 
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Abbildung 5.29: FCQS-Analyse Abbildung 5.30: MFCQS-Analyse 

Die Minimierung der Bewertungsfunktion mit dieser modifizierten 
Distanz kann nur mit numerischen Verfahren erfolgen. Urn diesen Auf­
wand zu vermeiden, bereehnen wir trotz der veriinderten Distanzfunktion 
die Prototypen weiter naeh Satz 5.6, in der Hoffnung, daB ein Minimum 
des FCQS aueh zu einem Minimum der modifizierten Bewertungsfunk­
tion fiihrt. Dies kann wegen der groBen Untersehiede der Bewertungs­
funktionen nur geiten, wenn die Daten alle einigermaBen dieht an der 
Quadrik liegen, da dann die Untersehiede der Distanzfunktionen nieht 
so groB sind. Die Kombination der modifizierten Distanz zusammen mit 
der Ermittlung der Prototypen naeh Satz 5.6 ergibt den Modified-Fuzzy­
e-Quadrie-Shells-Algorithmus [47]. (Es hat sieh allerdings in der Praxis 
gezeigt, daB bei groBer Datenanzahl die Hoffnung auf eine Konvergenz 
nieht immer erfiillt wird.) 

Abbildung 5.31: MFCQS-Analyse Abbildung 5.32: MFCQS-Analyse 
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Die Anderungen in den Clustereinteilungen gegenuber dem Fuzzy-c­
Quadric-Shells halten sich in Grenzen. Nicht aIle falschen Einteilungen 
des FCQS werden nun yom MFCQS richtig eingeteilt. Dennoch gibt 
es zahlreiche Beispiele, bei denen eine nur miiBige FCQS-Einteilung ei­
ner guten MFCQS-Einteilung gegeniibersteht. So ein Beispiel zeigen die 
Abbildungen 5.29 und 5.30. Der FCQS vermischt hier die Daten zweier 
Ellipsen und erkennt damit nur ein Cluster korrekt. Der MFCQS er­
kennt dagegen aIle drei Ellipsen. Das kleine Kreuz hoher Zugehorigkeiten 
im Zentrum der langgestreckten Ellipse zeigt, daB die Distanzfunktion 
eben nur eine Anniiherung an den euklidischen Abstand ist. Normaler­
weise ist aus der euklidischen Distanz eine erhohte Zugehorigkeit nahe 
des Ellipsenmittelpunktes nicht zu begrunden. Auch die beiden Kreis­
cluster haben hohe Zugehorigkeiten in ihrem Mittelpunkt, die jedoch in 
der Abbildung nicht so gut zu erkennen sind, weil dort die jeweils andere 
Kreiskontur verliiuft. Besonders extrem fallen euklidisch nicht erkliirbare 
Regionen hoher Zugehorigkeit in Abbildung 5.32 auf, dort insbesondere 
bei den beiden Parabeln. Diese besitzen deutlich auBerhalb der Kontur, 
in Verliingerung der Hauptachse, eine schmale Region hoher Zugehorig­
keit, die beim FCQS nicht auftritt. In manchen Fiillen konnen solche 
Gebiete flir eine falsche Einteilung des MFCQS verantwortlich sein. Die 
modifizierte Distanzfunktion liefert entlang der Hauptachsen der Qua­
drik euklidische Distanzen, aber abseits der Hauptachsen groBere Werte. 
Auf diese Weise entstehen die Regionen hoherer Zugehorigkeiten in der 
Cl ustermi t te. 

Die Konturen bei Abbildung 5.30 sind dicker als bei Abbildung 5.29, 
wei I bei der possibilistischen Darstellung in beiden Abbildungen flir 
die Ausdehnungsfaktoren 7J der Wert 110 angenommen wurde und so­
mit durch die schneller wachsende Distanz beim FCQS die Konturen 
diinner werden. AuBerdem werden die Ellipsenkonturen beim FCQS­
Algorithmus entlang der liingeren Achse dicker, der Abstand wird hier 
gestaucht. Die Konturdicke iindert sich beim MFCQS hingegen kaum. 

Fur die Abbildungen 5.31 und 5.32 wurden dieselben Initialisierungs­
und Clusterparameter gewiihlt. Die Datensiitze unterscheiden sich nur 
im Drehwinkel einer einzigen Ellipse, dennoch flihrt der MFCQS zu 
vollig unterschiedlichen Einteilungen. Derartige Phiinomene treten so­
wohl beim FCQS als auch beim MFCQS auf, ohne daB sich anschau­
lich nachvollziehen lieBe, welche Art von Datensatzen richtig und welche 
falsch eingeteilt wird. Fiihrt die Initialisierung der Algorithmen nicht 
nahe genug an die intuitive Einteilung, so ist bei den Quadric-Shells­
Algorithmen durch die vielfiiltigen Clusterformen die Gefahr der Kon-
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vergenz in einem lokalen Minimum sehr groB. In solchen Fallen ist auch 
die modifizierte Distanzfunktion kein Garant fUr ein besseres Analyse­
ergebnis, die mangelnde Qualitat der Initialisierung kann auch sie nicht 
kompensieren. 

Abbildung 5.33: FCQS-Analyse Abbildung 5.34: MFCQS-Analyse 

Abbildung 5.33 zeigt einen Datensatz, der yom FCQS mit m = 4 
eingeteilt wurde. Bis auf den inneren Kreis wurden die Konturen gut 
erkannt. Die schlecht abgedeckten Daten des inneren Kreises konnen 
das zugehorige Cluster nicht auf die Kreiskontur ziehen, dazu sind die 
FCQS-Zugehorigkeiten zur Kontur zu gering. Setzt man den MFCQS­
Algorithmus auf das Ergebnis des FCQS an, so bewirken die modifi­
zierten Distanzen und daraus resultierenden Zugehorigkeiten, daB die 
Daten des Innenkreises an der Ellipsenkontur mit einer groBeren Kraft 
ziehen. Das Analyseergebnis zeigt Abbildung 5.34; alle Cluster sind 
korrekt erkannt worden. Initialisiert man den MFCQS jedoch nicht 
mit dem FCQS-Analyseergebnis, sondern mit der zuvor fUr den FCQS 
verwendeten Initialisierung, so gelingt dem MFCQS die Erkennung der 
intuitiven Einteilung nicht. Wesentlicher U nterschied in diesen beiden 
Fallen ist, daB es im erst en Beispiel jeweils ein Cluster gab, zu dem 
sowohl die FCQS- als auch die MFCQS-Distanzen gering waren, weil 
die Prototypen die Daten bereits gut approximierten. Der FCQS lieB 
sich mit den daraus resultierenden Zugehorigkeiten betriigen und lie­
ferte dadurch die bessere Einteilung. Der EinfluB der Modifikation ist in 
diesem Fall lokal begrenzt und fUhrt zum gewiinschten Ergebnis. Liegt 
eine gute Approximation aber nicht vor, so spiegeln sich die deutlich 
verschiedenen MFCQS-Distanzen entsprechend in allen Zugehorigkei-
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ten wider. In diesem Fall sinkt die Wahrscheinlichkeit, den FCQS mit 
den modifizierten Zugehorigkeiten zur Erkennung der richtigen Kontu­
ren zu bewegen. Der MFCQS eignet sich offenbar gut zum Feintuning 
von FCQS-Einteilungen, versagt aber oft, wenn die Initialisierung noch 
sehr weit von der richtigen Einteilung entfernt ist. Dann erschweren 
die Regionen hoher Zugehorigkeiten nahe der Hauptachsen der MFCQS­
Cluster zusatzlich eine korrekte Erkennung, weil durch sie eine fliichige 
Abdeckung der Daten weiter unterstiitzt wird. Unter ungiinstigen Vor­
aussetzungen kann dann auch mal ein Ergebnis wie in Abbildung 5.35 
resultieren. 

Abbildung 5.35: MFCQS- Abbildung 5.36: P-MFCQS-Analyse 
Analyse 

Abbildung 5.37: P-MFCQS-Analyse 

Auch possibilistisches Clustering ist mit dem MFCQS moglich . Aller­
dings ist ein ausgewogenes Verhiiltnis von Storpunkten zu echten Daten 
erforderlich. So optimiert der MFCQS den Datensatz aus Abbildung 
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5.37, indem ein Hyperbelast beinahe ausschlieBlich die beiden Stardaten 
abdeckt. Die Perfektion, mit der hier die Bewertungsfunktion minimiert 
wird, ist bemerkenswert, leider wird so die Detektion der beiden Ellip­
sen verhindert. 1m Normalfall werden aber nicht nur zwei Stardaten 
vorkommen, sondern eher ein Verhiiltnis wie in Abbildung 5.36. Hier 
sind 50 Stardaten gleichmiiBig iiber etwa 190 echte Daten verteilt. Der 
Algorithmus erkennt die Ellipsen einwandfrei. Problematisch wird pos­
sibilistisches Clustering jedoch, wenn sich die Stardaten in bestimm­
ten Formationen - Geraden, Punktwolken oder iihnlichem - gruppieren. 
Dann ist wieder mit einer Ausrichtung der Cluster auf die Stardaten zu 
rechnen, iihnlich wie in Abbildung 5.37. 

Der gestiegene Rechenaufwand durch die modifizierte Distanz ist 
nicht zu unterschiitzen. Bei einem Datensatz aus n Daten, die in c 
Cluster eingeteilt werden sollen, sind nach i Iterationsschritten n . c . i 
Gleichungen vierten Grades zu lasen. Bei 300 Daten, 5 Clustern und 100 
Iterationsschritten macht das immerhin 150000 (!) Gleichungen. 

Bei der Implementierung ist fiir die Ermittlung des Winkels Q' zur Be­
rechnung der modifizierten Distanz sinnvollerweise die atan2-Funktion 
zu verwenden, da die einfache atan-Funktion bei Werten kl - k2 nahe 
Null wegen der Division ungenaue Ergebnisse liefert. Des weiteren ist 
der Fall einer skalierten Identitiitsmatrix zu beriicksichtigen, bei dem so­
wohl k3 als auch kl - k2 Null sind. Falls aber k3 = 0 gilt, kann Q' = 0 
gesetzt werden, da es sich dann bereits urn eine Diagonalmatrix handelt. 

Die Verfahren zur Lasung eines Poly noms vierten Grades gehen von 
einem normierten Polynom aus, d.h., der Faktor vor dem hachsten Expo­
nenten ist Eins. Dies liiBt sich natiirlich leicht erreichen, indem man als 
Koeffizienten §:, e, & und ~ annimmt. Dabei entsteht bei kleinem 

C4 die Gefahr eines Uberlaufes, die Lasung wird dann stark fehlerbe­
haftet. Hier kann eine Skalierung der Unbekannten A weiterhelfen, die 
die Koeffizienten wieder in einen besser konditionierten Bereich bringt. 
Hierfiir sollte eine flexible Wahl der Skalierung vorgesehen werden. Eine 
weitere Moglichkeit besteht darin, daB man bei sehr kleinem Koeffizien­
ten C4 von einem degenerierten Polynom vierten Grades ausgeht, d.h. 
diesen Koeffizienten als Null annimmt. Es sind dann nur noch die Losun­
gen eines Poly noms dritten Grades (bzw. zweiten Grades, falls auch der 
Koeffizient C3 Null ist,) zu finden. (Ein Verfahren zur Lasung von Po­
lynomen dritten Grades wird durch das Verfahren zur Lasung von Poly­
nomen vierten Grades ohnehin benotigt. Es handelt sich also urn keinen 
Mehraufwand bei der Programmierung.) Man sollte sich bei dieser Va-
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riante allerdings dariiber im klaren sein, daB bereits durch Losungen in 
der GroBenordnung von A = 10 ein Koeffizient C4 = 0.0001 im Aus­
druck C4A4 einen Fehler von 1.0 ergibt, wenn man das Problem auf ein 
Polynom dritten Grades reduziert. In der hier verwendeten Implemen­
tierung sind damit dennoch recht gute Erfahrungen gemacht worden. 
Dies muB bei anderen Datensatzen nicht unbedingt der Fall sein. Es 
lohnt sich also, den Fehler, der bei der Ermittlung der Nullstellen des 
Polynoms gemacht wird, im Auge zu behalten. In jedem Fall sollte fiir 
den Modified-Fuzzy-c-Quadric-Shells-Algorithmus auf doppelte Genau­
igkeit bei der FlieBkommaarithmetik geschaltet werden, urn Rechenun­
genauigkeiten weitestgehend zu vermeiden. Werden die Abstande durch 
Rundungsfehler standig verfalscht, so ist eine Konvergenz unmoglich. 

Bei hoheren Dimensionen fiihrt die modifizierte Distanz auf Poly­
nome hOheren Grades, die nicht mehr geschlossen losbar sind. In diesem 
Fall ist ein numerisches Verfahren zur Ermittlung der Nullstellen zu ver­
wenden. 

5.8 Rechenaufwand 

Es sei noch einmal daraufhingewiesen, daB die Algorithmen nicht aufmi­
nimale Ausfiihrungsgeschwindigkeit optimiert wurden. Betrachtet man 
das Verhaltnis der Iterationsschritte zur benotigten Rechenzeit beim 
FCS-, AFCS- und FCES-Algorithmus, so wird der hohe Zeitaufwand 
bei Verwendung von Naherungsverfahren deutlich: TFcs = 6.58 . 10-4 , 

TAFCS = 2.24· 10-3 , TFCES = 4.36 . 10-3 . Der deutliche Sprung im 
Zeitindex zwischen FCS und AFCS/FCES spiegelt die Dimension der 
zu losenden Gleichungssysteme wider. Bier ist auch bei anderen Ite­
rationsverfahren zur Losung der Gleichungssysteme nicht mit wesent­
lich kiirzeren Ausfiihrungszeiten zu rechnen, da diese Algorithmen rech­
nerisch meistens noch komplizierter werden. (Beim Algorithmus von 
Levenberg-Marquardt erfolgt innerhalb jedes Iterationsschrittes eine wei­
tere Iteration, so daB dann bereits drei geschachtelte Iterationsverfahren 
ausgefiihrt werden.) 

Deutlich besser sehen die Zeiten bei den Verfahren mit direkter 
Prototyp-Bestimmung aus: TFcss = 1.03· 10-4 , TFCE = 2.40· 10-4, 
TFcQs = 1.58 . 10-4 . Der MFCQS bricht gegeniiber dem FCQS deutlich 
ein, wei I der Aufwand zur Losung der vielen Polynome vierten Grades 
erheblich Rechenaufwand fordert: TMFcQs = 1.12.10-3 . 

Die Datensatze enthielten zwischen 62 und 315 Daten und wurden 
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(bis auf wenige Ausnahmen) in deutlich unter 100 Iterationsschritten 
geclustert. Die verwendete Initialisierung fi.ir die jeweiligen Beispiele 
ist dem Text zu entnehmen. Ein Vergleich der Erkennungsleistungen 
verschiedener Ellipsen-Erkennungs-Algorithmen findet man auch in [22]. 



Kapitel6 

Cluster-Validity -
GiitemaBe fiir Fuzzy­
Clustereinteilungen 

Viele Clustering-Verfahren wurden gerade deshalb entwickelt, urn in 
hoherdimensionalen Raumen Strukturen in Daten zu erkennen. Sobald 
die Daten sich namlich nicht mehr zwei- oder dreidimensional graphisch 
darstellen lassen, fallt es dem Betrachter sehr schwer, ohne visuelle U n­
terstiitzung eine Einteilung der Daten vorzunehmen. Sobald es keine 
letzte Instanz mehr gibt, die die Entscheidung iiber richtig oder falsch 
fallen kann, stellen sich zahlreiche Probleme und Fragen: 

• Wenn man alle existierenden Clustering-Algorithmen auf eine Da­
tenmenge anwendet, so wird man eine Vielzahl unterschiedlicher 
Einteilungen bekommen. Welche Zuordnung ist richtig? (Beispiel 
6) 

• Wenn die Anzahl der Cluster nicht a priori bekannt ist, so laBt 
sich nur fUr jede mogliche Clusterzahl eine Einteilung ermitteln. 
Welche Einteilung (oder Clusterzahl) ist richtig? (Beispiel 7) 

• Die meisten Algorithmen nehmen eine Einteilung aufgrund eines 
vorausgesetzten Modells vor; jedoch ohne Riicksicht darauf, ob 
diese Struktur in den Daten tatsachlich vorhanden ist. Rechtfer­
tigt das Ergebnis eines bestimmten Verfahrens seine Anwendung? 
Lag die vorausgesetzte Struktur wirklich vor? (Beispiel 8) 

153 
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Bei diesen Entscheidungen sollen Cluster-GutemaBe helfen. Dabei ist 
es unmoglich, ohne jedes Wissen tiber die Daten alle Fragen zu beant­
worten. Vielmehr ist individuell fUr jedes Problem festzustellen, welche 
Form von Clustern gesucht wird, wodurch sich gute von schlechten Clu­
stern unterscheiden und ob es Falle von strukturlosen Daten geben kann. 
Mit einer teilweisen Beantwortung dieser Fragen lassen sich dann auch 
Schlusse fur die Beantwortung der anderen Fragen ziehen, wie zunachst 
an Beispielen illustriert werden solI. 

o 0 0 0 0 

d 
o 0 0 0 0 

d < 5.5 
_--"""'---_,. 0 

• 0 0 0 0 

._-----MU 0 0 0 0 

o 0 0 • 0 0 0 0 

o 0 0 0 0 • 0 0 0 0 

Abbildung 6.1: Intuitive Eintei- Abbildung 6.2: Cluster-Splitting 
lung 

Beispiel 6 Abbildung 6.1 zeigt einen Datensatz mit 29 Daten, die 
augenscheinlich in zwei Cluster einzuteilen sind [19, 8]. (Die harte 
Einteilung ist durch unterschiedliche Markierung der Daten angedeu­
tet. Alle horizontal und vertikal benachbarten Daten haben den Ab­
stand Eins.) Abbildung 6.2 zeigt dieselben Daten, jedoch wurde die 
linke Spalte des groBen Clusters dem kleineren Cluster zugeordnet. 
Fur d < 5.5 ergibt die Bewertungsfunktion des HCM-Algorithmus 
nun einen kleineren Wert als bei der Einteilung aus Abbildung 6.l. 
Das globale Minimum fUhrt in diesem Fall zu einer unerwunschten 
Einteilung. Der HCM-Algorithmus neigt zum Cluster-Splitting. (Wir 
haben bereits in Abschnitt 2.1 gesehen, daB die Einteilung unter­
schiedlich groBer Cluster mit dem HCM oder FCM Probleme berei­
tet.) 
Urn festzustellen, ob ein Algorithmus fUr bestimmte Clusterarten ein­
setzbar ist, sollten daher Testdaten erzeugt werden, an denen die Lei­
stungsfahigkeit des Verfahrens fUr charakteristische Falle beobachtet 
werden kann. Dunn definiert seine Vorstellung von guten Clustern 
abhangig von einer Distanzfunktion wie folgt [19]: Eine Klassenein­
teilung enthalt kompakte, gut getrennte (CWS; compact, well sepa­
rated) Cluster genau dann, wenn je zwei Daten aus der konvexen 
Hulle einer Klasse einen geringeren Abstand haben als zwei Daten 
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der konvexen Hiille verschiedener Klassen. 
Fiir das Beispiel der Abbildung 6.1 HiBt sich ein Mindestabstand be­
rechnen, ab dem die beiden Cluster die CWS-Eigenschaft erfUllen. 
Dunn fUhrt ein Cluster-GiitemaB ein, das genau dann groBer als 
Eins ist, wenn die eingeteilten Cluster der CWS-Bedingung geniigen. 
Die beziiglich dieses GiitemaBes mangelhaften Einteilungen des HCM 
fUhrten Dunn schlieBlich zur Entwicklung des fuzzifizierten HCM oder 
auch FCM [19]. Dunn zeigte anhand seiner Untersuchungen (ohne 
Beweis), daB kompakte, gut getrennte Cluster yom FCM wesentlich 
besser erkannt werden. (Genau genommen haben also Untersuchun­
gen iiber die Giite von Clustereinteilungen zu der Entwicklung des 
Fuzzy-c-Means gefiihrt.) 

Wenn man sich fUr eine Clusterart und damit fUr einen Algorithmus, 
der nach den entsprechenden Strukturen sucht, entschieden hat, bleibt 
meistens noch die Frage nach der Anzahl der Cluster im Datensatz. Alle 
bisher vorgestellten Algorithmen sind nur durchfUhrbar, wenn man die 
Anzahl der Cluster a priori kennt. Wie schon in Abschnitt 1.7 angedeu­
tet, HiBt sich auch hier mit Hilfe eines GiitemaBes eine Antwort finden. 

Beispiel 7 Kniipfen wir an das Beispiel 6 an, so benutzen wir zur 
Detektion von kompakten, gut getrennten Clustern nun den Fuzzy­
c-Means. Wir sind uns in diesem speziellen Fall dariiber im klaren, 
daB wir die Fuzzifikation nicht durchgefiihrt haben, weil unsere Da­
tensatze sich nicht hart einteilen lassen, sondern weil der Algorithmus 
in seiner modifizierten Variante bessere Ergebnisse liefert. Insofern 
kann ein MaB fiir die Giite einer Einteilung der Grad der Unscharfe 
sein, die das Ergebnis beinhaltet. Unter einer optimalen Einteilung 
verstehen wir in diesem Fall eine mit harten Zugehorigkeiten. (DaB 
die jeweiligen Cluster auch geometrisch optimal verteilt sind, hoft'en 
wir durch die Wahl des Algorithmus abgesichert zu haben.) Vertei­
len wir zuviel oder zuwenig Cluster iiber die Daten, so miissen sich 
mehrere Cluster ein echtes Daten-Cluster teilen oder ein Cluster muB 
mehrere echte Daten-Cluster abdecken. In beiden Fallen fiihrt dies 
zu unscharferen Zugehorigkeitsgraden. Wir fUhren den Algorithmus 
also fUr verschieden viele Cluster durch, ermitteln jeweils den Grad 
der Unscharfe und wahlen diejenige Einteilung als optimal, die einer 
harten am nachsten kommt. (Das hier angedeutete GiitemaB wird in 
Abschnitt 6.1.1 noch naher definiert und betrachtet.) 
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Der denkbar ungiinstigste Fall ist gegeben, wenn wir nicht stets von 
der Existenz einiger Cluster ausgehen k6nnen, falls es also von Zeit zu 
Zeit Datenmengen gibt, die schlicht keine Struktur besitzen. 

Beispiel 8 Zuniichst lohnt es sich, einige Gedanken dar auf zu ver-
wenden, wie ein strukturloser Datensatz aussehen wiirde. Ein ge­
eigneter Testdatensatz nach Windham [63] besteht aus Daten, die 
gleichmiiBig iiber den Einheitskreis verteilt liegen. Die Forderung 
nach der Kreisform ergibt sich aus der vom Fuzzy-c-Means verwen­
deten euklidischen Norm. Dieser Datensatz enthiilt definitiv keine 
Teilstrukturen. Dennoch liefert die iiberwiegende Mehrzahl der Giite­
funktionen unterschiedliche Werte fUr diesen Testdatensatz bei .Ande­
rung der Parameter c und m des Fuzzy-c-Means. Dies ist gleich­
bedeutend damit, daB diese Giitefunktionen bestimmte Parameter­
kombinationen anderen vorziehen, obwohl bei fehlender Struktur jede 
Einteilung in mehr als ein Cluster gleichermaBen schlecht sein sollte. 
Man kann dieses Verhalten billigen, falls bei steigender Clusteranzahl 
die GiitemaBe fUr den Testdatensatz immer schlechter werden. Nur 
kann man eben nicht entscheiden, ob dieses Verhalten die Struktur 
widerspiegelt oder aus der Schwiiche der Giitefunktion selbst ent­
steht. Windham gibt in [63] eine (leider sehr aufwendige) Giitefunk­
tion UDF (uniform data function) an, die unabhiingig von den Para­
metern c und m des Fuzzy-c-Means ist. 

Die Beispiele haben gezeigt, daB es sehr unterschiedliche Arten von 
GiitemaBen gibt, die stark auf den jeweiligen Verwendungszweck ausge­
richtet sind. Es gibt keine exakte Theorie, innerhalb der aIle genannten 
Fragestellungen beantwortet werden konnen, so daB die meisten Verfah­
ren heuristischer N atur sind - nicht zuletzt urn auch den Rechenauf­
wand im Rahmen zu halten. Allen Beispielen gemeinsam ist die Defini­
tion einer Bewertungsfunktion als GiitemaB, die es bei der Suche nach 
einer gut en oder richtigen Einteilung zu minimieren oder maximieren 
gilt. Hauptanwendung der GiitemaBe ist die Ermittlung der korrekten 
Clusteranzahl, wie in Beispiel 7 angedeutet. Wir werden uns daher im 
folgenden mit der Eignung verschiedener GiitemaBe fUr diesen Zweck 
beschiiftigen. 
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6.1 Globale Giitema6e 

Globale GiitemaBe sind Abbildungen g : A(D, E) - JR, die die Giite 
einer gesamten Clustereinteilung durch einen einzigen reellen Wert ange­
ben. Insbesondere ist die bisher immer verwendete Bewertungsfunktion 
b nach (1.7) eine Giitefunktion. Bei der Suche nach der optimalen Lage 
der Cluster und der Bestimmung der Zugehorigkeiten haben wir diese 
Bewertungsfunktion stets zu minimieren gesucht. Bei Erhohung der Clu­
sterzahl und jeweils optimaler Einteilung wird jedoch der Abstand der 
Daten zu den dichtesten Prototypen zwangsweise immer geringer, die 
Bewertungsfunktion b ist fUr wachsendes C monoton fallend. Die Er­
mittlung der optimalen Clusterzahl kann also nicht iiber ein Minimum 
oder Maximum dieser Bewertungsfunktion angegeben werden. Es ist 
eine alternative Definition iiber den Scheitelpunkt der Bewertungsfunk­
tion (Punkt maximaler Kriimmung) denkbar (in [13] als Ellenbogen­
Kriterium bezeichnet), meistens verwendet man jedoch andere Funktio­
nen als Giitefunktionen. Wir werden im folgenden weitere Giitefunktio­
nen kennenlernen, die wir im AnschluB an einigen Beispielen miteinander 
vergleichen. 

Fiir die Hauptanwendung der globalen GiitemaBe, die Bestimmung 
der Clusteranzahl, verwenden wir folgenden Algorithmus: 

Algorithmus 3 (Clusterzahlermittlung mit globalem GiitemaB) 
Gegeben sei eine Datenmenge X, ein p1'Obabilistischer Clustering­
Algorithmus und ein globales Giitemafl G. 

Wahle die maximale Anzahl Cmax der Cluster. 
C := 1, Copt := 1, Initialisiere gopt mit schlechtestem Giitewert. 
FOR (cmax - 1) TIMES 

c:= c+ 1 
Fiihre den prob. Clustering-Alg. mit Eingabe (X, c) durch. 
IF (Giitemafl G(f) der neuen Einteilung f besser als gopt) 

THEN gopt := G(f), Copt := c. 
ENDIF 

ENDFOR 
Die optimale Clusteranzahl ist Copt, ihr Giitewert ist gopt. 
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Es wird fiir dieses Verfahren vorausgesetzt, daB der gewahlte pro­
babilistische Algorithmus fUr jedes c die optimale Einteilung findet, so 
daB mit dem GiitemaB auch die optimale Einteilung bewertet wird. Dies 
leistet keiner der vorgestellten Algorithmen. Infolgedessen garantiert 
die Anwendung dieses Algorithmus nicht notwendig die Korrektheit der 
gefundenen Clusterzahl. (Die Forderung nach einem probabilistischen 
Ciustering-Algorithmus ergibt sich aus den GiitemaBen, die teilweise Ei­
genschaften einer probabilistischen Einteilung voraussetzen.) 

6.1.1 Solid-Clustering GiitemaBe 

Wie wir in Beispiel 7 gesehen haben, kann es angebracht sein, unter einer 
gut en eine moglichst harte Einteilung zu verstehen. In diesem Fall ist 
Bezdeks Partitionskoeffizient ein geeignetes GiitemaB [8]: 

Definition 6.1 (Partitionskoeffizient (partition coefficient) PC) 
Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD, und f : X --> f{ E Afuzzy(D, E) 

eine probabilistische Clustereinteilung. Unter dem Partitionskoeffizien­
ten PC der Einteilung f verstehen wir 

Zunachst ist festzustellen, daB fur jede probabilistische Clusterein­

teilung f : X --> f{ wegen f(x)(k) E [0,1] und LkEK f(x)(k) = 1 fiir 

x E X und kEf{ die Ungleichung rh:S PC(f) :S 1 gilt. 1m FaIle einer 

harten Einteilung erhalten wir den Maximalwert PC(f) = 1. Enthiilt 
die Einteilung keine Information, ist also jedes Datum jedem Cluster 
zu gleichen Teilen zugeordnet, so ergibt sich der Minimalwert. Stehen 
mehrere Einteilungen zur Wahl, so fUhrt uns der maximale Partitions­
koeffizient zu der Einteilung mit der "eindeutigsten" Zuordnung. 

Das nachste GiitemaB hat starke .Ahnlichkeit mit dem Partitionskoef­
fizienten, ist aber an die Shannonsche Informationstheorie angelehnt. 
Die gesuchte Information besteht in der Zuordnung eines Datum x E X 
zu einem Cluster k E K. Das (Un-) Wissen iiber die Klassifikation wird 
durch den Vektor u = (f(x)(k)hEK bei einer Einteilung f : X --> f{ 
reprasentiert. Da es sich urn eine probabilistische Clustereinteilung han­
delt, konnen wir die Zugehorigkeit Uk als Wahrscheinlichkeit fUr die Zu­
ordnung des Datums x zum Cluster k auffassen. Bekamen wir nun 
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von irgendeiner Quelle die Information, daB das Datum x dem Cluster 
k zuzuordnen ist, so hat diese Information urn so mehr Inforrnations­
gehalt, desto geringer die Wahrscheinlichkeit Uk fiir diese Klassifizie­
rung ist. Shannon definiert den Informationsgehalt des Zeichens k als 
Ik = -In( Uk), den mittleren Informationsgehalt der Quelle als Entropie 

H = LkEK uk1k. 

Definition 6.2 (Partitionsentropie (partition entropy) PE) Sei 
A(D, E) ein Analyseraum, XeD, und f : X -t K E Aruzzy(D, E) eine 
probabilistische Clustereinteilung. Unter der Partitionsentropie P E der 
Einteilung f verstehen wir 

P E(f) = _ LXEX LkEK f(x)(k) In(f(x)(k)) 
IXI . 

Es liiBt sich analog zum Partitionskoeffizienten 0 ::; P E(f) ::; In(IKi) 
fUr eine probabilistische Clustereinteilung f : X -t K feststellen. 1st 
f eine eindeutige Einteilung, so sind wir voIlstiindig informiert. Die 
Entropie, d.h. der mittlere Informationsgehalt einer Quelle, die uns die 
richtige Einteilung nennt, ist Null. Bei einer Gleichverteilung der Zu­
gehorigkeiten hingegen wird die Entropie maximal. Suchen wir eine gute 
Einteilung, so streben wir eine mit minimaler Entropie an. Bezdek [8] 
zeigte die Beziehung 0 ::; 1 - PC(f) ::; P E(f) fUr aIle probabilistischen 
Clustereinteilungen f. Obwohl durch die Anlehnung an Shannons Infor­
mationstheorie dieses GiitemaB einen informations-theoretischen Beige­
schmack bekommt, so handelt es sich im Grunde dennoch nur urn ein 
MaB fiir die Unschiirfe der Clustereinteilung, sehr iihnlich zum Partiti­
onskoeffizienten. 

Ein kombinatorischer Ansatz iiber ZufaIlsvariablen fiihrte Windham zu 
einem weiteren globalen GiitemaB. Windham stellte fest, daB die Ver­
wendung aller Zugehorigkeiten im GiitemaB die Abhiingigkeit von der 
Clusterzahl c unnotig erhoht. Dies ist der Grund fUr die monoton fal­
lende Tendenz von Partitionskoeffizient und -entropie bei wachsendem 
c. Er bewies, daB mit wachsendem c die Zahl der hohen Zugehorigkeiten 
drastisch abnimmt. Sein sehr theoretischer Ansatz [62, 8] fUhrt zu einem 
komplexen GiitemaB und verwendet nur die maximalen Zugehorigkeiten 
jeden Datums: 
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Definition 6.3 (VerhaItnis-Reprasentant (proportion expo­
nent) PX) Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD, und f : X -> ]{ E 
Afuzzy(D, E) eine probabilistische Clustereinteilung mit f(x)(k) :f= 1 fur 
aile x E X und k E ]{. Unter dem Verhiiltnis-Repriisentanten P X der 
Einteilung f verstehen wir 

PX(f)=-ln IT ?:(-I)j+l(~)(1_j/lx)C-l , ( (
[1';1] ) ) 

xEX J=l J 

wobei c = I]{I, /lx = maxf(x)(k) und [/l;1] die groflte ganze Zahl kleiner 
kEK 

gleich ..L sei. 
1'", 

Zunachst fallt auf, daB auch nicht ein einziges Datum x E X ein­
deutig einem Cluster zugeordnet werden darf. Dann ware /lx = 1 und 
[/l;1] = 1, der Summenterm fiir dieses x ergabe Null. Damit wird das 
gesamte Produkt innerhalb des Logarithmus Null und der Ausdruck wird 
undefiniert! Streben wir zwar harte Einteilungen an, so diirfen wir sie 
nicht tatsachlich erreichen, sofern wir sie mit diesem GiitemaB beurtei­
len wollen. Urn in dieser paradoxen Situation den Verhaltnis-Reprasen­
tanten iiberhaupt verwenden zu konnen, werden wir uns eines hoheren 
Fuzzifiers m bedienen. (Wir erinnern uns: Je dichter m bei Eins liegt, 
desto harter werden die Einteilungen.) 

Der sehr abstrakte Ausdruck P X ohne die Logarithmus-Bildung laBt 
sich als ein MaE fUr die Anzahl der Einteilungen interpretieren, die alle 
Daten besser klassifizieren als es durch die untersuchte Einteilung ge­
schieht. Eine bessere Klassifikation eines bereits eindeutig zugeordneten 
Datums ist natiirlich nicht moglich. Dies erklart die aufgezeigte Proble­
matik bei harten Zuordnungen. Es bedeutet aber auch, daB das Giite­
maE P X bereits eine optimale Partition anzeigt, wenn nur ein einziges 
Datum eindeutig eingeteilt wird. (Die GiitemaEe PC und P E hingegen 
zeigen nur bei einer eindeutigen Zuordnung aller Daten eine optimale 
Partition an.) Durch den Logarithmus wird die Monotonie umgekehrt, 
und es bleibt fUr die Suche nach der optimalen Einteilung das Maximum 
zu ermitteln. 
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Verwenden wir einen hoheren Fuzzifier (bspw. m = 4), so sind harte 
Zuordnungen in der Praxis beinahe ausgeschlossen. Dennoch bleibt zu 
beachten, daB fUr die Ermittlung dieses GutemaBes soviele Terme kleiner 
Eins multipliziert werden, wie der Datensatz Elemente hat. Bei groBen 
Datensatzen ist also eine Zahlendarstellung mit einem groBen Exponen­
ten zu wahlen. Argumente kleiner 10- 200 fUr den Logarithmus sind 
durchaus ublich. 

Kehren wir noch einmal zum Begriff der CWS-Cluster nach Dunn aus 
Beispiel 6 zuruck. Urn den Komplikationen durch den Begriff der konve­
xen Hulle aus dem Weg zu gehen, betrachten wir nur CS-Cluster: Eine 
Klasseneinteilung enthalt kompakte, getrennte (CS; compact, separated) 
Cluster genau dann, wenn je zwei Daten aus einer Klasse einen geringe­
ren Abstand haben als zwei Daten verschiedener Klassen. Wir fordern 
fUr CS-Cluster also, daB ihr Abstand untereinander groBer als ihr maxi­
maier Durchmesser ist. 

Definition 6.4 (Separationsindex Dd Sei A(D, E) ein Analyse­
mum, XeD, f : X -> ]{ E A(D, E) eine harte C/usiereiniei/ung, 
Ak := r 1 (k) fur k E ]{, d : D x D -> IR+ eine Disianzfunkiion. Unier 
dem Sepamiionsindex Dl der Einiei/ung f versiehen wir 

D (I) . { . { d(Ai,Aj) }} 1 =mm mm . , 
iEK jEK\{i} ~~dzam(Ak) 

wobei diam( Ak) = max{ d( Xi, X j) I Xi, X j E Ad gilt, und die Disianzlunk­
iion d auf Mengen durch d(Ai,Aj ) = min{d(xi,Xj)lxi E Ai, Xj E Aj} 
erweiieri wird (i, j, k E ]{). 

Ergibt sich der Separationsindex einer gegebenen harten Einteilung 
groBer als Eins, so handelt es sich damit urn eine Einteilung in CS­
Cluster. Allgemein versuchen wir den Separationsindex zu maximieren. 
Urn dieses GutemaB auch bei Algorithmen verwenden zu konnen, die 
keine harte Einteilung liefern, lieBe sich zur Bestimmung des Separati­
onsindexes die zugehorige harte Einteilung verwenden, wobei dann nicht 
die ganze Information der Fuzzy-Einteilung in das GutemaB einflieBt. 

Bei groBen Datenmengen ist der Aufwand zur Bestimmung des Sepa­
rationsindexes sehr hoch, weil die Anzahl der Operationen zur Ermitt­
lung von Durchmesser und Abstand der Cluster quadratisch von der 
Anzahl der Daten abhangt. 
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Gegentiber allen anderen vorgestellten GtitemaBen bezieht der Separa­
tionsindex erstmals die Daten selbst in die Betrachtungen ein, nicht 
nur die Zugehorigkeitsgrade. Es sind damit kompensatorische Gtite­
maBe denkbar, die auch nieht-harte Einteilungen als gut akzeptieren, 
beispielsweise wenn alle Daten dieht beieinander liegen. Allerdings kann 
der Separationsindex nur harte Einteilungen beurteilen und ist daher fur 
diesen Fall nieht geeignet. Anders sieht es hingegen bei dem GtitemaB 
von Xie und Beni [64] aus. Es ergibt sich aus der Bewertungsfunktion b 
durch Mittelung tiber die Anzahl der Daten und das Quadrat des mini­
malen Abstands der Clusterzentren. Dabei wird nattirlich die Existenz 
von Clusterzentren ausgenutzt, die speziell bei den hier vorgestellten AI­
gorithmen stets gegeben ist, aber im allgemeinen bei anderen Verfahren 
nicht vorausgesetzt werden kann. 

Definition 6.5 (Trennungsgrad (separation) S) Sei A(D, E) ein 
Analyseraum, XeD, f : X -+ ]{ E Afuzzy(D, E) eine probabilistische 
Clustereinteilung und d eine Distanzfunktion. Unter dem Trennungsgrad 
S der Einteilung f verstehen wir 

Bei Verwendung des Fuzzy-c-Means mit einem Fuzzifier m =j:. 2 HiBt 
sich beim Exponenten fur die Zugehorigkeit alternativ m einsetzen. Xie 
und Beni zeigten die Giiltigkeit der Beziehung S ~ :b fUr die korre-

1 

spondierende harte Einteilung, wodurch die Beziehung zu einer Eintei-
lung in CS-Cluster nach Dunn hergestellt werden kann. Gegenuber Dl 
hat das GutemaB S den Vorteil einer vielleichteren und angemesseneren 
Berechnung - unter anderem ertibrigt sich der Umweg tiber eine harte 
Einteilung. 

Machen wir weitere Voraussetzungen tiber das Clustering-Verfahren, wie 
etwa die Beschreibung der Clusterform durch Kovarianzmatrizen (siehe 
Abschnitt 2.2 und 2.3), so lassen sich weitere, individuelle GtitemaBe 
finden. Gath und Geva haben drei dieser MaBe gleich zusammen mit 
ihrem Clustering-Algorithmus in [23] angegeben. 
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Definition 6.6 (Fuzzy-Hypervolumen ( fuzzy hypervolume ) 
FHV) Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD, f : X ---> f{ E 
Afuzzy(D, E) eine probabilistisehe Clustereinteilung dureh den Algorith­
mus von Cath und Ceva. Unter dem Fuzzy-Hypervolumen F HV der 
Einteilung f verstehen wir mit den Bezeiehnungen aus Bemerkung 2.3: 

F HV(f) = L .jdet(A). 
i=l 

Definition 6.7 (Mittlere Partitionsdichte (average partition 
density) APD) Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD, f : X ---> 

f{ E Afuzzy(D, E) eine probabilistisehe Clustereinteilung dureh den Algo­
rithmus von Cath und Ceva. Unter der mittleren Partitionsdiehte AP D 
der Einteilung f verstehen wir mit den Bezeiehnungen aus Bemerkung 
2.3: 

AP D(f) = ~ t Si , 
C i=l .jdet(A;) 

wobei Si = LjEY. f(xj )(ki ) und 

Y; = {j E IN$n I (Xj - Vi)T A;l(Xj - Vi) < I} 

gilt. 

Definition 6.8 (Partitionsdichte (partition density) PD) 
Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD und f : X ---> f{ E Afuzzy(D, E) 
eine probabilistisehe Clustereinteilung dureh den Algorithmus von Cath 
und Ceva. Unter der Partitionsdiehte P D der Einteilung f verstehen 
wir mit den Bezeiehnungen aus Bemerkung 2.3 und der vorhergehenden 
Definition: 

P D(f) = L~-l Si . 
FHV(f) 

tIber das Fuzzy-Hypervolumen wird die Summe aller ClustergroBen 
erfaBt. Da auf jeden Fall aIle Daten von den Clustern abgedeckt werden, 
deutet ein Minimum dieses GiitemaBes auf kleine, kompakte Cluster hin, 
die die Daten gerade eben umschlieBen. Die Partitionsdichte entspricht 
der physikalischen Vorstellung der Dichte (Anzahl der Daten im Clu­
sterzentrum pro Volumen) und ist zu maximieren, weil sich die Cluster 
durch deutliche Punkthiiufungen auszeichnen sollen. Gleiches gilt fUr 
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die mittlere Partitionsdichte, die sich als Mittelwert der (physikalischen) 
Dichten im Clusterzentrum bestimmt. Die Anzahl der Daten je Cluster 
wird durch die Terme Si fUr ein Cluster ki E f{ erfaBt. Dazu wer­
den die ZugehOrigkeiten der Daten aufsummiert, die in der Ail-Norm 
einen Abstand kleiner Eins yom Clusterzentrum haben. Das sind dieje­
nigen Daten, die yom Clusterzentrum maximal so weit entfernt sind wie 
der Durchschnitt der zugeordneten Daten. Damit fordern wir implizit, 
daB die meisten Daten nahe dem Prototypen liegen sollten, damit iiber 
moglichst viele Summanden addiert wird, und daB die Zuordnungen die­
ser Daten eindeutig sein sollten, urn moglichst hohe Zugehorigkeiten zu 
summieren. Eine gute Clustereinteilung im Sinne dieser drei GiitemaBe 
besteht somit aus klar getrennten Clustern mit minimalem Gesamtvolu­
men und einer Haufung der Daten innerhalb der Clusterzentren. 

Die Eignung der vorgestellten GiitemaBe soll nun an einigen Beispie­
len getestet werden. Das Vorgehen zur Ermittlung der dargestellten 
GiitemaBe war zum Teil unterschiedlich. So lassen sich PC, P E und S 
nach einem FCM-Durchlauf mit m = 2 bestimmen, jedoch ist P X dann 
meistens undefiniert. Fiir F HV, AP D und P D wird ein GG-Durchlauf 
vorausgesetzt, bei dessen fast harter Einteilung die GiitemaBe PC und 
P E beinahe konstant sind und P X wieder undefiniert ist. Aus die­
sem Grund wurden PC, PE und Sl = S aus einem FCM-Durchlaufmit 
m = 2, PX aus einem FCM-Durchlaufmit m = 4 und FHV, APD, PD 
und S2 = S aus einen GG-Durchlauf mit m = 2 ermittelt. AuBerdem 
sind die getesteten Datensatze selbst so gewahlt, daB auch der Fuzzy-c­
Means eine geeignete Einteilung vornehmen kann: Auf unterschiedliche 
Formen und GroBen der Cluster wurde verzichtet, weil an dieser Stelle 
nicht die Fahigkeiten der Algorithmen, sondern die der GutemaBe zu 
vergleichen sind. 

Ais Testmuster wurde der bereits aus Abbildung 2.1 bekannte Da­
tensatz verwendet (Abbildung 6.3). AuBerdem zeigen die Abbildungen 
6.4, 6.5 und 6.6 drei ahnliche Testdatensatze, bei denen die drei linken 
Cluster immer naher aneinanderrucken. Bei Abbildung 6.6 liegen sie 
schlieBlich so dicht, daB der Fuzzy-c-Means mit m = 2 und c = 4 die 
linke Punktwolke nicht in drei Cluster aufteilt, sondern die linke und 
rechte Seite der Testdaten mit je zwei Clustern abdeckt. Ein optima­
ler Gutewert fiir c = 4 laBt sich in so einem Fall nicht erwarten. Fur 
den Algorithmus von Gath und Geva bedeutet die Einteilung der Da­
ten aus Abbildung 6.4 ein Problem fUr c > 5, da die Cluster sehr gut 
und eindeutig schon bei c = 4 getrennt waren und alle Folgecluster nur 
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noch einzelne AusreiBerdaten abdecken. Dabei werden jedoch die Clu­
stergroBen so klein, daB es zu numerischen Uberlaufen kommen kann. 
Werden Cluster durch einen einzigen (extremen) AusreiBer definiert, so 
kann es zu (rechnerisch) singularen Kovarianzmatrizen kommen. Bricht 
der Algorithmus mit einem derartigen Fehler ab, so gehen wir hier da­
von aus, daB eine Suche fUr groBere c keinen Sinn macht. Dies war fUr 
c > 5 der Fall, daher wurden die Giitewerte F HV, AP D, P D und S2 
fUr c = 5 konstant fortgefUhrt. 

Vergleichen wir die einzelnen GiitemaBe, so zeigen Partitionskoeffizi­
ent PC (Abbildung 6.7) und Partitionsentropie P E (Abbildung 6.8) wie 
erwartet wenig Unterschiede in ihrem Verhalten. Set zen wir fUr aIle Bei­
spiele als optimale Clusterzahl c = 4 voraus, so erkennen beide GiitemaBe 
die korrekte Anzahl nur beim gut getrennten Datensatz aus Abbildung 
6.4. Der Partitionskoeffizient nimmt bei den Daten aus Abbildung 6.3 



166 6 Clustergiite 

0.05 

0 .• 

0.05 

0.8 

0.75 

0.7 

0.85 0.1 

Abbildung 6.7: PC (maximieren) Abbildung 6.8: PE (minimieren) 

SOO 1.4 r--.----,-,----r--.----.-.----, 

/---------------·.-ggEi~ :.=:: 
,'// -......... . 

4SO 

400 

~ 
300 

2SO 

200 

1SO 

100 

0.8 

0.' 

0.4 

0.2 

Mu.tarA-­
MUlierS --­

:.... Mu.mrC-· j ............ ,,' ... Mu.tarO .0. j ... 
.................... .1 

r' o

, 

Abbildung 6.9: P X (maximieren) Abbildung 6.10: 51 (minimieren) 

und c = 4 ebenfalls sein glob ales Maximum an. Fur den Datensatz aus 
Abbildung 6.5 zeigen beide GutemaBe bei c = 4 immerhin noch einen 
lokalen Extremwert an. Sie bevorzugen jedoch die eindeutigere Eintei­
lung in zwei Cluster. Deutlich ist beiden GutemaBen die Monotonie fUr 
wachsendes c anzusehen. (Beim Vergleich der GutemaBe sind die unter­
schiedlichen Bewertungskriterien zu beachten - der Partitionskoeffizient 
ist zu maximieren, die Partitionsentropie zu minimieren.) Bezieht man 
sich beim Vergleich beider GiitemaBe auf ihr Verhalten bei den Daten 
aus Abbildung 6.3, so scheint der Partitionskoeffizient bessere Ergeb­
nisse zu liefem, da intuitiv eine Einteilung in vier einer Einteilung in 
zwei Cluster vorzuziehen ist. 

Der Verhaltnis-Reprasentant P X (Abbildung 6.9) leidet nicht unter 
der Monotonie fur wachsendes c, zeigt jedoch auch nur bei den Daten 
aus Abbildung 6.3 und 6.4 die korrekte Clusterzahl an. In den beiden 
anderen Fallen nimmt das GutemaB P X zunachst recht geringe Werte 
an, springt bei c = 4 auf ein lokales Maximum und pendelt sich auf 
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diesem hCiheren Niveau ein, wobei einmal fur c = 6 und einmal fUr c = 7 
das globale Maximum (bezuglich c E IN ~7) erreicht wird. Interessant 
ist, daB fUr c > 4 die Unterschiede im GutemaB nur noch gering sind, so 
daB man das Ergebnis so interpretieren konnte, daB die Einteilungen mit 
c > 4 Clustern auch gute Einteilungen sind, aber eben mit mehr Clustern 
als notig. In diesem Sinne deutet P X auch in diesen Datensiitzen auf 
eine optimale Anzahl c = 4 hin. Bei den Daten aus Abbildung 6.6 kommt 
diesem GutemaB zugute, daB es bei m = 4 gem essen wurde. Dann teilt 
der Fuzzy-c-Means die linke Punktwolke in drei Cluster ein, was bei 
m = 2 nicht der Fall war. 

Der Trennungsgrad 5 (51 fUr FCM in Abbildung 6.10, 52 fUr GG 
in Abbildung 6.11) zeigt in den leicht klassifizierbaren Datensiitzen auch 
deutlich Extremwerte bei c = 4. Fur den Datensatz aus Abbildung 6.5 
liegen die lokalen Minima bei c = 4 nur wenig tiber den globalen Mi­
nima bei c = 2. Dieses GutemaB zieht die Einteilung in zwei Cluster 
nur knapp der Einteilung in vier Cluster vor. Dieses Verhalten zeigt sich 
abgeschwiicht auch bei 52 und den Daten aus Abbildung 6.6. Messen 
wir dem GutemaB 51 bei den Werten fUr Abbildung 6.6 keine zu groBe 
Bedeutung bei (FCM mit m = 2 lieferte fUr c = 4 eine ungluckliche Ein­
teilung), so scheint der Trennungsgrad 5 zur Detektion der Clusterzahl 
bei gut getrennten Clustern recht brauchbar. 

1.8 

, .. 
, .. 
'.2 

0.8 

0 .• 

0.4 

0.2 
... '; 

r" .. ·· 
I 

/ 
: 
! 
: 
: 
: 

.i 

./ 

MustarA -
Muster B --­
Mustare .. 
Muster 0 ",. 

.. ~~:-;-----------. 

0.35 ,....--,----,.-..,----.-,....--.----,.---, 

0.3 

0.25 

0,2 

0.15 

MUS1erA -
Muster B --­
MuslerC .­
MustarD ... 

\, '\ .'/-:...~-------:.-
\'" \\ /' " \ /' \'" ... <./. 

~ 
0,' ,'--'-'''''',,'·...J...C;;''i'''' "'""-_'--'----'_...L..---l 

Abbildung 6.11: 52 (minimieren) Abbildung 6.12: F HV (minimie­
ren) 

Es bleibt das GiitemaB-Tripel von Gath und Geva. Hier gab es in 
jedem Testdatensatz genau ein GiitemaB, das bei der optimalen Anzahl 
von c = 4 keinen Extremwert anzeigte. Bei den Daten aus den Abbil­
dungen 6.3 bzw. 6.6 nahm das Fuzzy-Hypervolumen fUr c = 4 und c = 6 
bzw. c = 2 und c = 4 bei einer Genauigkeit von 160 denselben Wert an. 
Damit gab es in jedem der vier Testdatensiitzen zwei GiitemaBe, die ih-
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Abbildung 6.13: AP D (maximie- Abbildung 6.14: P D (maximieren) 
ren) 

ren (globalen) Extremwert bei c = 4 annahmen. (Der GG-Algorithmus 
wurde bei den Daten aus Abbildung 6.6 mit dem Ergebnis des FCM 
bei m = 4 initialisiert, urn die sehleehte Anfangseinteilung bei m = 2 
zu vermeiden.) Problematisch bei den Clustern des GG-Algorithmus ist 
der bereits besehriebene Fall, daB nach einer guten Einteilung weitere 
Cluster meistens nur noch wenige Stordaten abdecken. Diese Cluster 
haben dann ein sehr kleines Volumen und eine sehr groBe Diehte. Diese 
hohe Dichte kann den Mittelwert AP D der Diehten sehr stark beein­
£luBen, wie in Abbildung 6.13 bei c > 5 fUr die Daten aus Abbildung 
6.5 zu sehen ist. Von diesem Effekt ist die Gesamt-Partitionsdiehte P D 
nicht betroffen, die in allen drei Datensatzen aus den Abbildungen 6.4, 
6.5 und 6.6 das globale Maximum bei c = 4 besitzt. Beim Datensatz 
der Abbildung 6.3 wird das globale Maximum bei c = 6 durch den Wert 
bei c = 4 nur knapp verfehlt, wobei sich bei diesem Datensatz iiber die 
richtige Einteilung gewiB streiten laBt. Unter diesen drei GiitemaBen 
hebt sich P D besonders hervor, aber gerade in der Kombination (wahle 
diejenige Anzahl, bei der die meisten GiitemaBe Extremwerte aufzeigen) 
lassen sieh gute Ergebnisse erzielen. 

Es zeigt sieh, daB die GiitemaBe, die Parameter der Cluster­
Prototypen in die Bereehnung der Giite einbeziehen, bessere Ergebnisse 
liefern. Ein bestes GiitemaB gibt es nicht, wie man an Abbildung 6.6 
sehen kann: Je nach Anwendung konnen hier zwei eindeutige oder vier 
unscharfe Clustern gesueht sein. Abhangig von den gewiinschten Er­
gebnissen sollte ein GiitemaB fUr die jeweilige Anwendung ausgewahlt 
werden. 
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Verwendet man zur Detektion von Geradenstiicken die Algorithmen 
von Gustafson-Kessel oder Gath-Geva, so lassen sich die bereits vorge­
stellten GiitemaBe auch fUr Linear-Clustering-Algorithmen verwenden. 

6.1.2 Shell-Clustering GiitemaBe 

Grundsatzlich gelten die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts 
auch fUr Shell-Cluster. Zwar gibt es nun Uberschneidungen von Clu­
stern, so daB auch bei einer optimalen Einteilung in der Nahe der 
Schnittpunkte keine harten Zugehorigkeiten entstehen, dennoch sollte 
der groBte Anteil der Daten eindeutig klassifiziert werden. Durch die 
flexiblen Konturen der Shell-Cluster ist jedoch eine gute Abdeckung der 
Daten denkbar, ohne auch nur ein einziges Cluster tatsachlich erkannt 
zu haben; ein Beispiel dafiir zeigt Abbildung 5.31. Fiir Shell-Cluster 
sind daher besonders leistungsfahige GiitemaBe gefragt. Diese bekamen 
wir im vorhergehenden Abschnitt, indem wir moglichst viele Informa­
tionen iiber die Cluster-Prototypen in das GiitemaB einbezogen haben. 
Die bisher vorgestellten GiitemaBe lassen sich jedoch nicht ohne weite­
res iibernehmen, da die Prototypen unterschiedliche Bedeutung besitzen. 
Bei den kompakten Clustern des Algorithmus von Gath und Geva solI 
ein gutes Cluster ein moglichst kleines Volumen besitzen, daher wird die 
Determinante der Fuzzy-Kovarianzmatrix minimiert. Bei einigen Shell­
Ciustering-Algorithmen treten ebenfalls positiv-definite Matrizen als Pa­
rameter der Prototypen auf, diese beschreiben jedoch implizit Ausrich­
tung und Radien der erkannten Ellipse. Die Entscheidung, ob es sich urn 
eine gut oder schlecht erkannte Ellipse handelt, sollte jedoch unabhangig 
von den Ellipsenradien sein, eine Minimierung der Determinante macht 
hier keinen Sinn. 

Dave definierte in [15] die Gath-und-Geva-GiitemaBe Hypervolumen 
und Partitionsdichte fUr den Fall von Kreis- und Ellipsenclustern. Kris­
hnapuram, Frigui und Nasraoui verallgemeinerten diese GiitemaBe auf 
beliebige Shell-Cluster in [47]: MaBgebend fUr die Giite eines Clusters 
ist der Abstand der Daten yom Cluster. Wiihrend sich dieser bei den 
kompakten Clustern leicht durch den Abstand von Datum und Posit i­
onsvektor des Prototypen ermitteln lieB, macht die Bestimmung des Ab­
stands bei Shell-Clustern mehr Probleme. Zu einem beliebigen Punkt 
x benotigen wir den dichtesten Punkt z auf der Clusterkontur. Ihr eu­
klidischer Abstand ist zugleich der Abstand des Datums x yom Shell­
Cluster. 1m Spezialfall der Kreiscluster gilt z = v + rll~:::~II' wenn v 

der Kreismittelpunkt und r der Radius ist. In anderen Fallen kann die 
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Ermittlung dieses Punktes sehr schwierig und aufwendig sein. Beim 
FCES-Algorithmus (Abschnitt 5.4) haben wir den Abstand Ilx - zll und 
beim MFCQS-Algorithmus (Abschnitt 5.7) den Punkt z naherungsweise 
ermittelt. 

Fur eine probabilistische Clustereinteilung f : X -> J{ definieren wir 
nun fUr Xj E X und ki E J{ den Vektor Ai,j = Xj - Zi,j, wobei Zi,j den 
zu Xj dichtesten Punkt auf der Kontur des Clusters ki bezeichne. Die 
Vektoren Ai,j geben Richtung und GroBe der Abweichung des Datums 
Xj vom Cluster ki an. 1st die Clusterkontur punktformig, so entsprechen 
sie den Vektoren Xj - Vi, die bei den kompakten Clustern die Streuung 
des Datums Xj urn den Clustermittelpunkt Vi angaben und aus denen 
wir die Kovarianzmatrizen bildeten. Analog definieren wir also: 

Definition 6.9 (Fuzzy-Shell-Kovarianzmatrix) Sei A(D, E) em 
Analyseraum, XeD, f : X -> J{ E Afuzzy(D, E) eine probabilisti­
sche Clustereinteilung und Ai,j sei fur Xj E X = {Xl, X2, .. " xn} und 
ki E J{ = {kl , k2' ... , kc } der Abstandsvektor von Datum X j zu Cluster 
ki. Dann heifit 

A- _ L:J=l fm(xj)(k;) Ai,jATj 

, - L:J=l fm(xj)(k;) 
(6.1) 

die Fuzzy-Shell-K ovarianzmatrix des Clusters ki . 

Diese Matrix ist ein MaB fUr die Streuung der Daten urn die Clu­
sterkontur, so daB die Volumen- und Dichte-GutemaBe von Gath und 
Geva nun auch auf Shell-Cluster angewendet werden k6nnen. (Statt der 
Kovarianzmatrix aus Bemerkung 2.3 verwendet man in den Definitionen 
6.6 und 6.7 die Matrix (6.1).) 

AuBerdem laBt sich der Abstand IIAi,jll zwischen Datum und Clu­
sterkontur als Konturdicke interpretieren: 

Definition 6.10 (Shelldicke (Shell-Thickness) T) Sei A(D, E) ein 
Analyseraum, XeD, f : X -> K E Afuzzy(D, E) eine probabilistische 
Clustereinteilung und Ai,j sei fur Xj EX und ki E J{ der Abstandsvektor 
von Datum Xj zu Cluster ki . Unter der summierten, mittleren She/ldicke 
Ts der Einteilung f verstehen wir 
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Handelt es sich bei den Clustern k i E K um Kreiscluster mit Mittelpunkt 
Vi und Radius T'i, so definieren wir die mitt/ere K reisdicke T durch 

Fiir allgemeine Shell-Cluster ist Ts ein geeignetes GiitemaB, wenn­
gleich einer Schwankung II~i,jll = /0 bei einem Shell-Durchmesser von 1 
sicher mehr Bedeutung beikommt, als bei einem Shell-Durchmesser von 
10. Wenn also Informationen iiber die Shell-GroBe vorhanden sind, wie 
etwa bei Kreisclustern, so sollten diese wie bei der mittleren Kreisdicke 
Tc einbezogen werden. 

Wie eingangs erwahnt, hiingt die Korrektheit der iiber globale GiitemaBe 
ermittelten Clusterzahl wesentlich von der Giite der Clustereinteilungen 
abo Die Untersuchungen iiber Shell-Clustering im Abschnitt 5 haben 
gezeigt, daB selbst bei korrekter Clusterzahl ohne eine gute Initialisie­
rung nur mit maBigen Ergebnissen zu rechnen ist (siehe als Beispiele die 
Abbildungen 4.4, 5.5, 5.26 oder 7.16). Wenn die Einteilung mit der rich­
tigen Clusterzahl aber in ihrer Qualitat nicht deutlich aus den anderen 
Einteilungen herausragt, k6nnen die Giitema13e diese Einteilung auch 
nicht hervorheben. Die unbefriedigenden Ergebnisse mit den globalen 
Shell-Clustering-GiitemaBen gaben Anla13 zur Entwicklung alternativer 
Verfahren, die im folgenden Abschnitt vorgestellt werden. 

6.2 Lokale Giitema6e 

Die Bestimmung der optimalen Clusterzahl iiber globale GiitemaBe ist 
sehr aufwendig, da fiir eine Vielzahl von moglichen Clusteranzahlen Ana­
lysen durchgefiihrt werden miissen. Dabei kann es gerade beim Shell­
Clustering vorkommen, daB ausgerechnet die Analyse mit der korrekten 
Clusterzahl kein einziges Cluster richtig erkennt. Wenn sich die hundert­
prozentig korrekte Einteilung nicht auf einen Schlag gewinnen laBt, so 
konnten wir wenigstens die vermutlich korrekt erkannten Cluster heraus­
filtern. Dazu ist ein GiitemaB notwendig, das einzelne Cluster bewertet, 
ein sogenanntes lokales GiitemaB. AnschlieBend konnen wir die schlecht 
erkannten Daten gesondert untersuchen. Ziehen wir die Zugehorigkeiten 
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fiir die Detektion guter Cluster heran, so miissen wir den Fall beriick­
sichtigen, daB sich mehrere Prototypen ein Cluster teilen. In einer pro­
babilistischen Clustereinteilung bekommt dann keiner der Prototypen 
Zugehorigkeiten deutlich groBer ~, so daB ein lokales GiitemaB fiilschlich 
auf zwei schlecht erkannte Cluster schlieBen wiirde. (Ein Beispiel fUr so 
einen Fall zeigt Abbildung 5.6; dort wird der obere, linke Halbkreis von 
zwei sehr iihnlichen Clustern abgedeckt.) 

Wollte man mit den globalen GiitemaBen den Raum der moglichen 
Clusterzahlen moglichst vollstiindig absuchen, so ist man jetzt bestrebt, 
gezielt auf die richtige Einteilung hinzuarbeiten. Die Idee bei lokalen 
GiitemaBen ist, durch Analyse der bereits durchgefUhrten Clustereintei­
lungen eine immer bessere Initialisierung fUr die folgenden Einteilungen 
zu bilden, bis schlieBlich die ganze Einteilung nur noch aus guten Clu­
stern besteht. Die hierfUr benotigte Anzahl von Clustern ist dann die 
optimale Anzahl. 

Ein Algorithmus, der in seiner Vorgehensweise sehr iihnlich ist, im 
Grunde aber noch nichts mit lokalen GiitemaBen zu tun hat, ist der 
im folgenden beschriebene CCM-Algorithmus zur Erkennung von Gera­
denstiicken auf Basis des Algorithmus von Gustafson und Kessel. Wir 
wollen ihn an dieser Stelle betrachten, weil er zum einen bei der Be­
stimmung der Anzahl der Geradenstiicke sehr gut funktioniert und zum 
anderen die folgenden Algorithmen aus ihm hervorgegangen sind. 

6.2.1 Der Compatible-Cluster-Merging-
Algorithmus 

Der Compatible-Cluster-Merging-Algorithmus (CCM) von Krishnapu­
ram und Freg [43] erkennt eine unbekannte Anzahl von Geraden (oder 
Fliichen im dreidimensionalen Fall). Wie wir in Abschnitt 4.3 gesehen 
haben, leisten die Algorithmen von Gustafson und Kessel oder Gath und 
Geva bei der Geradendetektion ebenso gute Dienste wie die speziellen 
Algorithmen zur Linienerkennung. Als Basis fiir den CCM-Algorithmus 
dient daher der GK-Algorithmus. 

Wie schon beim Verfahren fUr globale GiitemaBe muB eine obere 
Grenze Cmax der Clusterzahl gewiihlt werden. Diese Grenze darf keine 
gute Schiitzung fUr die tatsiichliche Clusterzahl sein, sondern sollte deut­
lich dariiber liegen, wobei allerdings sehr groBe Werte fiir Cmax den Re­
chenaufwand des Algorithmus deutlich steigern. Durch die iiberhohte 
Anzahl von Clustern hofft man das ungewollte Zusammenfassen von kol­
linearen Geradenstiicken durch ein einziges Cluster zu verhindern, da der 



6.2 Lokale GiitemaBe 173 

Datenraum durch die hohe Anzahl Cmax in kleinere Cluster partitioniert 
wird. Aus demselben Grund ist aber der umgekehrte Fall, bei dem ein 
einziges, langes Geradenstiick von mehreren Clustern abgedeckt wird, 
denkbar (Beispiel in Abbildung 6.15). In solchen Fallen wollen wir von 
kompatiblen Clustern sprechen und sie nach ihrer Identifizierung zu ei­
nem Cluster zusammenfassen. Zunachst wird also ein probabilistischer 
Gustafson-Kessel-Durchlauf mit Cmax Clustern durchgefiihrt. Die Ergeb­
niscluster werden miteinander verglichen, urn kompatible Cluster zu fin­
den. Dadurch reduziert sich die Anzahl der Cluster entsprechend. Wir 
bilden Gruppen kompatibler Cluster, vereinigen diese und bestimmen 
fUr die vereinigten Gruppen neue Gustafson-Kessel-Prototypen. Mit der 
neuen, oft deutlich verringerten Clusterzahl und den vereinigten Clu­
stern als Initialisierung fiihren wir ein weiteres Mal den GK-Algorithmus 
durch, bilden und mischen kompatible Cluster, bis schlieBlich alle Clu­
ster inkompatibel sind und keine Mischvorgange mehr auftreten. Die 
auf diese Weise ermittelte Clustereinteilung betrachten wir dann als die 
optimale Einteilung. Dabei ist der Zeitaufwand fiir jeden weiteren GK­
Durchlauf immer geringer, weil zum einen die Cluster weniger werden 
und zum anderen stets eine sehr gute Initialisierung vorliegt. AuBerdem 
werden gegeniiber Algorithmus 3 nur fUr sehr wenige Clusteranzahlen 
GK-Durchlaufe benotigt. Dieses Verfahren fiihrt, wie wir spater sehen 
werden, in kiirzerer Zeit zu einem besseren Ergebnis. 

Es bleibt noch eine Relation anzugeben, die klart, wann zwei Cluster 
des Gustafson-Kessel-Algorithmus kompatibel sind. Zum einen sollten 
zwei kompatible Cluster dieselbe Hyperebene aufspannen (d.h. im IR 2 

auf einer Geraden liegen) und zum anderen relativ zu ihrer Ausdehnung 
gesehen nahe beieinander liegen. 

Definition 6.11 (Kompatibilitatsrelation auf GK-Clustern) 
Sei p E IN und C IRP x {A E IRPxp I det(A) 

1, A symmetrisch und positiv definit}. Fur jedes ki = (Vi, Ad E C sei Ai 
der groflte Eigenwert der Matrix Ai und ei der normierte Eigenvektor 
von Ail der mit dem kleinsten Eigenwert korrespondiert. Eine CCM­
Kompatibilitiitsreiation ='Y~ ex C ist fur jedes / = (/1,/2,/3) E IR3 
definiert durch 

Vk 1 ,k2 E C: kl =1' k2 {:> leleJI ~ /1 1\ (6.2) 

le1 +e2 (VI-V2)TI --- < /2 1\ (6 3) 
2 Ilvl - v211 - . 

"VI - V2" ~ /3 (~+~) . (6.4) 
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Zwei Cluster kl' k2 E C spannen dieselbe Hyperebene auf, wenn die 
Normalenvektoren der beiden Hyperebenen parallel sind und ihre Ur­
spriinge jeweils in der anderen Hyperebene liegen. Der Normalenvektor 
der Hyperebene, die durch ein Cluster kl beschrieben wird, entspricht 
dem Eigenvektor el aus der Definition. Sind el und e2 parallel, so ist 
ihr Skalarprodukt im Betrag Eins. Wahlen wir fUr /1 den Wert Eins, so 
driickt (6.2) die Parallelitat der Hyperebenen aus. Stehen beide Norma­
lenvektoren (fast) parallel, so entspricht ~(el +e2) in etwa dem mittleren 
Normalenvektor beider Hyperebenen. 1st durch kl und k2 dieselbe Hy­
perebene aufgespannt, so muB der Vektor, der yom Ursprung der einen 
Ebene zum Ursprung der anderen fUhrt, innerhalb der gemeinsamen Hy­
perebene liegen. Das ist der Fall, wenn der Differenzvektor senkrecht zu 
den Normalen liegt, d.h. das Skalarprodukt der beiden Vektoren Null 
ergibt. Wahlen wir Null fUr 12, so entspricht (6.3) dieser Forderung. 
Gelten (6.2) und (6.3) mit 11 = 1 und 12 = 0, so spannen die GK­
Cluster kl und k2 dieselbe Hyperebene auf. 

Wir mischen zwei Cluster nur dann, wenn zwischen ihnen keine Lucke 
ist, sondern sie aneinander angrenzen. Betrachten wir dazu die Da­
ten als Realisierungen zweier gleichverteilter Zufallsvariablen ZI und Z2. 
In der Projektion auf die gemeinsame Gerade stellt dann der Cluster­
Positionsvektor den Erwartungswert dar. Die Varianz (Jl der Zufalls­
variablen Zi, i E {I, 2}, ist der groBte Eigenwert der Kovarianzmatrix 
des entsprechenden Clusters. Allgemein gilt fUr Gleichverteilungen iiber 
einem Intervall der Lange L die Beziehung (J'2 = f;. Yom Erwartungs­
wert aus dehnt sich das Intervall also t = v'3 (J' in beiden Richtungen 
aus. Betragt der Abstand der Erwartungswerte beider Zufallsvariablen 
weniger als die Summe der beiden halben Intervalliingen, so iiberlappen 
sich die Zufallsvariablen oder Geradenstiicke. In diesem Fall wollen wir 
beide Cluster als zusammengehorig ansehen und mischen. Fiir /3 = v'3 
entspricht dies der Bedingung (6.4). 

Wegen des Rauschens der Daten entlang der Geraden oder Ebenen 
sollten die Konstanten 11 bis /3 etwas abgeschwacht werden, urn iiber­
haupt mischbare Cluster identifizieren zu konnen. Krishnapuram und 
Freg schlagen in [43] 11 = 0.95, 12 = 0.05 und ,3 E [2,4] vor. 

Wir erkennen an dieser Stelle, daB es sich bei der soeben definierten Rela­
tion urn keine Aquivalenzrelation handelt. Dies liegt an der Verwendung 
von Ungleichungen in der Definition. Verteilen wir drei gleichgroBe Gera­
den cluster in gleichen Abstiinden auf einer Geraden, so mogen (abhiingig 
von /3) benachbarte Cluster in Relation stehen, die beiden iiuBeren je-
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doch nicht. Die Relation =, ist also nicht transitiv. Das bedeutet, daB 
es nicht immer eine eindeutige Faktorisierung der Geradencluster nach 
dieser Relation gibt. Diese Tatsache hat jedoch auf die Funktionsfahig­
keit des heuristisch begrundeten CCM-Algorithmus keinen EinfluB. Fur 
die Implementation sollte jedoch darauf geachtet werden, daB wirklich 
aIle Cluster derselben Gruppe paarweise in Relation zueinander stehen. 
Es genugt nicht, daB ein Cluster mit nur einem Element einer Gruppe 
in Relation steht, urn es in diese Gruppe aufzunehmen. Welche der ver­
bleibenden Gruppenkombinationen letztendlich gewahlt wird, spielt fur 
das Endergebnis des CCM-Algorithmus aber keine maBgebliche Rolle. 

Algorithmus 4 (CCM-Algorithmus) 
Gegeben sei eine Datenmenge X und eine K ompatibilitatsrelation = 
auf GK-Clustern. 

Wahle die maximale Anzahl Cmax der Cluster. 

Cneu := Cmax 

REPEAT 
Calt := Cneu 

Fiihre GK-Algorithmus mit (X, cneu ) durch. 
Bestimme Eigenvektoren/Eigenwerte der K ovarianzmatrizen. 
Bilde (transitive) Gruppen von Clustern beziiglich der Relation =. 
FOR (jede Gruppe mit mehr als einem Cluster) 

Fasse alle Cluster der Gruppe zu einem einzigen zusammen. 
Berechne Position und Ausrichtung des neuen Clusters. 
Aktualisiere die A nzahl der Cluster in cneu . 

ENDFOR 
UNTIL (calt = c neu ) 

Des weiteren ist bei der Implementierung der Bedingung (6.3) ein 
Sonderfall zu beachten: Sind die beiden Eigenvektoren bis auf das Vor­
zeichen nahezu identisch, loschen sie sich bei der Addition aus. Abhangig 
yom verwendeten Verfahren zur Bestimmung der Eigenvektoren kann es 
sein, daB zu zwei parallelen Geraden zwei Eigenvektoren bestimmt wer­
den, die sich nur im Vorzeichen unterscheiden. Dann ist aufgrund der 
Ausloschung die Bedingung (6.3) automatisch erfiillt und die Bedingung 
(6.2) durch die Parallelitat. Auch Bedingung (6.4) kann nun erfiillt wer­
den, ohne daB die Cluster notwendig dieselbe Hyperebene beschreiben. 
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Dieser Fall muB gesondert abgefangen werden: Falls die Summe der Ei­
genvektoren in der euklidischen Norm kleiner als Eins ist, so hat eine 
Ausloschung stattgefunden und die Vektoren soIl ten subtrahiert statt 
addiert werden. 

Wendet man den Algorithmus auf die Datensatze des Kapitels 4 
mit Cmax = 12 und 'Y = (0.95,0.05,2.0) an, so sind die Ergebnisse 
iiberwiegend korrekt. Es treten jedoch Situationen auf, bei denen eine 
erwiinschte Mischoperation zweier Cluster nicht stattfand: wenn zwei 
Cluster dasselbe Geradenstiick beschreiben und die Prototypen recht 
nahe beieinanderliegen. Solche FaIle kommen bei etwas groBerer Streu­
ung der Daten urn die gedachte Gerade vor. Das tatsachliche Gera­
denstiick wird nicht durch zwei hintereinanderliegende, kurze (Abbil­
dung 6.15) sondern zwei lange, parallele Cluster approximiert (Abbil­
dung 6.16). Dabei riicken die Positionsvektoren zweier Cluster kl und k2 
dichter zusammen, und der Differenzvektor der Positionen ~v = VI - V2 

zeigt eher in Richtung der Geradennormalen statt senkrecht dazu. Aus 
diesem Grund verhindert die Bedingung (6.3) ein Mischen der Cluster. 
(Die Abbildungen 6.15 und 6.16 zeigen nur die Extrempositionen, bereits 
bei vielen Zwischenstufen ist die Bedingung (6.3) nicht erfUllt.) 

~V 

oootooo ••• t. 
000000 •••••• 

e e e j+LSV .. ' . 

Abbildung 6.15: Kollineare Clu- Abbildung 6.16: Parallele Cluster 
ster 

Die folgende Kompatibilitatsrelation zwischen GK-Clustern behebt 
diesen Mangel. Statt der Orthogonalitats-Bedingung (6.3) aus dem Ori­
ginal von Gath und Geva messen wir direkt den Abstand der Prototypen 
in Richtung der gemittelten Normalen. 1st dieser kleiner als ein gewisser 
Maximalabstand, so gehen wir von kompatiblen Clustern aus. Setzen 
wir fUr diesen Maximalabstand den mittleren Abstand der Daten 6 aus 
(7.13) ein, werden nur parallele Cluster gemischt, die einen kleineren 
Abstand als die Daten untereinander haben. 
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Definition 6.12 (modifizierte Kompatibilitiitsrelation auf GK­
Clustern) Sei p E IN und C := ffiP x {A E ffiPxp I det(A) = 1, 
A symmetrisch und positiv dejinit}. Fur jedes ki = (Vi, Ai) E C sei 
Ai der grojJte Eigenwert der Matrix Ai und ei der normierte Eigen­
vektor von Ai, der mit dem k1einsten Eigenwert korrespondiert. Eine 
modijizierte CCM-Kompatibi/itiitsre/ation =-y~ C x C ist fur jedes 'Y := 
(11, 'Y2, 'Y3) E ffi3 dejiniert durch 

rtk1 ,k2 EC: k1 =-yk2 {::} herl;::'Yl 1\ 

III::~:~II (VI-V2)TI~'Y2 1\ (6.5) 

Ilvl - v211 ~ 'Y3 (~+~) . 

Abbildung 6.17: Diskettenbox Abbildung 6.18: CCM-Analyse 

Mit der modifizierten Kompatibilitiitsrelation =(095 ,6,20) werden 
auch die Datensiitze aus den Abbildungen 4.1 und 4.9 mit ihrer korrekten 
Clusterzahl erkannt. Probleme gibt es jetzt nur noch bei Datensiitzen, 
die zusatzliche Stordaten enthalten, weil die G K-Cluster diese durch 
kompakte Clusterformen approximieren. Fur diesen Fall ist die Kom­
patibilitiitsrelation nicht ausgelegt, das Mischen von Punktwolken ist 
nicht vorgesehen. So werden Stordaten vom CCM-Algorithmus meistens 
durch eine Vielzahl von GK-Clustern approximiert. Ohne Stordaten­
Punktwolken sind die Ergebnisse des modifizierten CCM-Algorithmus 
meistens sehr gut. 

Die Abbildungen 6.17, 6.19 und 6.21 zeigen Grauwertbilder, aus de­
nen die Datensiitze der Abbildungen 6.18, 6.20 und 6.22 durch Kon­
trastverstiirkung, Konturoperator (Sobel) und Schwellwert-Verfahren ge-
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Abbildung 6.19: 
schachtel 

Streichholz-

6 Clustergiite 

Abbildung 6.20: CCM-Analyse 

neriert wurden. Liegen in den Datensatzen eindeutige Geraden vor, so 
werden diese auch gut erkannt. In Bereichen vieler kleiner Geraden (Ab­
bildung 6.18 Mitte) wird statt einer Approximation durch GK-Cluster in 
Geradenform die effektivere ellipsoide Form verwendet. Urn diese unge­
wollte Klassifizierung zu prazisieren, lassen sich Daten, die durch solche 
ellipsoide Cluster eingeteilt wurden, extrahieren und in einem gesonder­
ten GK-Durchlauf erneut einteilen. Des weiteren verhindert die weite 
Ausdehnung der Cluster in Richtung der Geraden in einigen Fallen die 
Detektion von anderen Geraden. Insbesondere bei mehreren dicht ne­
beneinander verlaufenden, parallelen Geraden werden orthogonal dazu 
verlaufende Geraden automatisch mit abgedeckt (siehe Abbildung 6.20). 
Eine Verbesserung der Erkennungsleistung laBt sich in diesem Fall mit 
den Methoden des Abschnitts 6.3 erzielen. 

Ein Beispiel fiir eine sehr gute Erkennungsleistung zeigen die Abbildun­
gen 6.21 und 6.22. Mit Cmax = 40 wurde der CCM-Algorithmus gest­
artet, 28 Cluster sind erkannt worden. Sogar kleinere Geradenstiicke 
sind in diesem Beispiel von eigenen Clustern abgedeckt worden. Einzi­
ger Schwachpunkt ist die massive obere Kontur des Loches mitten im 
Hebel des Lochers. Da die GK-Cluster in ihrem Volumen beschrankt 
sind, konnte diese dicke Gerade nicht durch ein einziges GK-Cluster ab­
gedeckt werden. Die drei einzelnen Cluster folgen nun nicht der breiten 
Gerade, sondern liegen annahernd horizontal, so daB die Kompatibi­
litatsrelation wegen eines zu groBen Abstands der Geraden untereinander 
keine Vereinigung einleitet. Lassen sich solche Punkthaufungen bei der 
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Digitalisierung nicht vermeiden, so sollte ein Algorithmus zur Linien­
Ausdiinnung [41] angewendet werden, urn diese ungewollte Drittelung 
des Geradenstiicks zu verhindern. 

Abbildung 6.21: Locher Abbildung 6.22: CCM-Analyse 

Cluster, die extrem dicke Konturen wie in Abbildung 6.22 oder viele 
kleine Geradenstiicke wie in Abbildung 6.18 abdecken, lassen sich anhand 
der Eigenwerte der GK-Kovarianzmatrizen erkennen. Das Verhiiltnis 
von groBem zu kleinen Eigenwert ist bei kreisformigen Clustern Eins, es 
wird umso groBer, je mehr sich das Cluster in die Liinge zieht. Wird bei 
diesem Verhiiltnis ein Minimalwert unterschritten, so liiBt dies auf ein 
kompaktes Cluster schlieBen. 

6.2.2 Der Unsupervised-FCSS-Algorithmus 

Eine Bewertung der Cluster fand beim CCM-Algorithmus nicht statt, 
ein lokales GiitemaB wurde nicht benotigt. Enthielt ein Datensatz nur 
Geradenstiicke, so approximierte jedes GK-Cluster eine Teilgerade. Bei 
Shell-Clustern (hier zuniichst bei Kreisen) verhalten sich die Algorith­
men nicht so gutmiitig. Es gibt viel mehr lokal minimale Einteilungen 
als beim Geraden-Clustering. Insbesondere stellt nicht jedes Kreiscluster 
einen korrekt erkannten Teilkreis dar, sondern die Cluster ordnen sich 
Daten verschiedener Kreise zu (siehe Abbildungen 5.4 oder 5.5). Ein­
faches Vereinigen mehrerer Kreiscluster fiihrt hier nicht unbedingt wei­
ter, weil die Vereinigung nicht nur Daten eines sondern mehrerer Kreise 
enthiilt. 



180 6 Clustergiite 

Beim U nsupervised-Fuzzy-C-Spherical-Shells-Algorithmus (UFCSS) 
von Krishnapuram, N asraoui und Frigui [44] werden daher zusatzlich 
zum Mischen von Clustern weitere Schritte durchgefiihrt. Nachdem der 
FCSS-Algorithmus mit einer maximalen Clusterzahl Cmax durchgefiihrt 
worden ist, werden zunachst wieder Gruppen kompatibler Cluster ge­
sucht und vereinigt. AnschlieBend werden mit Hilfe eines lokalen Giite­
maBes besonders gute Cluster erkannt und aIle Daten, die diese Clu­
ster reprasentieren, aus dem betrachteten Datensatz entfernt. Dadurch 
wird in Folgeiterationen die Zahl der Daten und Cluster geringer, es 
wird fiir den FCSS-Algorithmus einfacher, die korrekte Lage der iibri­
gen Cluster zu finden. SchlieBlich werden Cluster, die nur sehr wenige 
Daten abdecken, ersatzlos gestrichen. Dieses Vorgehen wiederholt sich 
solange, bis keine dieser Operationen mehr durchfiihrbar ist. Dann wer­
den zur Feinabstimmung die herausgenommenen, guten Cluster mit den 
zugehorigen Daten wieder einbezogen, und das Mischen von kompati­
bIen und Loschen von kleinen Clustern wird erneut iteriert, bis abermals 
keine Veranderungen mehr eintreten. Am Ende des Algorithmus bleibt 
die (hoffentlich) optimale Einteilung des Datensatzes iibrig. 

Ais lokale Giitefunktion wird die Datendichte in Shell-Nahe verwen­
det, ein GiitemaB, das der mittleren Partitionsdichte fiir GK-Cluster 
ahnelt, wenn man auf die Mittelung iiber die Cluster verzichtet. Statt 
der Kovarianzmatrizen beim GK-Algorithmus verwenden wir Shell­
Kovarianzmatrizen nach (6.1), urn die Streuung der Daten urn die Clu­
sterkontur zu erfassen. Eine Shell-Kovarianzmatrix A induziert wie beim 
GK-Algorithmus eine Norm, iiber die sich feststellen laBt, ob ein be­
stimmter Datenvektor weiter als der Durchschnitt der dem Cluster zu­
geordneten Daten von der Kontur entfernt ist oder nicht. Fiir ein Testda­
tum x mit Abstandsvektor ~ zur Clusterkontur gilt ~ T A -1 ~ < 1, falls 
x naher an der Kontur liegt als die Clusterdaten im Mittel. Die Summe 
der Zugehorigkeiten aller Daten, die diese Bedingung erfiillen, ist ein 
MaB dafiir, wie gut die Daten die Clusterkontur markieren oder wie gut 
die Kontur die Daten approximiert. Betrachten wir (trotz der semanti­
schen Unterschiede zum GK-Algorithmus) wieder Jdet(A) als Volumen 
des Clusters, so erhalten wir als lokales GiitemaB die Shelldichte: 

Definition 6.13 (Shelldichte (Shell-Density) SO) 
Sei A(D, E) ein Analyseraum, XeD, f : X -- J{ E Afuzzy(D, E) eme 
probabilistische Clustereinteilung und ~i,j fur Xj E X und ki E J{ der 
Abstandsvektor von Datum Xj zu Cluster ki . Unter der Shelldichte SDi 
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des Clusters ki in der Einteilung f verstehen wir 

wobei Si = {x j E X 14l1j Ai 1 4li ,j < I} und Ai die Fuzzy-Shell­
Kovarianzmatrix nach (6.1) ist. {Fiir Kreiscluster k i mit Mittelpunkt 
Vi und Radius ri gilt 4li,j = (Xj - v;) - ri II~;=~:II.) 

Da besonders kleine Cluster auch ein geringes Shellvolumen besitzen, 
werden fUr sie manchmal hohe Shelldichten ermittelt. Ein gutes Shellclu­
ster k sollte daher nicht nur eine Mindestdichte haben, sondern auch eine 
Mindestanzahl an Daten auf sich vereinigen. Cluster, die auf diese Weise 
als gut eingestuft wurden, werden zusammen mit den zugehorigen Da­
ten im Laufe des Algorithmus temporiir deaktiviert. Die Zugehorigkeit 
eines Datums zu einem Cluster wird in diesem Fall mittels des Abstands 
zur Clusterkontur entschieden. Unter einer temporaren Deaktivierung 
ist das Entfernen aus dem aktuellen und Zwischenspeichern in einem 
neuen Datensatz zu verstehen. Diese Daten werden zu einem spateren 
Zeitpunkt wieder zum aktuellen Datensatz hinzugenommen. 

Zwei Kreise wollen wir als kompatibel ansehen, wenn sowohl ihre Mit­
telpunkte, als auch ihre Radien sich nur urn ein bestimmtes MaB unter­
scheiden. Eine FCSS-Kompatibilitatsrelation ergibt sich also aus: 

Definition 6.14 (Kompatibilitatsrelation auf FCSS-Clustern) 
Sei p E IN und C := IR,P x IR. Fiir jedes ki = (Vi, ri) E C sei vi 
der Kreismittelpunkt und ri der Radius des Clusters ki . Eine FCSS­
Kompatibilitiitsrelation =-yE ex C ist fur jedes I = (11'12) E IR! 
definiert durch 

Vk 1 , k2 E C: k1 =-y k2 ¢> IIv1 - v211 ~ 11 A 

Ir1 - r21 ~ 12· 

Bezeichnen wir mit 8 den mittleren, kleinsten Abstand der Daten 
untereinander, so bietet sich beispielsweise =(26,26) an. Fur den UFCSS­
Algorithmus sind eine Reihe weiterer heuristischer Parameter zu wahlen, 
die zur Unterscheidung in gute und kleine Cluster notwendig sind. Oft­
mals sind diese Werte von den verwendeten Datensatzen abhangig, so 
daB fUr Bitmustergrafiken, kunstliche Testmuster, zwei- oder dreidimen­
sionale Daten jeweils andere Parametersatze zu wahlen sind. Seien ein 
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Cluster ki E J{ einer Einteilung f : X - J{ und ein Datum Xj E X 
gegeben . 

• Das Cluster ki erhiilt das Priidikat "gut", falls 

( 
n IXI ) 
;; f(xj )(ki ) > IJ{I + 1 

Die Minimaldichte fUr gute Cluster SDmin ist von der Art des Da­
tensatzes abhiingig und sollte anhand konkreter Beispiele fUr gute 
Cluster gewiihlt werden. Der Grenzwert Ill~l fUr die minim ale 
Datenanzahl wurde von Krishnapuram in [44] vorgeschlagen. Er 
setzt aber eine etwa gleichmiiBige Verteilung der Daten auf die Clu­
ster voraus, so daB klein ere Cluster, die korrekt erkannt wurden, 
aber weniger als Ill~l Daten auf sich vereinigen, trotzdem nicht 
als gute Clustern erkannt werden . 

• Das Datum x j erhiilt das Priidikat "zu Cluster ki gehorig", falls 

Dabei ist TJ ein Faktor, der fUr aIle Cluster identisch ist, und (Jj ein 
MaB fUr die Dicke des Clusters oder die Streuung der Daten urn 
das Cluster. In [44] wurde TJ = 3 und (Jj = y'spur(A;) verwendet. 
(Zur Motivation von (Jj siehe auch Seite 190.) 

• Das Cluster kj erhiilt das Priidikat "klein", falls 

n 

L f(xj )(ki ) < Ntiny. 
j=l 

Wieder hiingt der konkrete Wert N tiny von der Art und Gesamtzahl 
der Daten abo 

Der folgende Algorithmus ist gegeniiber der Fassung in [44] leicht 
modifiziert. Es wurden nur die allgemeinen Begriffe verwendet, so daB 
er auch auf andere Clusterarten und Algorithmen angewendet werden 
kann, sofern fUr diese die Begriffe kleines Cluster, gutes Cluster usw. 
gekliirt wurden. 
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Algorithmus 5 (Unsupervised-FCSS-Algorithmus) 

Gegeben sei eine Datenmenge X und eine K ompatibilitatsrelation == 
auf FCSS-Clustern. 

Wahle die maximale Anzahl Cmax der Cluster. 
c := cmax, changes := false, FirstLoop := true 
FOR 2 TIMES 

changes := false 
REPEAT 

Fiihre den FCSS-Algorithmus mit Eingabe (X, c) durch. 
IF (kompatible Cluster beziiglich == existieren) THEN 

Bilde transitive Gruppen kompatibler Cluster. 
Vereinige jede Gruppe zu einem Cluster, aktualisiere c. 
changes := true 

ENDIF 
IF (FirstLoop=true) AND (gute Cluster existieren) THEN 

Deaktiviere gute Cluster und zugehorige Daten, 
aktualisiere c, changes := true. 

ENDIF 
IF (kleine Cluster existieren) THEN 

Losche kleine Cluster, changes := true, aktualisiere c. 
ENDIF 

UNTIL (c < 2) OR (changes=false) 
FirstLoop := false 
Reaktiviere aile deaktivierten Daten und Cluster, aktualisiere c. 

ENDFOR 
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In der Praxis hat sich gezeigt, daB die Anzahl der Cluster Cmax zu 
Beginn wenigstens 1 ~ bis 2~ mal so groB wie die tatsiichliche Anzahl der 
Cluster sein sollte. AuBerdem ist der UFCSS-Algorithmus geeignet zu in­
itialisieren (z.B. mit einigen FCM-Schritten), urn die Daten gleichmiiBig 
auf die kiinftigen Kreiscluster zu verteilen. 

Betrachten wir die Leistungsfahigkeit des UFCSS-Algorithmus 
zuniichst bei den bekannten Datensiitzen aus Abschnitt 5.1 und 5.2. 
Die Ergebnisse waren ausnahmslos sehr gut, aIle Cluster werden kor­
rekt erkannt. (Die Ergebnisse des UFCSS-Algorithmus bei unbekannter 
Clusterzahl sind also besser als die des FCSS bei bekannter Cluster­
zahl.) Beim Datensatz aus Abbildung 5.1 werden statt drei allerdings 
vier Kreiscluster als optimal erkannt, was jedoch auf die zusiitzlichen 
Stordaten zuriickzufiihren ist, die vom vier ten Kreiscluster approximiert 
wurden. Von der probabilistischen Variante des UFCSS ist ein derartiges 
Verhalten zu erwarten. Auch der schwierige Datensatz aus Abbildung 5.5 
bzw. 5.6 wird mit Cmax = 20 vollstiindig erkannt. Ein zusiitzliches Pro­
blem besteht in diesem Fall in der stark unterschiedlichen Datendichte 
auf den Kreiskonturen. Eine Initialisierung mit nur 15 Clustern fiihrte zu 
nur einem einzigen FCM-Cluster fiir die drei Kreise oben rechts. Dafiir 
wurden die dicht markierten Kreise in der Mitte unten und die beiden 
groBen Kreissegmente durch sehr viele FCM-Cluster abgedeckt. Diese 
sich auf engem Raum konzentrierenden FCM-Cluster werden rasch zu 
iihnlichen FCSS-Clustern, die dann vereinigt werden. 1m Bereich oben 
rechts fehlen somit Cluster fiir die korrekte Bestimmung der Clusteran­
zahl. 

Wird die Clusterzahl andererseits zu hoch gewiihlt, kann sich dies 
ebenfalls negativ auswirken: Falls jetzt C Cluster denselben Kreis aus 
n Daten approximieren, so erhiilt jedes Datum eine Zugehorigkeit von 
~ zu jedem der C Cluster. 1st der Schwellwert fiir ein kleines Cluster 
Ntiny nun groBer als ~, so werden aIle Cluster ersatzlos geloscht - der 
Kreis wird durch iiberhaupt kein Cluster mehr approximiert. Dieser 
Extremfall wird jedoch kaum eintreten, wenn das Mischen kompatibler 
Cluster vor dem Entfernen der kleinen Cluster durchgefiihrt wird. 

Abbildung 6.23 zeigt eine Aufnahme von sechs Dichtungsringen, 
aus der durch eine Bildverarbeitungssoftware ein Datensatz extrahiert 
wurde, der die Kanten der abgebildeten Objekte darstellt. Das Ergebnis 
des UFCSS-Algorithmus fiir Cmax = 24 bei diesem Datensatz zeigt Ab­
bildung 6.24. Zwei Doppelkreise wurden iiber Kreuz erkannt, zwei Mal 
wurden zwei Einzelkreise durch nur ein Cluster abgedeckt, ein Cluster 
liegt falsch. Die Giite der Einteilung ist von der Initialisierung und da-
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Abbildung 6.23: Sechs Dichtungs­
ringe 

Abbildung 6.25: UFCSS-Analyse, 
Cmax = 20, Initialisierung durch 
Fuzzy-c-Means 

o 
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Abbildung 6.24: UFCSS-Analyse, 
Cmax = 24, Initialisierung durch 
Fuzzy-c-Means 

Abbildung 6.26: UFCSS-Analyse, 
Initialisierung durch Kantendetek­
tion 

mit leider auch von der anfiinglichen Clusterzahl Cmax stark abhiingig, 
wie Abbildung 6.25 fur Cmax = 20 zeigt. Die FCM-Schritte zu Beginn 
des UFCSS dienen dazu, wenn nicht gleich ganze Kreise in ein Clu­
ster einzuteilen dann doch wenigstens Teilkreise. Beim Wechsel zum 
FCSS-Algorithmus reichen die hohen Zugehorigkeiten zu den Daten eines 
Kreisbogens meist aus, urn im ersten Schritt die tatsiichliche Kreiskontur 
anzuniihern. 1st eine derartige Initialisierung durch den Fuzzy-c-Means 
moglich, stehen die Chancen fUr eine korrekte Erkennung aller Kreise 
gut. 1m FaIle der Abbildung 6.23 verlaufen hingegen stets die Kontu­
ren zweier Kreise recht eng nebeneinander. Jedes FCM-Cluster deckt 
dann nicht nur einen sondern wenigstens zwei Kreisbogen (verschiede­
ner Kreise) abo Der anschlieBende FCSS-Durchlauf startet mit den Da-
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ten zweier Kreise als Initialisierung und vermag diese Daten meistens 
nicht wieder zu trennen. Durch die nicht-euklidische Distanzfunktion un­
terstiitzt, fiihrt die Minimierung der Bewertungsfunktion in diesem Fall 
zu Clustern mit recht geringem Radius (relativ zu den Originalkreisen). 
Liegen weitere Daten im Kreisinneren, so wird der FCSS-Algorithmus 
diese fiir eine Stabilisierung der Cluster heranziehen. Besonders im Be­
reich oben Mitte von Abbildung 6.25 kam es so zu einer Abdeckung der 
Daten durch mehrere kleine, iiberlappende Kreise. 

Es liegt nahe, diesen MiBstand durch eine modifizierte Initialisierung 
zu beheben. Mit einem Algorithmus zur Kantendetektion, der im Bei­
spiel aus Abbildung 6.23 eben nicht Daten zweier benachbarter Kreiskon­
turen mischt, wurde der UFCSS-Algorithmus beim Analyseergebnis aus 
Abbildung 6.26 initialisiert. Wenngleich die Einteilung noch nicht opti­
mal ist, so ist sie doch deutlich besser als sie bei einer FCM-Initialisierung 
fiir Cmax E {20, 24, 28} erzielt wurde. Der Kantendetektions-Algorithmus 
ist nicht anfallig gegeniiber unterschiedlichen Start-Clusterzahlen, da er 
sie seiber vorschlagt. (Eine Beschreibung des verwendeten Algorithmus 
zur Kantendetektion befindet sich in Abschnitt 6.3.) 

Abbildung 6.27: Vier Dichtungs- Abbildung 6.28: UFCSS-Analyse, 
ringe Cmax == 15 

Das Einordnen in kleine und gute Cluster ist fUr ein brauchbares 
Analyseergebnis sehr wichtig, wei I nur durch Vereinfachung - Verringe­
rung der Anzahl cler Cluster oder cler Daten - ein Fortschritt bei cler 
Erkennung erzielt werden kann. Leider sind die GiitemaBe und Schwell­
werte des UFCSS-Algorithmus nicht besonders flexibel. Abbildung 6.27 
zeigt eine weitere Aufnahme, aus der ein Testdatensatz fUr den UFCSS­
Algorithmus gewonnen wurde. Die GraBen der Kreise variieren hier 
starker als im vorigen Beispiel. Selbst wenn die inneren Kreise der bei-
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den linken Doppelkreise korrekt erkannt werden, erreichen sie nicht die 
fUr gute Cluster notwendige Zugehorigkeitensumme Ikf~l. Weiter wis­
sen wir aus Abschnitt 5.2, daB sich gegenseitig umschlieBende Kreise bei 
erhohtem Fuzzifier besser erkannt werden. Dadurch sinken aber auto­
matisch die Zugehorigkeiten im Schnitt und der Schwellwert wird kaum 
mehr von sehr groBen Clustern erreicht. Abbildung 6.28 zeigt das Ergeb­
nis einer UFCSS-Analyse, die von 10 FCM-Schritten (m = 4) und zehn 
FCSS-Schritten (m = 2) initialisiert wurde. Durch die FCM-Schritte mit 
hohem Fuzzifier riicken die FCM-Prototypen zahlreich in die Kreiszen­
tren und bleiben von den Konturen weiter entfernt. Sie approximieren 
den zukiinftigen Kreismittelpunkt besser. Ausgehend von diesen Proto­
typen als Kreismittelpunkt sind fiir die Kreiscluster zuniichst die dichte­
sten Daten relevant, daher m = 2 fUr die ersten FCSS-Schritte. In den 
Folgeschritten miissen sich die Konturen etwas globaler an den Daten 
orientieren, urn die Kreiskonturen zu entflechten und sich den tatsiichli­
chen Daten anzupassen, daher wurde m = 4 fiir den UFCSS-Algorithmus 
gewiihlt. Der Schwellwert fUr die Datenzahl wurde gegeniiber dem Fuz­

zifier relativiert und auf (IKI+I~Jm-l) herabgesetzt. Es bleibt das Pro­
blem, daB kleine, gute Cluster nicht als gut eingestuft werden, so daB 
das Analyseergebnis nicht optimal ausfiillt. Weder die kleinen, inneren 
Kreise werden als gut erkannt, noch der recht groBe Kreis mitten im Bild 
als schlecht. Die dichten Konturen lassen immer recht gute Shelldich­
ten resultieren, auch wenn ein Cluster die tatsiichlichen Konturen nur an 
mehreren Stellen tangiert. Erschwerend kommt hinzu, daB es sich bei di­
gitalisierten Aufnahmen oft nicht urn ideale Kreise handelt, sondern urn 
schwach elliptische Figuren (schiefer Aufnahmewinkel, Schattenwurf). 
Beim groBen Kreis wird dies durch zwei Kreiscluster kompensiert. Da­
bei riicken die Mittelpunkte zu weit auseinander, als daB sie durch die 
FCSS-Kompatibilitiitsrelation wieder vereinigt wiirden. 

Mit dem bereits erwiihnten Verfahren zur Kantendetektion ist 
die korrekte Erkennung der Abbildung 6.28 kein Problem. Dieser 
Initiaiisierung-Algorithmus ist insbesondere dann unerliiBlich, wenn sich 
mehrere groBe und kleine Kreiskonturen iiberlappen, wie zum Beispiel 
in Abbildung 6.29. Der FCSS-Algorithmus deckt in diesem Fall bei ei­
ner FCM-Initialisierung alles, was innerhalb der AuBenkante des groBen 
Rings liegt, mit einer Vielzahl von Kreisclustern fliichig abo Jedes die­
ser Cluster besitzt dann ein Kontursegment des groBen Kreises, das ihn 
in seiner Lage festhiilt. Das lokale Minimum, in das der UFCSS kon­
vergiert, ist durch die Initialisierung vorbestimmt. Eine angemessene 
Initialisierung durch Kantendetektion liefert hingegen das deutlich bes-
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Abbildung 6.29: Vier Dichtungs- Abbildung 6.30: UFCSS-Analyse 
ringe 

sere Ergebnis aus Abbildung 6.30. 
Ein weiterer Ansatzpunkt fiir eine Verbesserung liegt beim Cluster­

Merging . Fiir das Mischen zweier Cluster wird im UFCSS-Algorithmus 
iiberpriift, ob die beteiligten Cluster bereits vorher denselben Kreis dar­
stellen, indem Radien und Mittelpunkte verglichen werden. Nur wenn 
die Cluster ohnehin beinahe identisch sind, werden sie auch vereinigt. 
Zwei Cluster konnen aber auch dieselbe Kreiskontur beschreiben , wenn 
sie sich in Radius und/oder Mittelpunkt deutlich unterscheiden . Dies ist 
der Fall, wenn die Cluster jeweils nur ein Teil desselben Kreises (schlecht) 
approximieren. Auf diese Weise lieBen sich in Abbildung 6.25 (Mitte 
oben) noch Verbesserungen erzielen. Alternativ konnte also zum Mer­
ging die Vorgehensweise beim U(M)FCQS-Algorithmus verwendet wer­
den (siehe Abschnitt 6.2.4). 

Eine dritter Weg zu besseren Einteilungen fiihrt schlieBlich iiber eine 
Vereinfachung der Datensatze, wie er ebenfalls in Abschnitt 6.3 dar­
gestellt ist . Dieser Weg stellt aber natiirlich keine Verbesserung des 
eigentlichen UFCSS-Algorithmus dar. 

6.2.3 Das Konturdichte-Kriterium 

Die bisher vorgestellten lokalen GiitemaBe sind in mancher Hinsicht un­
befriedigend: Abhangig von GroBe und Vollstandigkeit der Kontur vari­
ieren ihre Werte stark und erschweren somit die Unterscheidung in gute 
und schlechte Cluster. Da das Pradikat gut sowohl fiir unterschiedlich 
groBe Kreise, als auch fiir Voll-, Halb- oder Viertelkreise zutreffen kann, 
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lassen sich oft keine verniinftigen Schwellwerte angeben, die aile Va­
riationsmoglichkeiten richtig trennen. Das Konturdichte-Kriterium fiir 
Shell-Cluster nach Krishnapuram, Frigui und Nasraoui [47] kompensiert 
einige dieser Schwiichen. 

Dieses lokale GiitemaB bewertet die Datendichte entlang der Cluster­
kontur. Es ist damit von der ClustergroBe unabhiingig, da eine hohe Zahl 
von Daten bei groBen Clustern durch einen langeren Umfang relativiert 
wird. Es nimmt seinen Maximalwert Eins bei einer idealen, geschlos­
senen Kontur an und kompensiert partielle Cluster, d.h. ein Halbkreis 
kann ebenso wie ein Vollkreis die maximale Konturdichte Eins erhal­
ten. Damit werden auch die Cluster, die eine dicht markierte Kontur 
eines teilweise verdeckten Bildobjekts approximieren, gegeniiber jenen 
Clustern unterscheidbar, die nur sporadisch Daten nahe der Kontur be­
sitzen. Bei den herkommlichen lokalen GiitemaBen wurden fUr diinn 
besetzte Vollkreise oft bessere Werte als fiir dicht besetzte Viertelkreise 
ermittelt. 

Zur Bestimmung der Konturdichte eines Clusters ki dividieren wir 
Datenanzahl durch Konturliinge. Die Datenanzahl errechnen wir als 
Summe der Zugehorigkeiten aller Datenvektoren, die nahe genug bei der 
Shellkontur liegen: 

Sj = L Ui,j, Y; = {j E IN~n 
jEY, 

Dabei gibt Llj,max den Maximalabstand eines noch zur Kontur gehoren­
den Datums an. 1m possibilistischen Fall bietet sich Lli,max = ..;r;; an, da 
dieser Abstand gleichzeitig die Grenze fiir Zugehorigkeiten von ~ bildet 
(bei Fuzzifier m = 2). Die Bestimmung der Konturliinge ist ein deutlich 
groBeres Problem. Zwar konnen wir den Umfang eines Kreises mit Ra­
dius r als 271T angeben, wir gehen dann jedoch von einem geschlossenen 
Vollkreis aus, der wie oben bereits angedeutet nicht notwendig gege­
ben sein muB. Liegen geschlossene, scharfe Konturen vor, so laBt sich 
auch die Lange eines Kreisbogens ermitteln; aber wie lang ist die Shell­
Kontur, wenn die Daten nur partiell vorliegen und zudem nur unscharf 
dem Cluster zugeordnet sind? 

Ausgangspunkt fiir das GiitemaB der Konturdichte ist die Kovari­
anzmatrix (nicht die Shell-Kovarianzmatrix) der Clusterdaten beziiglich 
dem Mittel- oder Erwartungswert der Daten (nicht dem Mittelpunkt der 
geometrischen Figur). Betrachten wir zuniichst in der Theorie einen idea­
len Kreis mit einer geschlossenen Kontur (aus unendlich vielen Daten­
vektoren). Dann ist der Mittelwert der Datenvektoren gleich dem Mittel-
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punkt des Kreises und die Kovarianzmatrix Ai ergibt sich zu (~~2 ~~2)' 
1m Fall eines idealen Kreises gilt also Spur( A;) = r2. 

Betrachten wir nun den etwas allgemeineren Fall eines Kreisbogens 
mit dem Ursprung als Kreismittelpunkt und Radius r. Urn die Ermitt­
lung der zu untersuchenden Kovarianzmatrix zu vereinfachen, wollen wir 
den Kreisbogen mit Offnungswinkel I symmetrisch zur x-Achse anneh­
men, so daB sich der Bogen yom Ursprung aus gesehen iiber den Win­
kelbereich von - ~ bis ~ erstreckt. Betrachten wir die Daten als Reali­
sierungen einer zweidimensionalen Zufallsvariablen Z, so ergibt sich die 
Kovarianzmatrix zu 

A Cov{Z2} = E{(Z - E{z})2} 
2 

2 2 112 T T E{Z } - E{Z} = - xx d'P - mm , 
I -1 

wobei x = (rcos('P),rsin('P))T ein Punkt auf der Kontur ist. Der Er­
wartungswert m = E {Z} ergibt sich zu 

_ 11~ _ 1 (f!1 rCOS('P)d'P) 
m - - x d'P - - 2 

I -1 I f':2 rsin('P)d'P 
2 

Somit erhalt man 

Bilden wir wieder die Spur der Kovarianzmatrix, so erhalten wir 

JSpur(A) = r 

In diesem Fall entspricht die Spur erwartungsgemaB nicht dem Kreis­
radius, sondern unterscheidet sich von diesem durch den Faktor des 
Wurzel-Ausdrucks. Krishnapuram nennt diesen - je nach Offnungswin­
kel des Kreisbogens skalierten - Radius den Effektivradius reff des Clu­
sters und verwendet 21C'reff als Naherung fur die Bogenlange. 1m Fall 
eines Vollkreises mit I = 21C' gilt wegen sin( 1C') = 0 die Gleichheit reff = r. 
Die effektive Bogenlange stimmt dann also mit der tatsachlichen iiberein. 
Die Konturdichte (} des Clusters ergibt sich im FaIle eines Kreisbogens 
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Wert / Clusterart Voll- Halb- Viertel- Gerade 
kreis kreis kreis 

::..clf. 1.0 0.77 0.44 0.00 r 

Konturdichte {J 1.0 0.65 0.57 0.55 
Kompensationsfaktor Ip 1.0 1.54 1.74 1.81 

Tabelle 6.1: Kompensation fUr partielle Konturen 

mit Offnungswinkel, und der (als Datenanzahl interpretierbaren) Kon­
turiange L-y zu 

und ist damit abhangig von der Lange des Kreisbogens (,), aber un­
abhangig von der ClustergraBe (Kreisradius r). Urn den EinftuB der 
Bogenlange zu kompensieren, mussen wir die Gutewerte noch weiter 
modifizieren. Der Ausdruck ~ ist als MaB fur den Offnungswinkel des 
Kreisbogens geeignet, da dieser nur von ,abhangt. Aus ~ = 1.0 
kannen wir auf einen Vollkreis, aus ~ = 0.77 auf einen Halbkreis und 

aus ~ = 0.44 auf einen Viertelkreis schlieBen. 
Deutet der Quotient aus Effektiv- und tatsachlichem Radius auf einen 

Halbkreis, so dividieren wir die Dichte {! durch die maximale Dichte fUr 
einen Halbkreis (siehe Tabelle 6.1) und erhalten somit auch fur parti­
elle Konturen den Maximalwert Eins. Krishnapuram unterscheidet fUr 
das Konturdichte-Gutekriterium nur die Faile Voll-, Halb-, Viertelkreis 
und Gerade und interpoliert den Skalierungsfaktor linear zwischen die­
sen festen GraBen. Die Gerade ist dabei der Spezialfall eines Kreises 
mit unendlichem Radius (~ = 0). Fur ein Geradenstuck ist die Spur 

der Kovarianzmatrix identisch mit der Varianz f;, wenn L die Lange 

des Geradenstucks ist. Fur die Konturdichte {J = -2 L ergibt sich dann 
7rr eff 

:I} ~ 0.55. Das endgiiltige lokale GutemaB ergibt sich aus 

Definition 6.15 (Konturdichte (J) Sei A(IR2, E) ein Analyseraum, 
X C IR2, m E IR>l ein Fuzzijier, I : X --+ J{ E Afuzzy(IR2, E) eine 
possibilistische Clustereinteilung, Ui,j = I(Xj )(k;) der Zugehorigkeits­
grad und Lli,j der Abstandsvektor von Datum Xj EX = {Xl, X2, ... , xn} 
und Cluster ki E J{ = {kl' k2' ... , kc }. Unter der (kompensiertenj K on­
turdichte {Ji des Clusters k i der Einteilung I verstehen wir {!i = -"-'--2 5 

7rr eff 
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(bzw. f2i = 2;"'eff . Ip('1L)), wobei 

Si 

Ai 

Vi 

Ip : IR ---. IR, x 1-+ 

ylSpur(A;) , 

{j E IN::;n I "~i,j" < ~i,max}, 
2:}=1 ui,'j(Xj - v;)(Xj - v;)T 

""n m 
~j=1 Ui,j 

""n m ~j=1 Ui,j Xj ""n m und 
~j=1 Ui,j 

{ 
1.74 - 0.172{x - 0.44) 
1.54 - 0.594(x - 0.77) 
1.0 - 2.34{x - 1.0) 

fur x E [0.00,0.44] 
fur x E [0.44,0.77] 
fur x E [0.77, 1.00] 

gilt. Dabei ist ~i,max die Entfernung von der Kontur des Clusters ki' ab 
der Daten gerade nicht mehr als zum Clusterzentrum gehorig gelten. fm 
possibi/isiischen Fall bieiei sich ~i,max = .J7ii an. 

Werden in einer Abbildung kreisformige Konturen bei Uberdeckung 
durch andere Objekte in mehr als einen Kreisbogen zerlegt, so erhal­
ten die Reste der Kreiskontur nicht die maximale Konturdichte, selbst 
wenn es sich bei den einzelnen Teilstiicken urn ideale Konturen han­
delt. Ein Cluster, das einen der Bogen approximiert, wird automatisch 
auch hohe Zugehorigkeiten zu den anderen Bogen bekommen. Dann 
liegt der Schwerpunkt der Daten nahe dem Kreismittelpunkt und der 
Effektivradius niihert sich dem tatsiichlichen Radius. Der Korrektur­
faktor fUr partielle Konturen Ip wird daher kaum eine Verbesserung 
der Konturdichte bewirken. Wird das urspriingliche Objekt nur in zwei 
oder drei Bogen zerteilt, so mag die fehlende Kompensation durch das 
Konturdichte-Kriterium als Schwachpunkt des GiitemaBes ausgelegt wer­
den. Man sollte sich aber vor Augen fiihren, daB sich fUr eine groBere An­
zahl von Teilkonturen der Ubergang zur diinnen, sporadisch markierten 
Kontur vollzieht, bei der ein schlechteres GiitemaB durchaus erwiinscht 
ist. 

Stammen die zu untersuchenden Datensiitze aus digitalisierten Abbil­
dungen, so resultiert aus der Digitalisierung ein weiterer das GiitemaB 
verfiilschender Effekt. Die Datenanzahl Si einer digitalisierten idealen 



6.2 Lokale GiitemaBe 193 

Geraden ki ist von ihrer Steigung abhangig. Horizontale und vertikale 
Geraden bekommen automatisch ein besseres GutemaB als Geraden mit 
anderer Steigung. Die Gerade aus Abbildung 6.31 (Steigung 1) hat eine 
Lange L = j2, die Gerade aus Abbildung 6.32 (Steigung V3) eine Lange 
L = fs. (Das abgebildete Quadrat habe die Kantenlange Eins.) Trotz 
unterschiedlicher Lange werden beide Geraden mit 14 Bildpunkten be­
schrieben. Horizontale und vertikale Geraden im abgebildeten Quadrat 
erreichen die groBte Konturdichte, da ihre Lange am kleinsten ist und 
die Datenanzahl14 konstant bleibt. Analog zur Kompensation partieller 
Konturen laBt sich ein Korrekturfaktor fD fUr den Digitalisierungseffekt 
einfiihren, der die Datenanzahl so wichtet, daB das korrigierte MaB un­
abhangig von der Steigung ist. Fiir Geradenstiicke im Winkel 'P lautet 
dieser Faktor 

1 f D = ----:-:-...,.--,...,...-,.-.,........,...,-;:-
max{1 cos('P)I, I sin('P)I} 

(6.6) 

••• 
•• 

Abbildung 6.31: 45° Gerade, Abbildung 6.32: 30° Gerade, 
L ~ 1.41 L ~ 1.15 

Fur aile anderen Clusterarten mogen wir uns die Kontur aus Ge­
radenstucken zusammengesetzt denken. In dies em Fall korrigieren wir 
jedes einzelne Datum auf der Kontur abhiingig vom Tangentenvektor 
der Kontur. 1st 'Pi,j der Winkel zwischen x-Achse und der Tangente der 
Kontur des Clusters kj an der Stelle des Datums x j, so ersetzen wir den 
Ausdruck Sj aus Definition 6.15 durch: 

Sj = j~, max {I cos( 'Pi~;)I, I sin( 'Pi ,j ) I} . 
(6.7) 

Bei Geradenclustern schneidet die Tangente in jedem Punkt die x-Achse 
im gleichen Winkel wie die Gerade selbst, die Multiplikation der Kon­
turdichte mit dem Faktor fD nach (6.6) ist also identisch mit der Ver­
wendung von (6.7). 
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Krishnapuram, Frigui und Nasraoui betrachten in [47] die Kon­
turdichte theoretisch auch fiir Ellipsen, Ebenen, Kugeln und Ellip­
soide. Fiir Ellipsen wird anhand einiger Beispiele gezeigt, daB die nicht­
kompensierte Konturdichte nach Definition 6.15 fiir die Praxis hinrei­
chend genaue Ergebnisse liefert, sofern der Quotient aus groBem und 
kleinem Ellipsenradius hinreichend groB wird. Fiir einen Verhaltniswert 
von zwei verhalt sich die Konturdichte noch sehr ahnlich wie bei den 
Kreisen. Bei einem Verhaltniswert von fiinf ist eine Korrektur durch die 
Kompensationsabbildung Ip nicht mehr erforderlich. (Es ware ohnehin 
unklar, wie beide Ellipsenradien in die Kompensation einflieBen sollten.) 
Es bleibt jedoch ein Grenzverhaltnis zwischen zwei und fiinf zu wahlen, 
ab dem man von der Kompensation absieht. Fiir die Anwendung des 
Grenzwertes werden natiirlich die Ellipsenradien benotigt, die man der 
folgenden Bemerkung entnimmt. 

Bemerkung 6.16 (Ellipsenradien) lsi durchp1x2+P2y2+P4X+P5Y+ 
P6 = 0 eine zweidimensionale, ellipiische Quadrik gegeben, so ergeben 
sich die Ellipsenradien aus 

und 1'2 = ~, V P2 

2 2 

wobei c = .E..i.. + .b.... - P6. 
4PI 4P2 

Beweis: Durch Substitution von x = x + .E.i.. und Y- = Y + 1!..§.... (qua-
2PI 2P2 

2 2 

dratische Erganzung) ergibt sich: P1x2 + P2fP = .Li...4P + .1l4P - P6. Die 
PI P2 

Ellipsenradien lassen sich aus dieser Ellipsengleichung in Normalenform 

ablesen: Sind 1'1 und 1'2 die Ellipsenradien, so gilt (:, f + (f;-f = 1. 

Koeffizientenvergleich fiihrt zu 1'1 = G. und 1'2 = G. .• \f PI \f P2 

Die in der Bemerkung angegebene vereinfachte Form der Quadrik 
ohne den gemischten Term P3XY bekommt man durch Drehung der El­
lipse, wie im Abschnitt 5.7 beschrieben. Die angegebenen Formeln lie­
fern natiirlich auch Werte, wenn die Quadrik gar keine Ellipse ist. Die 
eindeutige Identifizierung des Clustertyps laBt sich dem Anhang A.3 ent­
nehmen. 

Bei der Festlegung der Schwellwerte fiir eine Klassifizierung in z.B. 
gute Cluster flieBt das Wissen iiber das theoretische Maximum Eins ein. 
Fiir die praktikable Anwendung der Schwellwerte ist die Erreichbarkeit 
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dieses Wertes dann Voraussetzung. Wenn mehrere probabilistische Clu­
ster sich Konturen teilen, werden die Zugehorigkeiten entlang der Kontur 
niemals eindeutig fUr ein einziges Cluster sprechen, also wird die Kontur­
dichte niemals den Wert Eins annehmen. Das Konturdichte-Kriterium 
ist also ausschlieBlich fUr possibilistische Clustereinteilungen geeignet. 
AuBerdem sollte dar auf geachtet werden, daB die Konturdicke im digita­
lisierten Bild moglichst genau ein Pixel betragt. Bei einer zweifach gezo­
genen Kontur nimmt das GiitemaB sonst auch Werte deutlich groBer Eins 
an. Die Vergleichbarkeit der Cluster und Giiltigkeit der Schwellwerte ist 
dann in Frage gestellt. Ein schlechtes Cluster, das eine dicke Kontur 
geniigend oft kreuzt, kann dann plotzlich eine Konturdichte nahe Eins 
erhalten. Die Ergebnisse lassen in diesem Fall keine richtigen Schlusse 
mehr zu, ein brauchbares Analyseergebnis darf nicht erwartet werden. 
Stattdessen ist ein Algorithmus zur Kantenausdunnung [41] anzuwenden. 

Weil jedes Datum mit seiner Zugehorigkeit (maximal Eins) gewich­
tet wird, entspricht jedes Datum einem Kontursegment der Lange Eins. 
Markieren die Daten die Kontur zwar nicht doppelt, aber in halb so 
engem Abstand, werden wieder zu hohe Konturdichten bestimmt. Die 
Daten diirfen also minimal den Abstand Eins untereinander haben, wie 
es bei digitalisierten Bildern automatisch der Fall ist. Fur andere Da­
tensatze laBt sich allenfalls eine Korrektur durch Multiplikation der Zu­
gehorigkeit mit dem mittleren, kleinsten Abstand zweier Daten errei­
chen. Dadurch werden die Werte praktisch auf das lxI-Raster des digi­
talen Bildes hochskaliert und ein Datum entspricht wieder einem Kon­
tursegment der Lange Eins. 

6.2.4 Der Unsupervised-(M)FCQS-Algorithmus 

In diesem Abschnitt wird der Unsupervised-FCSS-Algorithmus mit dem 
lokalen GiitemaB der Konturdichte und dem allgemeineren (M)FCQS­
Algorithmus kombiniert. Es ist damit moglich, eine unbestimmte An­
zahl von Geraden, Kreisen und Ellipsen in einem Datensatz zu erkennen. 
Dabei ist das Grundprinzip gegeniiber dem UFCSS-Algorithmus un­
verandert, nur die Prototyp-spezifischen Teile wurden angepaBt. AuBer­
dem unterscheidet sich der U(M)FCQS- vom UFCSS-Algorithmus durch 
die Verwendung der possibilistischen Algorithmen. 

Gegeben seien also eine Clustereinteilung f : X ---> K, ein Datum 
x E X und zwei Cluster k, k' E K. 
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• Das Cluster k erhiilt das Priidikat "klein", falls 

(2: f(x)(k) < NVL) 
xEX 

Entweder hat ein kleines Cluster nur sehr wenig Daten (Zu­

gehorigkeiten-Summe kleiner als NVL >::::: 2i:a') oder es besitzt 
zwar etwas mehr Daten aber nur eine schlechte Konturdichte (Zu­

gehorigkeiten-Summe kleiner als NL >::::: ~:a' und Konturdichte 
kleiner eL >::::: 0.15). 1m zweiten Durchlauf der Hauptschleife des 
U(M)FCQS-Algorithmus gelten alle Cluster mit Zugehorigkeiten­
Summe kleiner NL als klein. Mit den strengeren Bedingungen fur 
den erst en Durchlauf wird der Tatsache Rechnung getragen, daB 
viele Cluster die Daten stets besser (also mit geringerer Shelldicke) 
approximieren konnen als wenige Cluster . 

• Das Cluster k erhiilt das Priidikat "gut", falls 

Wieder gibt es zwei Moglichkeiten fur gute Cluster: Entweder ist 
die Konturdichte sehr hoch (evL >::::: 0.85), oder eine etwas geringere 
Dichte (eL >::::: 0.7) wird durch ein besonders kleines Fuzzy-(Shell)­
Hypervolumen (F HVL >::::: 0.5) kompensiert . 

• Zwei Cluster k und k' sind "kompatibel", falls 

Dabei sind T und e die Shelldicke und Konturdichte desjenigen 
Clusters, das durch Vereinigung der Cluster k und k' entsteht. 
Dazu werden alle Daten mit (possibilistischen) Zugehorigkeiten 
groBer 0' (0' >::::: 0.25) zu den Clustern k oder k' ermittelt und der 
possibilistische (M)FCQS-Algorithmus wird fUr diese Daten mit 
c = 1 durchgefUhrt. Diese aufwendige Vorgehensweise ist erforder­
lich, da sich fur beliebige Quadriken nicht so einfache Kompatibi­
litiitskriterien angeben lassen, wie fUr den Fall von Geraden oder 
Kreisen. Es liegt nahe, wenigstens fur FCQS-Kreis-Cluster die 
FCSS-Kompatibilitiitsrelation zu verwenden. Allerdings wird man 
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es selbst bei einem Datensatz, der nur aus Kreisen und Geraden be­
steht, im Verlauf des Algorithmus auch mit anderen Clusterformen 
zu tun haben, so daB man urn die komplizierte Kompatibilitiitsre­
lation des U(M)FCQS-Algorithmus nicht umhinkommt. 

Wie bereits erwiihnt wandeln Krishnapuram, Frigui und Nasra­
oui durch einen weiteren Algorithmus die Hyperbeln, Doppelge­
raden und langgestreckten Ellipsen direkt in Geradencluster urn, 
und zwar bevor sie mit dem Mischen der Cluster beginnen. Die 
den Geradenclustern zugehorigen Daten werden mit den neu ge­
wonnenen Geraden-Prototypen durch den CCM-Algorithmus ge­
schickt. Geradenstiicke werden also nur untereinander nach der 
CCM-Kompatibilitiitsrelation gemischt, ein Mischen von Geraden 
und anderen Quadriken ist nicht vorgesehen . 

• Das Datum x erhiilt das Priidikat "zu Cluster k gehorig", falls 

f(x)(k) > UH· 

Bei possibilistischen Algorithmen hiingt die Zugehorigkeit nur vom 
Abstand des Datums zum Cluster ab, so daB eine Zugehorigkeit Ui,j 

groBer UH = 0.5 gleichbedeutend mit 11~i,j" < Viii ist. Bei Da­
tensatzen, die aus digitalisierten Abbildungen gewonnen sind, ma­
chen jedoch Werte TJ < 2 kaum Sinn, da aufgrund der Pixelbildung 
ein Mindestabstand von Eins (horizontale und vertikale N achbarpi­
xel) bzw. J2 (diagonale Nachbarpixel) vorgegeben ist. Sinken die 
7]-Werte unter 2, so werden eindeutig zur Kontur ziihlende Daten 
bereits als Stordaten abgekapselt. Es macht also Sinn, fUr den zwei­
ten possibilistischen Durchlauf generell 7]i = 2 zu setzen. Auch fUr 
die Konturdichte-Bestimmung sind die Zugehorigkeiten stets mit 
7]i = 2 zu berechnen. (Bei Verwendung des FCQS-Algorithmus ist 
zur Konturdichte-Bestimmung auf die MFCQS-Distanzfunktion zu 
wechseln, der Wert 7]i = 2 bezieht sich auf euklidische Distanzen. 
AuBerdem sollte fUr den FCQS eher 7]i > 2 gewiihlt werden, da die 
Ausrichtung der Cluster beim FCQS und MFCQS unterschiedlich 
ist. So sind bei einer FCQS-Ellipse die Distanzen entlang der Ach­
sen unterschiedlich, so daB auch die Ausrichtung entlang der El­
lipsenachsen (nach euklidischen MaBstiiben) unterschiedlich genau 
ist. Dies soUte durch eine groBziigigere Wahl von TJi kompensiert 
werden.) 
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• Das Datum x heiBt "Stordatum", falls 

'rIk E J{: f(x)(k) < UL· 

Falls ein Datum von keinem Cluster richtig approximiert wird, d.h. 
die Zugehorigkeiten aIle sehr klein sind (UL ~ 0.1), dann gehen wir 
von einem Stordatum aus. Diese Klassifikation ist nur bei possibi­
listischen Algorithmen sinnvoll, da ein Datum, das von sehr vielen 
Clustern probabilistisch abgedeckt wird, ebenfalls eine Zugehorig­
keit kleiner UL bekommen kann, ohne jedoch ein Stordatum zu 
sem. 

In den erfolgten Begriffsbestimmungen wurden Richtwerte fUr die 
Schwellwerte aus [47] in Klammern angegeben. Die Verwendung der pos­
sibilistischen Algorithmen vereinfacht die Angabe der absoluten Schwell­
werte, da die Zugehorigkeiten nicht mehr durch N achbarcluster beein­
fiuBt werden. Insbesondere ist die Klassifikation von Stordaten dadurch 
iiberhaupt erst moglich. Dieser Schritt ist sehr wichtig, da durch Deak­
tivierung guter Cluster und der zugehorigen Daten cler relative Anteil 
an Stordaten im Datensatz steigt; die noch vorhandenen Cluster wer­
den wegen der immer massiveren Storung durch diese Daten sonst nicht 
mehr erkannt. 

Gegeniiber dem UFCSS-Algorithmus fallt eine andere Reihenfolge 
bei der Elimination kleiner Cluster auf. Bei den probabilistischen Zu­
gehorigkeiten des UFCSS ist die Zugehorigkeitensumme auch klein, wenn 
sich mehrere Cluster dieselben Daten teilen. Urn nicht falschlicherweise 
aIle Cluster, die diese Daten approximieren, zu entfernen, werden erst 
nach dem Mischen kleine Cluster geloscht. Bei den possibilistischen Zu­
gehorigkeiten des U(M)FCQS tritt dieser Fall nicht auf. Wenn sich 
tatsachlich mehrere Cluster eine Kontur teilen, so erhalten aIle Clu­
ster eine vergleichbare Zugehorigkeitensumme. Die Entscheidung, ob es 
sich urn ein kleines Cluster handelt, kann also bereits zu Beginn gefallt 
werden. Durch Elimination kleiner Cluster wird die Anzahl der Clu­
ster verringert, was fiir die nachfolgende Merging-Operation von Vorteil 
ist. Das Merging beim U(M)FCQS-Algorithmus ist sehr rechenintensiv, 
da fiir je zwei Cluster der (M)FCQS-Algorithmus durchgefiihrt werden 
muB. Da die Anzahl der zu testenden Mischcluster quadratisch von der 
Clusterzahl abhangt, bedeutet jedes fehlende Cluster einen cleutlichen 
Zeitvorteil. 
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Algorithmus 6 (Unsupervised-(M)FCQS-Algorithmus) 
Gegeben sei eine Datenmenge X. Wahle die maximale Anzahl Cmax der 
Cluster. c := cmax , changes := false, FirstLoop:= true 
FOR 2 TIMES 

changes := false 
REPEAT 

Fiihre den Algorithmus mit Eingabe (X, c) durch. 
IF (kleine Cluster existieren) THEN 

Losche kleine Cluster, changes := true, aktualisiere c. 
ENDIF 
IF (kompatible Cluster existieren) THEN 

Bilde Gruppen kompatibler Cluster (siehe Text). 
Vereinige jede Gruppe zu einem Cluster, 
changes := true, aktualisiere c. 

ENDIF 
IF (FirstLoop=true) AND (gute Cluster existieren) THEN 

Deaktiviere gute Cluster und zugehorige Daten, 
aktualisiere c, changes := true. 

ENDIF 
IF (FirstLoop=true) AND (Stordaten existieren) THEN 

Deaktiviere aile Stordaten, changes := true. 
ENDIF 

UNTIL (c < 2) OR (changes=false) 
FirstLoop := false 
Reaktiviere aile deaktivierten Daten und Cluster, aktualisiere c. 

ENDFOR 



200 6 Clustergiite 

Das Loschen kleiner Cluster am Ende der inneren Schleife kann fur 
den U(M)FCQS-Algorithmus auch nicht vom UFCSS ubernommen wer­
den, weil mit dem Entfernen von guten Clustern ein GroBteil der Daten 
anderer Cluster wegfallen kann. Nach diesem Wegfall auf ein kleines Clu­
ster schlieBen zu wollen, ist deshalb gefahrlich, weil die Ausrichtung an 
diesen Daten unter Umstiinden erst durch den possibilistischen Teil des 
Algorithmus erfolgte, etwa wei I die ursprunglich approximierte Kontur 
nicht dicht genug besetzt oder groB genug ist. Wenn jedoch der EinfluB 
der zu entfernenden Daten guter Cluster fehlt, hiitten sich vielleicht die 
restlichen Cluster vollig anders ausgerichtet. Aus geringer possibilisti­
scher Zugehorigkeitensumme nach dem Entfernen guter Cluster sollte 
daher nicht die Uberflussigkeit der Cluster gefolgert werden. 

Fur den dreidimensionalen Fall schlagen Krishnapuram, Frigui und 
N asraoui eine weitere Modifikation des (M)FCQS- und U (M)FCQS­
Algorithmus vor. Zum einen wird durch den Fuzzy-c-Plano-Quadric­
Shells-Algorithmus [47] die aufwendige Losung von hochgradigen Po­
lynomen fUr den dreidimensionalen Fall umgangen. Der Algorithmus 
verwendet nur approximierte euklidische Distanzen, aber dafUr werden 
Zugehorigkeiten und Prototypen auf Basis derselben Distanzfunktion 
berechnet (beim MFCQS wird nur fUr die Zugehorigkeiten der eukli­
dische Abstand herangezogen, aber nicht zur Berechnung der Prototy­
pen). Zum anderen fallen die unendlichen Ausdehnungen der Cluster 
im dreidimensionalen Fall starker ins Gewicht. So passiert es viel haufi­
ger, daB zusammen mit einem guten Cluster auch Daten von anderen 
Clustern entfernt werden, weil die Oberflachenkonturen sich schneiden. 
So entstehen Lucken in den Konturen der verbliebenen Cluster, und die 
Erkennung wird erschwert. In [47] finden sich weitere Modifikationen, 
die diese Schwierigkeiten berucksichtigen. Hier wollen wir weder auf den 
dreidimensionalen Fall noch auf den FCPQS-Algorithmus weiter einge­
hen. 

1m Abschnitt 6.2.2 waren die Bedingungen fur das Mischen zweier 
Cluster sehr streng, nur iihnliche Cluster wurden vereinigt. Dadurch 
wurde die Anzahl der Cluster reduziert, die Erkennungsleistung je­
doch nicht wesentlich beeinfluBt. Beim U(M)FCQS-Algorithmus konnen 
nun auch Cluster gemischt werden, die nicht so strengen Bedingungen 
genugen, solange nur die Vereinigung der zugehorigen Daten ein gu­
tes Cluster ergibt. Dieses Verhalten ware bei den Clustern in Abbil­
dung 6.25 in der Mitte oben ebenfalls wunschenswert gewesen, denn 
aus mehreren Kreisen, die Teile einer groBen Kreiskontur abdecken, laBt 
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sich dann unter Umstanden der groBe Kreis erkennen. Die Grundidee 
der (M)FCQS-Kompatibilitatsbedingung konnen wir aber auch auf den 
UFCSS-Algorithmus iibertragen. Die am Mischcluster beteiligten Da­
ten wahlen wir dann jedoch nicht nach den Zugehorigkeiten, sondern 
dem Abstand zur Kreiskontur aus. Beim U(M)FCQS sind die erhoff­
ten Vorteile durch das aufwendige Mischverfahren nicht ganz so aus­
schlaggebend, weil die possibilistischen Zugehorigkeiten bereits ein we­
nig zur Vermeidung solcher Situationen wie in Abbildung 6.25 beitra­
gen. Ein weiterer Unterschied zwischen den Kompatibilitatsrelationen 
ist, daB die (M)FCQS-Bedingung fiir kompatible Cluster nur ein Mi­
schen erlaubt, wenn sich dadurch ein gutes Cluster ergibt, eine Vereini­
gung identischer, aber schlechter Cluster ist nicht moglich. Gegeniiber 
dem UFCSS-Algorithmus ist also nicht Ahnlichkeit sondern die Giite 
wesentliches Kompatibilitatskriterium. 

Abbildung 6.33: Drei paarwelse 
mischbare Cluster 

Abbildung 6.34: 
Mischcluster 

Resultierendes 

Bei der Anwendung des U(M)FCQS-Algorithmus werden je nach Art 
der Datensatze unterschiedliche Probleme auftreten. Manchmal werden 
dadurch Modifikationen des Algorithmus nahegelegt, urn die korrekte 
Erkennung in diesen Fallen iiberhaupt erst zu ermoglichen. Derartige 
Veranderungen, die wir am Original-Algorithmus vorgenommen haben, 
werden im folgenden vorgestellt. So gab es im Zusammenhang mit der 
Vereinigung von Clustern eine weitere Besonderheit: Bildet man wieder 
transitive Gruppen kompatibler Cluster, so kann es durchaus vorkom-
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men, daB je zwei der Gruppencluster sich gut mischen lassen, aber aIle 
zusammen kein gutes neues Cluster ergeben. Das hiingt wieder mit der 
Verwendung des possibilistischen Algorithmus zusammen. Betrachten 
wir einen Kreis, an dem auf gegentiberliegenden Seiten zwei Ellipsenseg­
mente derselben Ellipse liegen, die den Kreis tangieren. Der Kreis und 
jedes Ellipsensegment wird jeweils durch ein Cluster approximiert (siehe 
Abbildung 6.33). Mischen wir das Kreiscluster mit einem Ellipsenclu­
ster, so kann die Uberzahl der Kreisdaten (liingere Kontur) dafUr sorgen, 
daB das Kreiscluster als resultierendes Cluster bestehen bleibt - und eine 
gute Konturdichte erhiilt (possibilistische Zugehorigkeiten). Mischen wir 
die beiden Ellipsensegmente, so mag als resultierendes Mischcluster die 
Ellipse korrekt erkannt werden. AIle Mischcluster besitzen gute Kon­
turdichten und sind damit paarweise mischbar. Versuchen wir aber die 
Daten aller drei Cluster durch ein einziges Cluster abzudecken, so gibt 
es kein Cluster mehr, das in der Datenzahl dominiert und seine Form 
halten kann. Dieser Mischvorgang endet mit dem Verlust dreier korrekt 
erkannter Cluster (siehe Abbildung 6.34). 1m schlimmsten Fall liefert 
die Mischoperation (beim MFCQS-Algorithmus) eine Doppelgerade als 
resultierendes Cluster, bei der die Ellipsensegmente durch die Geraden 
und der Kreis durch die (nicht-euklidischen) hohen Zugehorigkeiten im 
Zentrum abgedeckt werden. In diesem Fall ist durch das Mischen jegli­
cher Bezug zu den tatsiichlichen Clustern verlorengegangen. Dieses etwas 
konstruiert anmutende Beispiel solI zeigen, daB die Kompatibilitiitsrela­
tion keine Aussage tiber die Mischbarkeit von mehr als zwei Clustern 
macht, solange nicht jedes Mal iihnliche neue Cluster entstehen. Statt 
also Gruppen von mehr als zwei Clustern zu erlauben, modifizieren wir 
den Original-U(M)FCQS-Algorithmus derart, daB nur eine Vereinigung 
von Paaren kompatibler Cluster erlaubt ist. Da es wieder keine eindeu­
tige Wahl der zu mischenden Clusterpaare gibt, bietet es sich an, jeweils 
diejenigen mit den besten Konturdichten vorzuziehen. 

In der Praxis kommt es durchaus vor, daB bei einem Doppelkreis eine 
Merging-Operation zugunsten des groBeren Kreises durchgefiihrt wird: 
Direkt nach der Vereinigung liegt das Cluster, das nun die Daten bei­
der Kreise approximiert, etwa mittig zwischen beiden Konturen; bei der 
Verwendung von possibilistischen ZugehOrigkeiten wandert die Kontur 
dann zum groBeren Kreis (mehr Daten) und im zweiten possibilistischen 
Durchlauf trennt sich das Cluster womoglich vollig vom inneren Kreis. 
(Der FCQS-Algorithmus ist fUr dieses Phiinomen besonders anfiilIig, da 
seine Distanzfunktion geringere Werte fUr Daten innerhalb der Kontur 
liefert, so daB die Bewertungsfunktion besser minimiert wird, wenn der 
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AuBenkreis resultierendes Cluster wird.) Damit nicht bereits korrekt er­
kannte Cluster auf diese Weise wieder verschwinden, modifizieren wir den 
UFCQS-Algorithmus erneut: Zusatzliche Bedingung fUr das erfolgreiche 
Mischen zweier Cluster ist ein nicht-Ieerer Schnitt beider Konturen vor 
dem Mischen. Ais MaB fUr den Schnitt zweier Cluster k und k' laBt sich 
k n k' := LXEX min{f(x)(k), f(x)(k')} verwenden: Gibt es ein Datum 
x E X, das beiden betrachteten Clustern angehort, so werden f(x)(k) 
und f(x)(k') nahe Eins sein (possibilistische Zugehorigkeiten). Dann ist 
auch das Minimum nahe Eins, und das Datum x geht in die Summe 
ein. Gehort x nur einer Kontur an, so wird die Zugehorigkeit zur an­
deren Kontur nahe Null sein, und das Datum wird in der Summe nur 
schwach berucksichtigt. Ais einen genugend groBen Schnitt laBt sich nun 
beispielsweise k n k' > 5 fordern. Dabei spielt der genaue Schwellwert 
eine eher untergeordnete Rolle, im Grunde sollen ja nur Mischopera­
tionen vollig disjunkter Konturen vermieden werden, bei denen k n k' 
dann sehr kleine Werte annehmen wird. Da sich dieser Schnitt schnel­
ler berechnen laBt als das Merging-Cluster, sollte man diese Bedingung 
vor der aufwendigen Mischoperation abfragen. Auf diese Weise wird die 
Anzahl der tatsachlich auszurechnenden Mischcluster deutlich reduziert. 
Falls diese einfache Bedingung nicht ausreicht, so kann etwas allgemei­
ner k n k' > NL . e gefordert werden. Bezeichnet e die Konturdichte 
des Mischclusters, so fordern wir nun miBtrauisch bei guten resultieren­
den Clustern auch einen groBeren Schnitt. (Fur den FCQS-Algorithmus 
sollten bei der Errechnung des Schnittes die possibilistische Zugehorig­
keiten mit den tatsachlich ermittelten '1]-Werte verwendet werden. Die 
Restriktion '1] = 2 gilt nur fUr euklidische Distanzen.) 

Wie schon in Abschnitt 5.7 erwahnt, werden beim MFCQS­
Algorithmus nur die Distanzen, nicht die Prototypen nach euklidischen 
MaBstaben berechnet. Dabei hofft man, daB der MFCQS-Algorithmus 
die Bewertungsfunktion weiterhin in jedem Schritt minimiert. Dies war 
bei einigen getesteten Datensatzen nicht der Fall, von Zeit zu Zeit gab es 
sprunghafte Verschlechterungen in der Bewertungsfunktion, besonders 
bei groBen Datensatzen. Wenngleich dies in der Lage der Prototypen 
selten sichtbare Veranderungen bewirkte, so hindert es den Algorith­
mus dennoch an der Konvergenz, da die Zugehorigkeiten die sprung­
haften Veranderungen ebenfalls widerspiegeln. Dieses Phanomen kann 
auch von Rechenungenauigkeiten bei der Ermittlung des euklidischen 
Abstandes, also der Losung der Polynome vierten Grades, hervorgeru­
fen werden. Es scheint jedoch eher so, als lieBe der FCQS-Algorithmus 
sich mit zunehmender Datenzahl immer schlechter mit Zugehorigkeiten 
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auf euklidischer Grundlage betriigen und trotzdem zur Konvergenz be­
wegen. Manchmal benotigt der Algorithmus sehr lange, bis die Bewer­
tungsfunktion wieder das Niveau vor der sprunghaften Anderung er­
reicht. Ebenso kann es passieren, daB nach so einem Sprung der AI­
gorithmus in einem lokalen Minimum der Bewertungsfunktion konver­
giert, das iiber einem zuvor erreichten Wert liegt. In der verwendeten 
Implementierung wurde daher in jedem Schritt die Bewertungsfunktion 
ausgewertet und das bisherige Minimum gespeichert. Gab es eine ge­
wisse Anzahl von Iterationsschritten keine Verbesserung des bisherigen 
Minimums, so wurde die Iteration abgebrochen und das bisherige Mini­
mum als Analyseergebnis verwendet. Obwohl diese modifizierte Ab­
bruchbedingung die Verwendung des MFCQS-Algorithmus ermoglicht, 
so ist sie dennoch unbefriedigend. Stattdessen sollte der FCQS- oder 
FCPQS-Algorithmus verwendet werden. Dort treten Verschlechterungen 
in der Bewertungsfunktion nicht auf, und es kann die tatsiichliche Kon­
vergenz abgewartet werden. (In [47] wird der FCPQS-Algorithmus ver­
wendet.) Der Einsatz des FCQS-Algorithmus ist zwar etwas umstiind­
lich, weil man zwischendurch fUr die Berechnung der GiitemaBe zu den 
fast-euklidischen MFCQS-Distanzen wechseln muB, aber dafUr deutlich 
schneller. (Hundert MFCQS-Iterationsschritte mit (fUr digitalisierte Bil­
der realistischen) 15 Clustern und 1500 Daten erfordern die Losung von 
2.25 Millionen Gleichungen vierten Grades.) 1m zweiten possibilistischen 
Lauf sollten dann jedoch die TJ-Werte wieder etwas haher als 2 gewiihlt 
werden. 

Nach der Konvergenz der FCQS-Iteration schlieBt sich im Originalal­
gorithmus das Verfahren zur Geradenerkennung an. Dabei werden aus 
langgestreckten Ellipsen, Doppelgeraden, Hyperbeln und Parabeln GK­
Geradencluster generiert, auf die dann der CCM-Algorithmus angewen­
det wird (siehe Anhang A.4 zur Erkennung von FCQS-Geradenclustern). 
Dazu werden nur die Daten mit hohen Zugehorigkeiten zu den zukiinfti­
gen Geradenclustern betrachtet. In manchen Fallen scheint dieses Vor­
gehen unangebracht. Oft werden gerade in der Anfangsphase der Er­
kennung komplizierte Konturen flachendeckend durch Hyperbeln oder 
Doppelgeraden abgedeckt. (Das ist dann ein Zeichen fUr eine nicht 
ausreichende Initialisierung.) Dieser Fall tritt unabhiingig davon ein, 
ob iiberhaupt Geraden im Datensatz enthalten sind. 1st durch Vorwis­
sen sichergestellt, daB es keine Geradencluster geben wird, so erscheint 
es iiberfliissig, diese Geradenerkennung des FCQS iiberhaupt durch­
zufUhren. Stattdessen kann die Detektion eines Geradenclusters nun als 
schlechte Erkennungsleistung interpretiert werden. Abbildung 6.41 zeigt 
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so einen Fall. Es sind nur Ellipsen und Kreise im Datensatz vorhanden, 
dennoch verlaufen auch andere Clusterformen tangential an mehreren 
Kreiskonturen vorbei. GroBe Kreise oder Ellipsen konnen an Stellen ge­
ringer Krummung gut durch Geraden (und noch besser durch Hyperbeln 
oder Parabeln) approximiert werden. Werden diese Cluster auch noch 
als gute Cluster eingestuft, wird die ursprunglich geschlossene Kreis­
kontur durch Entfernung der zu den Geradenclustern gehorigen Daten 
zerstuckelt und ihre Erkennung erschwert. (1m Original-UFCQS werden 
Geraden- und FCQS-Cluster auch nicht gemischt, so daB dieser Schritt 
bis zum Ende des Algorithmus nicht wieder ruckgangig gemacht werden 
kann. Gute Geradencluster sollten daher nicht entfernt werden.) Wissen 
wir aber, daB keine Geradencluster im Datensatz enthalten sind, konnen 
wir sie stattdessen in punkt- oder kreisformige Cluster konvertieren und 
in ihrer Lage neu orientieren. Von sich aus andern die Geradencluster 
ihre Form hochstens geringfUgig, die Analyse befindet sich in einem recht 
stabilen lokalen Minimum, aus der wir ihr durch diesen Schritt heraus­
helfen konnen. Sind nur Kreise in der Abbildung enthalten, laBt sich 
statt des CCM- der UFCSS-Algorithmus verwenden. Aber auch ein ein­
facher unuberwachter FCM-Algorithmus ist denkbar: Die FCM-Cluster 
werden gemischt, wenn ihr Abstand kleiner als !!f ist. Sehen wir NL als 
kleinste Datenanzahl fur ein Cluster an - denn kleinere Cluster werden 
eliminiert - und lassen diese Daten einen Vollkreis beschreiben, so gilt 
21l'r ~ NL. Der Kreis hat also den Durchmesser !{f-. Zwei FCM-Cluster, 
die sich diesen Kreis teilen, sind in einem kleineren Abstand zu vermuten. 
Auf diese Weise ist eine einfache FCM-Kompatibilitatsrelation definiert. 
Welches Vorgehen die besten Ergebnisse liefert, hangt von der Art der 
Datensatze abo Wenn stark verschachtelte Kreise abgebildet sind, so 
sorgt der FCSS-Algorithmus nur fur eine gute Durchmischung der Da­
ten verschiedener Cluster. Eine FCM-Variante initialisiert die Cluster 
fUr den nachsten FCQS-Durchlauf etwas neutraler nur nach ihrer Nach­
barschaft. 

Die folgenden Abbildungen kommentieren die Arbeitsweise und die 
auftretenden Probleme beim UFCQS-Algorithmus am Beispiel des Da­
tensatzes aus Abbildung 6.35. Abbildung 6.36 steigt mitten in den 
UFCQS-Algorithmus ein und zeigt den Zustand zu einen Zeitpunkt, zu 
dem bereits eine Reihe von Durchlaufen der inneren Schleife erfolgt sind. 
Es sind derzeit noch 17 Cluster aktiv. Den Datensatz nach dem Ent­
fernen kleiner Cluster, dem Mergen (Ix) und Extrahieren von guten 
Clustern (4x) zeigt die Abbildung 6.37. Dabei richten wir unser Au­
genmerk auf das kleinere Ellipsencluster unten links in Abbildung 6.36, 
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das in der Folgeabbildung 6.37 als gutes Cluster entfernt wurde. Das 
Cluster approximiert im unteren, linken Bereich den inneren Kreis, wird 
weiter oben jedoch von einem hineinragenden, anderen Kreis zur Ellipse 
abgeflacht. Der eigentlich ebenfalls zum inneren Kreis gehorende rechte 
Teil der Kreisdaten wird von einem anderen Cluster approximiert. Ob­
wohl dieses Cluster keinen Vollkreis beschreibt, erreicht es dennoch eine 
so hohe (kompensierte) Konturdichte, daB es als gutes Cluster erkannt 
wird. In diesem Fall hat ten wir es lieber gesehen, wenn das Cluster 
im Datensatz verbleibt und spater den kompletten inneren Kreis ap­
proximiert, zumal ausgerechnet die beiden anderen Cluster in der Nahe 
vereinigt werden. Dann hatte die Hoffnung bestanden, daB die beiden 
iibrigen Kreise sich erneut Innen- und AuBenkreis untereinander auftei­
len. Die Kompensation von nicht geschlossenen Konturen kann also auch 
zu einer Art verfriihten Klassifizierung als gutes Cluster fiihren. 

Abbildung 6.35: Fiinf Ringe Abbildung 6.36: Die kompensierte 
Konturdichte weist auch nicht­
geschlossenen Konturen eine gute 
Dichte zu. 

Nach der nachsten FCQS-Iteration (Abbildung 6.38) approximiert 
das gemischte Cluster wieder den AuBenkreis. Die Reste des Innenkrei­
ses sorgen nun dafiir, daB ein kleineres Cluster aus dem dariiberliegenden 
Ring stark nach unten gezogen wird. So etwas ist besonders argerlich, 
wenn das deformierte Cluster vorher bereits einen Kreis korrekt approxi­
miert hat. Dann ist der ungliicklichen Klassifikation des eben entfernten 
Clusters auch noch der Verlust einer anderen erkannten Kontur zuzu­
schreiben. 
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Abbildung 6.37: Ein Cluster wurde 
zu friih als gut eingestuft. 
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Abbildung 6.38: Auf Restdaten 
reagieren FCQS-Cluster besonders 
stark. 

1m weiteren Verlauf wird auch das AuBenkreis-Cluster als gutes Clu­
ster identifiziert und entfernt. Es bleiben nur noch Reststiicke des in­
neren Kreises. Auf derartige Uberbleibsel reagieren FCQS-Cluster emp­
findlich. Bleiben von dieser Art mehrere nach einer Extraktion iibrig, 
so sorgen sie fiir ein massives Auftreten von Doppelgeraden-, Hyperbel­
oder Parabel-Clustern. In Abbildung 6.39 sind es zwei groBe, langge­
streckte Ellipsen, die einmal die angesprochenen Restdaten und zum an­
deren zwei kleinere Konturstiicke zusammen mit einer bereits mehrfach 
abgedeckten Kontur approximieren. Die vielen Kreuzungspunkte mit an­
deren Konturen, die nicht zuletzt aus der GroBe dieser Cluster herriihren, 
verhindern eine Klassifizierung als kleines Cluster. Das VerhaJtnis der 
Ellipsenachsen reicht auch nicht aus, urn sie als Geradenciuster zu be­
handeln. Sie verb lei ben solange, bis sie zufiillig (wenn iiberhaupt) bei 
einer Mischoperation aufgelost werden. Das endgiiltige Analyseergeb­
nis zeigt Abbildung 6.40. Die Erkennungsleistung ist gut, allerdings 
konnten einige Ellipsenciuster, die Konturen doppelt abdecken, nicht als 
iiberfliissig erkannt werden. 

Die unzureichende Entfernung von Daten hatte auch im Datensatz 
aus Abbildung 6.41 erhebliche Konsequenzen (Originalbild siehe Abbil­
dung 6.27). Die im linken Teil des Bildes iibriggebliebenen wenigen 
Daten eines als gut erkannten und mittlerweile entfernten Kreisciusters 
werden noch immer von zahlreichen Hyperbeln, Parabeln und Ellipsen 
approximiert, obwohl es sich nunmehr urn Stordaten handelt. Wieder 
deckt jedes dieser Cluster auch noch andere Datensegmente ab, so daB 
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Abbildung 6.39: Es entwickeln Abbildung 6.40: UFCQS-Analyse 
sich manchmal spezielle Stordaten-
Cluster. 

kein Cluster klein ist. Weder Cluster noch Stordaten konnen entfernt 
werden, weil die Cluster die Daten so gut approximieren. Die Erkennung 
stagniert, wenn wir auf die Neuorientierung der Geradencluster verzich­
ten. Obwohl keine Geradenstiicke in der Abbildung enthalten sind, hat 
die gesonderte Behandlung der Geradencluster also seine Berechtigung. 
Nur so wird das chaotische Geflecht aufgelost und dem UFCQS eine 
Chance zur Erkennung der richtigen Cluster gegeben. Abbildung 6.42 ist 
aus Abbildung 6.41 entstanden, indem die Geradencluster entfernt wur­
den und auf die zugehorigen Daten der oben erwiihnte uniiberwachte 
FCM angewendet wurde. Nun sind die wenigen Stordaten uberhaupt 
nicht mehr abgedeckt, weil ihre Anzahl fUr ein eigenes FCM-Cluster nicht 
groB genug ist und die FCM-Cluster nicht so dehnbar wie FCQS-Cluster 
sind. Vor der niichsten P-FCQS-Iteration werden die Stordaten erkannt 
und entfernt. Die ehemaligen Geradencluster erhalten neu initialisiert 
eine zweite Chance zur Kontur-Erkennung. 

Ais Fazit ist festzuhalten: Stor- und Restdaten behindern die Erken­
nung massiv und fUr Pseudo-Geradencluster ist eine Neuorientierung an 
schlecht abgedeckten Daten notwendig. Zur Vermeidung von Restdaten 
lassen sich die Schwellwerte fur die zugehorigen Daten herabsetzen, so 
daB mehr Daten in Clusterniihe entfernt werden. AuBerdem lassen sich 
einige MFCQS-Schritte durchfuhren, urn mit der euklidischen Distanz­
funktion eine priizisere Anpassung an die Daten vorzunehmen. Not­
falls sind heuristische Verfahren zur Beseitigung eindeutiger Storpunkte 
einzusetzen. Der zweite Punkt, die Notwendigkeit zur Neuorientierung 
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Abbildung 6.41: Reaktion der P­
FCQS-Iteration auf Stordaten 
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Abbildung 6.42: Identifizierung 
von Stordaten durch Neuorient ie­
rung der Geradencluster als FCM­
Cluster 

der Geradencluster, entsteht aus der Tendenz des FCQS, bestimmte 
Datensiitze mit Doppelgeraden, Hyperbeln und Parabeln fliichig abzu­
decken. Davon werden auch MFCQS-Cluster nicht verschont, im Ge­
genteil kommt zwischen beiden Geraden eines Doppelgeraden-Clusters 
noch eine weitere Region hoher Zugehorigkeiten hinzu (siehe Abschnitt 
5.7). Damit eignen sich die Geradencluster wunderbar fur schwierige 
Minimierungsfiille mit Stordaten wie Abbildung 6.41. Da der (M)FCQS­
Algorithmus sich nicht von allein aus diesem lokalen Minimum befreien 
kann - und zudem ausgerechnet die Stordaten optimal approximiert 
werden - ist eine Neuorientierung der Geradencluster dringend notwen­
dig. Zur Neuorientierung soli ten vorzugsweise die Daten herangezogen 
werden, die von den Nicht-Geradenclustern schlecht abgedeckt werden. 
(Diese sind nicht unbedingt identisch mit denen, die von den Geradenclu­
stern gut approximiert werden.) Wenngleich Krishnapuram, Frigui und 
Nasraoui dies nicht explizit erwiihnen, so werden die GK-Cluster und 
der CCM-Algorithmus im U(M)FCQS-Original eine iihnliche Aufgabe 
erfullen, wie die FCM-Cluster im vorietzten Beispiel. 

Bei komplizierteren Datensatzen kann die eben angewendete Kom­
bin at ion aus FCM und FCSS nicht immer eine geeignete Initialisierung 
liefern. Die Daten aus Abbildung 6.43 konnen auf diese Weise nicht 
erkannt werden. Die verschachtelten Ellipsen lassen sich nur durch ein 
eng verstricktes Netz von Kreisen abdecken. Aus diesem Durcheinander 
findet der UFCQS-Algorithmus nicht heraus, das Resultat entfernt sich 
nicht weit von der Initialisierung. Verwenden wir hingegen einen Algo­
rithmus zur Kantendetektion fUr die Initialisierung, findet der FCQS­
Algorithmus die richtige Einteilung rasch (Abbildung 6.44). Bei Anwen-
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Abbildung 6.43: UFCQS-Analyse Abbildung 6.44: UFCQS-Analyse 
mit FCM/FCSS-Initialisierung mit Initialisierung durch Kanten­

detektion 

dung des UFCQS-Algorithmus lohnt es sieh, jede bekannte Information 
uber die Datensatze in eine gute Initialisierung zu investieren. Nur so 
sind Ergebnisse wie in Abbildung 6.45 und 6.46 zu erzielen. 

Abbildung 6.45: Vier Diehtungs- Abbildung 6.46: UFCQS-Analyse 
ringe 

6.3 Initialisierung durch Kantendetektion 

Fur Shell-Clustering ist allgemein eine andere Initialisierung anzuraten 
als bei kompakten Clustern. Daten konnen sehr nahe beieinander liegen, 
ohne derselben Kontur anzugehoren. Die Algorithmen FCM, GK und 
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GG misehen in diesen Fallen oft Daten untersehiedlieher Konturen in ein 
Cluster und ersehweren so die Erkennung noeh bevor sie riehtig begonnen 
hat. Die Verwendung anderer Shell-Clustering-Algorithmen (z.B. FCSS) 
kann von Vorteil sein, allerdings verlagert sieh damit das Initialisierungs­
Problem nur. In der Literatur finden sieh viele Clustering-Beispiele, bei 
denen ausdriieklieh von einer guten Initialisierung ausgegangen wurde, 
ohne jedoeh dar auf einzugehen, wie man diese erhalten solI. Vielleieht 
werden keine Worte iiber die Initialisierung verloren, urn den Leser nieht 
von den groBartigen Ergebnissen des eigentliehen Algorithmus abzulen­
ken. - Fiir eine praktisehe Anwendung ist jedoeh die Gewinnung ei­
ner guten Initialisierung ebenso wiehtig. Besonders wenn sieh diese 
mit verhaltnismiiBig einfaehen Mitteln erzielen laBt und die Laufzeit 
der UFCSS- oder U(M)FCQS-Algorithmen herabsetzt. Das fUr einige 
Beispiele dieses Kapitels verwendete Verfahren zur Kantendetektion soIl 
daher in diesem Absehnitt vorgestellt werden. 

Die Angabe einer guten Initialisierung setzt Vorwissen iiber die ein­
zuteilenden Daten voraus. Wenn wir die Konturdiehte als GiitemaB ver­
wenden wollen, gehen wir implizit von sehr dieht markierten Konturen 
in unseren Daten aus (wie etwa bei digitalisierten Abbildungen), an­
dernfalls konnte kein Cluster je das Priidikat gut erhalten. Wenn die 
Daten diehte Konturen darstellen, so laBt sieh iiber eine N aehbarsehafts­
relation der Datensatz leieht in disjunkte Zusammenhangskomponenten 
zerlegen. Ein Pixel x konnte beispielsweise in Naehbarsehaft zu einem 
Pixel y stehen, wenn es eines der aeht N aehbarpixel von y ist (oder in ei­
nem beliebigen anderen Maximalabstand liegt). Bilden wir die transitive 
H iille dieser N aehbarsehaftsrelation in unserem speziellen Datensatz, so 
erhalten wir die disjunkten Zusammenhangskomponenten. Die Zusam­
menhangskomponenten des Datensatzes aus Abbildung 6.28 bestehen 
zum Beispiel jeweils aus einem Kreis, der Datensatz aus Abbildung 6.44 
zerfiillt in den groBen AuBenkreis und die sieh sehneidenden Ellipsen. 1m 
allgemeinen erhalten wir dabei Komponenten, die in ihrer Komplexitiit -
sowohl in der Anzahl der Daten als aueh der Cluster - abgenommen ha­
ben. Die UFCSS- und U(M)FCQS-Algorithmen lassen sieh nun auf die 
Komponenten anwenden. Oft werden zumindest einige der vereinfaehten 
Datensiitze auf Anhieb erkannt. AIle Komponenten und erkannten Clu­
ster werden am Ende wieder vereinigt, und der jeweilige Algorithmus 
wird ein absehlieBendes Mal angewendet. Unter Umstanden brauehen 
besonders gut erkannte Zusammenhangskomponenten gar nieht in die­
sen SehluBiauf einbezogen werden, wenn die erkannten Cluster eine sehr 
hohe Konturdiehte und geringe Shelldieke aufweisen. 
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Mit der Zerlegung in Zusammenhangskomponenten ist die Komple­
xitat eines Datensatzes herabgesetzt, aber nicht unbedingt eine richtige 
Kantendetektion erfolgt. Jede Komponente ist vor der Anwendung des 
UFCSS oder U(M)FCQS noch zu initialisieren - das Problem ist (in 
reduzierter GroBe) weiterhin vorhanden. Haben wir jedoch die Daten 
in Zusammenhangskomponenten zerlegt, so konnen wir folgende Initia­
lisierung wahlen: Fur jede Komponente werden einige Fuzzy-c-Means­
Schritte durchgefiihrt. Dann wird der dichteste Datenvektor (Bildpunkt) 
zum FCM-Prototypen ermittelt und eindeutig dem Cluster zugeordnet. 
Nun werden aIle Nachbarn dieses Bildpunktes ebenfalls eindeutig dem 
entsprechenden Cluster zugeteilt. Die Neuzuordnung wird solange wie­
derholt, bis schlieBlich aIle Daten auf die Cluster verteilt sind. Da die 
Daten zusammenhangen, ist dies in endlich vielen Schritten der Fall. 
Auf diese Weise wird die extrahierte Kontur in etwa gleichgroBe Teile 
zerlegt. Die gewonnene Einteilung laBt sich als Initialisierung fur eine 
Analyse der Zusammenhangskomponente verwenden, oder vereinigt mit 
den Segmenten aller anderen Komponenten auch als Initialisierung fur 
den gesamten Datensatz. Existieren eng benachbarte Konturen, die je­
doch nicht im Sinne der zuvor definierten N achbarschaftsrelation zu­
sammenhangend sind, so bleiben diese in der neuen Initialisierung auch 
voneinander getrennt. Dies ware zum Beispiel bei einer reinen FCM­
Initialisierung nicht der Fall. Die Erkennung von Datensatzen wie in 
Abbildung 6.28 wird auf diese Weise sehr gut unterstutzt. Kreuzen sich 
aber Konturen, so befinden sich auch weiterhin Daten unterschiedlicher 
Konturen in einer gemeinsamen Zusammenhangskomponente. 

Fur die Beispiele aus diesem Kapitel wurde eine weitere Variante 
gewahlt, die etwas flexibler und allgemeiner als die Betrachtung der 
Zusammenhangskomponenten ist. Fur jeden Datenvektor wird der ver­
mutliche Richtungsvektor bestimmt, den eine Clusterkontur an dieser 
Stelle annimmt. Dazu nehmen wir jeden Datenvektor als Positions­
vektor eines FCV-Clusters an. Wir ermitteln anhand der Daten, die 
innerhalb eines Radius rrange urn den Positionsvektor liegen, die opti­
male Geradenausrichtung derart, daB der Abstand zu den Umgebungs­
Daten minimiert wird. Dazu gehen wir wie beim FCV-Algorithmus 
vor, nur daB der Positionsvektor nicht errechnet, sondern nacheinan­
der auf aIle Datenvektoren gesetzt wird. Somit hat jeder Datenvektor 
zusatzlich einen Richtungsvektor erhalten. Mit nx wollen wir den zum 
Richtungsvektor des Datum x senkrecht stehenden Vektor bezeichnen . 
.Ahnlich wie beim CCM-Algorithmus werden nun diese kleinen, lokalen 
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Geradencluster verglichen, jedoch nicht, urn sie zu vereinigen, sondern 
zu verketten. Wir sagen ein Datum x E X liegt homogen in seiner 
rranr-Umgebung, wenn fur aile Daten y E X mit Ilx - yll < rrange gilt: 
(Inxnyl > Id /\ (I(y - xfnxl < 12)' Diese Bedingung entspricht fast 
genau den ersten beiden Bedingungen fur kompatible GK-Cluster nach 
der modifizierten Kompatibilitatsrelation aus Definition 6.12. Die feh­
len de dritte Forderung betrifft den Abstand der Cluster untereinander, 
die wegen der Beschriinkung des Abstandes auf maximal rrange wegfallen 
kann. Ein homogen in seiner Umgebung liegendes Datum x ist im Sinne 
der modifizierten CCM-Kompatibilitiitsrelation also mit jedem lokalen 
Geradencluster seiner Umgebung kompatibel. 1m Gegensatz zum CCM­
Algorithmus erfolgt keinerlei Mischoperation, nur das Homogenitats­
Attribut wird bestimmt. Weil sich die Richtung der Kontur nur langsam 
iindert, konnen aile Daten eines Kreises oder einer Ellipsen homogen in 
ihrer Umgebung liegen - ohne daB alle lokalen Geradenstucke zueinander 
kompatibel sein mussen. Liegt ein Datum x in der Niihe eines Schnitt­
punktes zweier Konturen, so geraten auch Daten der anderen Kontur in 
die rrange-Umgebung und die Richtungs- und Normalenvektoren weichen 
stark von der vorher dominierenden Richtung ab, wie in Abbildung 6.47 
zu sehen ist. Daten nahe solchen Schnittpunkten liegen also nicht ho­
mogen in ihrer Umgebung, zusammenhiingende Gebiete homogener Da­
ten werden durch sie voneinander getrennt. Als letzten Schritt werden 
diese zusammenhiingenden, homogenen Daten in Gruppen zusammen­
gefaBt. Bei der Initialisierung eines Shell-Clustering-Algorithmus wird 
jede Gruppe eindeutig einem Cluster zugeordnet. Jedes Cluster enthiilt 
damit nur Daten, die sich relativ gleichmiiBig entlang der Kontur eines 
einzigen Objekts (und ggf. zwischen zwei Kreuzungspunkten mit ande­
ren Objekten) bewegen. Bei genugend langen Kontursegmenten zwi­
schen den Kreuzungspunkten liefert dieser Algorithmus eine sehr gute 
Initialisierung. So wurden durch den Kantendetektions-Algorithmus die 
Konturen der Ellipsen aus Abbildung 6.44 nur an den Kreuzungspunkten 
aufgetrennt, jedes Kontursegment zwischen den Schnittpunkten wurde 
zu einem Cluster. Mit dieser Initialisierung hat der UFCQS-Algorithmus 
die Cluster yom ersten Iterationsschritt an erkannt, seine Aufgabe war 
jetzt nur noch, die ubrigen Cluster zu eliminieren. Ein nicht zu un­
terschiitzender Nebeneffekt ist, daB die Anzahl der Gruppen aus zusam­
menhiingenden, homogenen Daten eine gute Schiitzung fur Cmax ergibt, 
wenn man sehr kleine Gruppen nicht berucksichtigt. 

Bei der Wahl der Schwellwerte sind zwei gegenliiufige Interessen 
zu berucksichtigen. Einmal sind die Schwellwerte moglichst streng zu 
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Algorithmus 7 (Kantendetektion) 
Gegeben sei eine Datenmenge X, ein Umgebungs-Radius rrange und 
"Y1 , 12 E IR+-

FOR ALL x E X 
Bestimme die Umgebung von x: 

Ux := {y E X Illx - yll < rrange} 

B t · d' R' . t . C 2: EU (y_x)(y_x)T 
es zmme 2e ovarzanzma rzx x:= Y.r IUrl 

nx sei der normierte Eigenvektor von Cx mit kleinstem 
Eigenwert 

ENDFOR 

FOR ALL x E X 
Bestimme das Homogenitiits-Attribut: 
hx := AyEur (lnI ny I > 11) 1\ (I(x - y)T nx I < 12)) 

ENDFOR 

FOR ALL x E X 
IF hx = true THEN 

Generiere eine neue Gruppen-M enge G := {x} 
U := Ux, hx := false 
FOR ALL y E U n {z E X I hz = true} 

U:= Uu Uy, hy := false, G:= Gu {y} 
ENDFOR 

ENDIF 
IF IGI ~ 10 THEN Verwerfe Gruppe G ENDIF 

ENDFOR 
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wahlen, um nicht versehentlich an Kreuzungspunkten die Konturen 
zweier unterschiedlicher Cluster zu verbinden. Zum anderen diirfen die 
gefundenen Konturen auch nicht zu kurz ausfallen, was die Folge von 
zu strengen Bedingungen sein kann, weil die Daten um die ideale Kon­
tur streuen. Werden die zu erkennenden Daten immer nach derselben 
Methode gewonnen, so werden die Konturen stets ahnlich stark streuen, 
so daB eine einmalige J ustierung der Parameter l'range, 'Yl und 'Y2 ausrei­
chen sollte. Die Wahl der GroBe der Daten-Umgebung l'range ist davon 
abhangig, wie sehr sich die Konturen unterschiedlicher Cluster nahern, 
ohne sich zu schneiden. Verlaufen zwei Konturen dichter als l'range anein­
ander vorbei, so wird fiir diesen Bereich keine groBe zusammenhangende 
Gruppe homogener Daten entstehen. Hier ist die vorherige Aufteilung 
des Datensatzes in Zusammenhangskomponenten sinnvoll, weil sich die 
Konturen dadurch voneinander trennen lassen. 

Abbildung 6.47: Lokale Geradenstiicke bei der Kantendetektion 

In den Beispielen dieses Kapitels wurden die Parameter 
(l'range, 'Yl, 'Y2) = (58,0.9,28) verwendet, wenn 8 der mittlere, kleinste Ab­
stand zwischen den Daten ist. Bei digitalen Abbildungen wurde 8 nicht 
(etwa nach (7.13)) berechnet, sondern nahe Eins gesetzt. Die Wahl des 
l'range-Parameters sollte auch mit Hinblick auf die GroBe der Liicken in 
den Konturen getroffen werden. Sind die digitalisierten Konturen auf 
einer Lange groBer l'range unterbrochen, so konnen sie bei der Kantende­
tektion unmoglich derselben Kante zugeordnet werden. Ein Wert von 
l'range = 5 schlieBt bereits kleine Fehlstellen in der Kontur. 

Wie bereits erwahnt fiihrt eine strenge Parameter-Wahl zu kur­
zen Teilkonturen bei der Kantendetektion. Dem FCSS-Algorithmus 
geniigen auch diese kurzen Kreisbogen, um auf den tatsachlichen Kreis 
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zu schlieBen, wohingegen der FCQS-Algorithmus derartige Gruppen 
vorzugsweise durch Geradencluster approximiert. Fiir den UFCQS­
Algorithmus sollten auf jeden Fall lockere Homogenitatsbedingungen 
gewahlt oder einige FCSS-Schritte zur Initialisierung durchgefiihrt wer­
den. 

Es lohnt sich, einige Anleihen bei der Bildverarbeitung zu machen, urn 
die digitalisierten Abbildungen etwas aufzubessern. Auf diese Weise las­
sen sich zum Beispiel isolierte Stordaten bereits im Vorfeld beseitigen 
oder dicke Konturen fiir die Verwendung des Konturdichte-Kriteriums 
ausdiinnen [41]. 



Kapitel 7 

Erkennung spezieller 
Polygonziige 

Bevor wir exemplarisch fur Rechteck-Konturen aufzeigen wollen, wel­
che Uberlegungen und Zwiinge die Entwicklung eines Fuzzy-Clustering­
Algorithmus beeinfluBen konnen, urn dem Leser die Entwicklung eigener 
Algorithmen zu erleichtern, blicken wir noch einmal auf die Gesamtheit 
aller vorgestellten Verfahren. Obwohl aIle Verfahren der Kapitel 2, 4 
und 5 auf Algorithmus 1 basieren, zeigen sie bezuglich ihrer Erkennungs­
leistung deutliche Unterschiede. Diese Differenzen sind zwischen AIgo­
rithmen der gleichen aber auch zwischen Algorithmen unterschiedlicher 
Klassen (Solid-, Linear- und Shell-Clustering) festzustellen. Dies liegt 
daran, daB die Cluster zum einen innerhalb ihrer Klasse immer mehr 
Freiheitsgrade bekommen und zum anderen mit jeder hoheren Klasse 
kompliziertere Formen beschreiben. 

Mit zunehmender Komplexitiit steigt die Anzahl der lokalen Minima 
der Bewertungsfunktion. Damit wird die Wahrscheinlichkeit fUr eine 
Konvergenz in einem lokalen Minimum groBer. Diese Tendenz macht 
sich sehr storend bemerkbar, wenn die Clusterformen besonders anpas­
sungsfiihig sind. Es sind zwei Wirkungen zu beobachten: 

• Innerhalb der gleichen Klasse von Clustering-Algorithmen ist eine 
zunehmende Abhiingigkeit von der Initialisierung die Folge. Dies 
liiBt sich leicht beobachten, indem man denselben Datensatz mit 
unterschiedlichen Initialisierungen einteilen liiBt. Der Fuzzy-c­
Means-Algorithmus zeigt sich von der Initialisierung weitestge-

217 
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hend unbeeinfluBt und konvergiert (fast) immer in dasselbe Ana­
lyseergebnis. Der kompliziertere Gath-Geva-Algorithmus hinge­
gen konvergiert meistens ohne sich zu sehr von den vorgegebe­
nen Prototypen zu entfernen. Unter Umstiinden fiihrt jede neue 
Initialisierung auch zu einem neuen Analyseergebnis. Ein iihnli­
ches Verhiiltnis ist zwischen dem Fuzzy-c-Shells und dem Fuzzy­
c-Quadric-Shells-Algorithmus zu beobachten. Die besten Analy­
seergebnisse erhiilt man beim gestaffelten Einsatz mehrerer AI­
gorithmen, die gegeniiber dem Vorgiinger-Algorithmus moglichst 
wenig neue Freiheitsgrade besitzen. Die Folge Fuzzy-c-Means, 
Gustafson-Kessel und Gath-Geva ist ideal, weil nacheinander Po­
sition, Form und GroBe an Freiheitsgraden hinzukommen. Bei den 
Shell-Clustering-Algorithmen bieten sich Fuzzy-c-Shells, Fuzzy-c­
Ellipses und Modified-Fuzzy-c-Quadric-Shells an . 

• Mit den hOheren Klassen von Ciustering-Algorithmen wird die 
riiumliche Niihe der Daten (untereinander) fiir die Zuteilung zu 
einem gemeinsamen Cluster immer bedeutungsloser. Obwohl 
der Fuzzy-c-Means- und der Gath-Geva-Algorithmus vollig un­
terschiedliche Distanzfunktionen verwenden, ist die Niihe der Da­
ten zum Clustermittelpunkt maBgebend fiir die Zugehorigkeit zum 
Cluster. Mit wachsender Entfernung yom Cluster nimmt die Di­
stanz ab, wenn auch abhiingig von der Richtung unterschiedlich 
stark. Beim Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus gibt es nun eine Rich­
tung, bei der die Distanz iiberhaupt nicht abnimmt. Und bei 
den Shell-Clustering-Algorithmen kann sie auch wieder zunehmen, 
wenn wir der Clusterkontur wieder niiherkommen. Damit ist es 
moglich, auch unzusammenhiingende Daten in einem Cluster zu­
sammenzufassen. Ein Beispiel dafiir ist Abbildung 5.4, bei der 
auf den Kreiskonturen nur etwa zur Hiilfte Daten liegen. DaB bei 
Kreisen oder Ellipsen moglichst die gesamte Kontur durch Daten 
markiert sein sollte, liiBt sich als Nebenbedingung schlecht formu­
lieren. Die Einteilung aus Abbildung 5.4 widerspricht der Intuition, 
weil auch weiterhin eine riiumlicher Niihe der Daten untereinander 
gewiinscht ist. Dies ist natiirlich aus den verwendeten Distanzfunk­
tionen nicht zu entnehmen. Immerhin ermoglicht das Fehlen dieser 
Nebenbedingung die Erkennung von Ellipsen, die nur durch einen 
kleinen Bogen angedeutet sind, wie zum Beispiel die Abbildung 5.8 
zeigt. Nur verriit uns das Analyseergebnis natiirlich nicht, ob wir 
auf die drei ellipsoiden Cluster durch kleine Segmente oder volle 
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Ellipsen gekommen sind (siehe dazu auch Abschnitt 6.2.3). Durch 
eine Forderung nach Zusammenhang der Daten miiBte statt ei­
ner Ellipse tatsachlich ein Ellipsensegment erkannt werden. Damit 
wiirde dann auch ein Analyseergebnis wie in Abbildung 5.37 unter­
bleiben. So aber neigen insbesondere ShelI-Clustering-Algorithmen 
bei einigen Datensatzen zu einer fiachigen Abdeckung aller Daten, 
ohne dabei einer intuitiven Ellipsenform auch nur nahe zu kommen. 

Insbesondere gibt es Clusterformen wie Gerade, Parabel oder Hy­
perbel, die mit ihrer unendlichen Ausdehnung gar nicht anders 
konnen, als sich unbeteiligte Daten nahe ihrer Kontur, die langst 
nicht mehr dem eigentlichen Cluster angehoren, einzuverleiben. 
Lastigerweise sind es gerade solche Uberschneidungen mit anderen 
Clustern, die manchmal aufgrund der zwar hohen, aber falschen 
Zugehorigkeiten nahe des Schnittes eine weitere Korrektur der 
Clusterform erschweren. Gerade in diesen Fallen ware eine Be­
schrankung der Clusterform auf Bereiche, in denen eine raumliche 
Nahe der Daten untereinander besteht, forderlich. 

In den unterschiedlichen Clusterformen allein liegen die Vor- und 
Nachteile eines Algorithmus nicht begriindet, entscheidend ist auBer­
dem die verwendete Distanzfunktion. Dabei wird mit steigender Viel­
fait der Clusterformen ein moglichst euklidischer Abstand immer wichti­
ger. Dadurch wird nicht nur das Analyseergebnis besser ausfallen, son­
dern nur dann laBt sich durch Erhohen des Fuzzifiers - besonders bei 
Shell-Clustering-Algorithmen - nochmal eine Annaherung an die intui­
tive Einteilung erreichen. Weil durch die Erhohung des Fuzzifiers die 
Bewertungsfunktion in einem gewissen MaB gegliittet wird, dies jedoch 
in den Beispielen nur bei anniihernd euklidischen Abstiinden dichter an 
die intuitive Einteilung gefUhrt hat, ist zu vermuten, daB bei den iiber­
proportional anwachsenden algebraischen Distanzfunktionen die lokalen 
Minima der Bewertungsfunktion eine (zu) starke Auspragung erhalten. 
AuBerdem ist es moglich, daB bei stark gestreuten Daten durch die al­
gebraische Distanzfunktion eine andere als die intuitive zur optimalen 
Einteilung wird. Dies unterstreicht noch einmal die Bedeutung einer 
euklidischen Distanzfunktion, da der euklidische Abstand auch fUr die 
Einteilung durch den Betrachter maBgebend ist. 
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7.1 Rechteck-Erkennung 

1m folgenden soll untersucht werden, ob sich der Basis-Algorithmus zur 
Datenanalyse auch fUr die Erkennung von Rechtecken eignet. Recht­
ecke konnen eigentlich bereits durch die Linear-Clustering-Algorithmen 
erkannt werden, wie die Abbildungen im Abschnitt 4 zeigen. Liegen 
n Rechtecke in einem Bild, so werden maximal 4 . n Geradencluster 
benotigt. Bei stark steigender Clusterzahl besteht die Gefahr, daB die Di­
stanzen zu den Daten mit einer fiiichigen Abdeckung durch die Cluster 
minimiert werden (siehe Abbildung 4.4). Dariiber hinaus beeinfiussen 
sich die Geradencluster gegenseitig, da sie meistens deutlich iiber das zu 
erkennende Geradenstiick hinaus hohe Zugehorigkeiten bewirken. Und 
schlieBlich ergeben zwanzig Geraden noch nicht eindeutig fiinf Rechtecke, 
das heiBt, ein weiterer Algorithmus ist notig, der jeweils vier passende 
Geradencluster zu einem Rechteck zusammenfaBt. 

Abbildung 7.1: AFC-Analyse Abbildung 7.2: AFC-Analyse 

Dazu sind Informationen notig, die neben der Ausrichtung der Gera­
den auch Anfang und Ende der Linie beschreiben: Die Begrenzungsgera­
den der zwei Rechtecke in Abbildung 7.1 und 7.2 sind identisch, obwohl 
die Rechtecke unterschiedlich sind. Es lassen sich die Positionsvektoren 
der Geradenstiicke zur Rechteck-Zusammenfassung heranziehen, die je­
doch durch ungleiche Punktdichten nicht unbedingt im Mittelpunkt des 
Geradenstiicks liegen miissen. Eine Vorauswahl von je vier Geraden­
clustern, die potentiell ein gemeinsames Rechteck bilden konnten, liiBt 
sich so zwar treffen, die optimale Anpassung eines Rechtecks an die Da­
ten dieser Geradencluster ist jedoch auf diese Weise nicht durchfUhrbar, 
weil die Nebenbedingung der Rechtwinkligkeit beispielsweise unberiick­
sichtigt bleibt. Ein Algorithmus speziell zur Detektion von Rechtecken 
hat also durchaus seine Berechtigung. Dabei sollte bei der Neuentwick­
lung eines Algorithmus versucht werden, die Forderungen an Clusterform 
und Distanzfunktion zu beriicksichtigen, wie sie zu Beginn des Kapitels 
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dargelegt wurden. Dem steht der Wunsch nach einer expliziten Ermitt­
lung der Prototypen bei gegebenen Zugeharigkeiten gegeniiber, urn die 
Ausfiihrungsgeschwindigkeit maglichst zu maximieren. 1m AnschluB an 
die Entwicklung des Algorithmus sind dann GiitemaBe zu entwerfen, 
die auch die Erkennung einer unbekannten Anzahl von Rechteckclustern 
ermaglichen. Dieser Teil wird hier jedoch nicht behandelt. Das Vorgehen 
aus Kapitel 6 liiBt sich aber einfach auf Geradencluster iibertragen, ins­
besondere sind der Abstand und der Abstandsvektor eines Datums zu ei­
nem Geradencluster einfach zu ermitteln (siehe dazu auch Abschnitt 7.2). 
AIle globalen GiitemaBe aus Abschnitt 6.1.2 sind somit direkt anwend­
bar. Bei Verzicht auf die Mittelung iiber aIle Cluster ergeben sich aus 
ihnen auch lokale GiitemaBe fiir Rechteckcluster. 1m folgenden werden 
wir uns daher nur mit der Entwicklung des Shell-Clustering-Algorithmus 
selbst beschiiftigen. 

Die Clusterform Rechteck ist vorgegeben, nicht jedoch die Art der 
Repriisentation. Eine Rechteck-Kontur liiBt sich nicht so einfach in ge­
schlossener Form angeben, wie es beim Kreis oder den Quadriken der Fall 
war. Unter Umstiinden macht es daher Sinn, zugunsten der schnelleren 
Berechenbarkeit bei der Clusterform Zugestiindnisse zu machen, oder 
aufgrund der schlechten Erkennungsleistung eine hahere Rechenzeit bei 
exakter Clusterform in Kauf zu nehmen. Welcher Spielraum bei der 
Erkennung von Rechtecken besteht, zeigen die folgenden Uberlegungen. 
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d2(x,Y) - d8(x,y)-

Abbildung 7.3: p = 2 Abbildung 7.4: p = 8 

Wir beschriinken uns auf einen zweidimensionalen Datenraum D := 

ill? Es ist eine Distanzfunktion zu finden, deren N ullstellenmenge ein 
Rechteck beschreibt. Dabei wollen wir zuniichst die Rotation des Recht­
ecks unbeachtet lassen. Anniihern liiBt sich eine quadratische Form mit 
Hilfe der sogenannten p-Norm II . lip: lRn ---> lR~o, (Xl, X2,"" xn) 1-+ 

{/L~=l IXilp · Bei p = 2 handelt es sich urn die euklidische Norm. Durch 
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dp : rn? x rn? ---* ffi, (x, v) ........ (11x - vllp - 1)2 wurde mit p = 2 
durch den Fuzzy-c-Shells-Algorithmus ein Kreis mit Radius 1 beschrie­
ben. Erhohen wir nun p auf Werte groBer 2, niihern wir uns einer qua­
dratischen Form. Die Abbildungen 7.3 und 7.4 zeigen die Funktion dp 

fUr p = 2 und p = 8, aus denen sich bereits der Ubergang vom Kreis 
zum Quadrat fur p ---* 00 erahnen liiBt. Durch Subtraktion einer Kan­
tenliinge k E ffi statt der Konstanten 1 in der Funktion dp lieBen sich 
verschieden groBe Quadrate beschreiben. Fur die zwei verschiedenen 
Kantenliingen eines Rechtecks benotigen wir zwei Parameter, mit denen 
wir die Abstiinde entlang der Koordinatenachsen skalieren. Formalisie­
ren wir mit (vo, VI, ro, rt) E ffi4 ein Rechteck (parallel zu den Koordi­
natenachsen) mit Mittelpunkt (vo, vd und halben Kantenliingen ro und 
rl, so entnehmen wir eine mogliche Distanzfunktion der 

Bemerkung 7.1 (Prototypen fur Rechtecke durch p-Norm) 
Sei p E IN, D:= ffi2, X = {X1,X2, ... ,Xn } ~ D, C:= ffi4, c E IN, 
E := Pc(C), b nach (l.7) mit m E ffi>l und 

d2 : D xC ---* ffi2: o, 

((zo, xd, (V" v" r" rd) ~ (, ~ I x,;' v, r -1)' 
Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X ---* F( J{) 

mit J{ = {k1, k2' ... , kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f( Xj)( ki ) = 
Ui,j durch f : X ---* F(J{) minimiert, so gilt mit ki = (Vi,O, Vi,l, ri,O, ri,l) 

fur q E {p,p - I} und s E {D, I}: 

D = t U~j y!i0 - 1 (Xj,S - Vi'S)q . VdP - 1 ri s )=1 i,j , 

wobei di . = (Xj.O-V.,o)P + (Xj,l-V.,l)P. 
,J rl,o ri,! 

Beweis: mit den Bezeichnungen des Satzes. Die probabilistische 
Clustereinteilung f : X ---* F(J{) minimiere die Bewertungsfunktion 
b. Es folgen wieder die Nullstellen in den partiellen Ableitungen. Mit 
ki = (Vi,O, Vi,l, ri,O, ri,l) E J{ und s E {D, I} folgt also: 

D = ~ = ~ -2u~.('~ _ l)!/T (Xj,S - Vi,S)P-1 _1_ av. ~ I,) V lLi,j pI,) P r· r. 
t,S j=l t,S ',S 



7.1 Rechteck-Erkennung 223 

t ui,'j f/diJ - 1 (Xj,S - Vi,s )P-l und 
. f/dP-1 ri s 
)=1 i,j , 

<=> 0 

o ob <=> 0 = t ui,'j f/diJ - 1 (Xj,. ~ Vi'S)P 
ori,s . f/dP-1 r,s 

)=1 i,j , 

• 

Dieses nicht-lineare Gleichungssystem ist fUr groBere p nicht geschlos­
sen losbar, weil (Xj,a -Vi,a) und (Xj,1-Vi,d in der p-ten und (p-l)-ten 
Potenz auftreten. Es bleibt wieder nur die Lasung mit einem numeri­
schen Verfahren. 

Durch die Skalierung der Achsen des Rechtecks durch die Faktoren ra 
und r1 bekommen euklidisch gleich weit entfernte Daten unterschiedli­
che DistanzmaBe. Die Kantenlangen sind proportional zu ra und r1, die 
Abstande entlang der Achsen werden bei groBen Rechtecken also starker 
gestaucht als bei kleineren Rechtecken. Durch unterschiedlich lange Kan­
ten werden zudem die Abstande in x- und y-Richtung unterschiedlich 
bewertet. Dariiber hinaus wird ungeachtet der GroBe innerhalb des 
Rechtecks die maximale Distanz Eins sein. Von einem euklidischen Di­
stanzmaB sind wir also weit entfernt, allerdings muBten mit ahnlichen 
Unzulanglichkeiten auch schon der AFCS- und der FCQS-Algorithmus 
auskommen. 

Der Algorithmus liefert zunachst keine brauchbaren Ergebnisse. Die 
Abbildungen 7.5 und 7.6 zeigen einen Datensatz aus zwei Rechtecken, 
Abbildung 7.5 die Initialisierung, Abbildung 7.6 das Ergebnis nach ei­
nem Iterationsschritt. Wie kommt es zu dieser Einteilung? Das linke 
Initialisierungscluster approximiert das groBe Rechteck des Datensatzes 
bereits nach dem ersten Schritt recht gut. Das rechte Initialisierungs­
cluster hat hauptsiichlich die Distanzen zum kleinen Rechteck und dem 
rechten Teil des groBen Rechtecks zu minimieren. Nun sucht das Newton­
Verfahren seinerseits die optimale Lage des Rechtecks iterativ. Wenn 
sich der Mittelpunkt langsam nach rechts verschiebt, so ist gleichzeitig 
die horizontale KantenHinge zu verkiirzen, damit die rechte Kante die Di­
stanzen zu allen Daten auf der rechten Seite weiterhin minimiert. Diese 
Verkiirzung der Kantenlange bewirkt jedoch eine Stauchung der Distan­
zen in dieser Achse, so daB selbst bei gleicher Lage der rechten Kante 
nun graBere Distanzen die Folge sind. Das Newton-Verfahren wahlt also 
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7 Erkennung spezieller Polygonziige 

Abbildung 7.6: p-Norm-Analyse 

einen anderen Weg, dem kein lokales Maximum im Wege steht. Verlegt 
man den Rechteckmittelpunkt entgegengesetzt und verliingert gleichzei­
tig die horizontale Kantenliinge, so werden aus demselben Grund bei 
gleicher Lage der rechten Kante die Distanzen zu den rechten Daten ge­
ringer. Von Iterationsschritt zu Iterationsschritt vergraBert das Newton­
Verfahren die horizontale Kantenliinge, bis der Abstand der Daten von 
der rechten Kante unter einen bestimmten Wert gesunken ist. Fiilschli­
cherweise wird dort nun eine Nullstelle gemeldet, weil der Funktionswert 
in seiner Norm unter die Abbruchgenauigkeit des Newton-Verfahren ge­
kommen ist. In den weiteren Schritten des Algorithmus konvergiert das 
Newton-Verfahren immer wieder in diese vermeintliche Nullstelle, zumal 
das letzte Ergebnis nun als Initialisierung vorgegeben wird. Ab einer 
bestimmten Kantenliinge des Clusters macht sich eine weitere VergroBe­
rung in den Zugeharigkeiten kaum noch bemerkbar, so daB der Rechteck­
Algorithmus von einer Konvergenz ausgeht und die Iteration beendet. 
Leider mit einem vallig unbrauchbaren Analyseergebnis. Bei den groBen 
Kantenliingen wird auBerdem deutlich, daB gerade in den Ecken des 
Rechtecks die Approximation durch die p-Norm schlecht ist. 

Wir fassen also zusammen: 

• Bei einer numerischen Lasung des Gleichungssystems besteht die 
Gefahr einer Konvergenz in einer vermeintlichen N ullstelle mit 
Kantenliinge(n) nahe unendlich. Eine Nebenbedingung an die 
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Kantenliingen, die so eine Losung verhindert, ist schwer zu for­
mulieren, ohne die erkennbaren Rechteckformen einzuschriinken. 

• Anders als bei kreisfOrmigen Clustern reicht ein Segment der Be­
grenzungslinie nicht zur eindeutigen Bestimmung des Clusters. Bei 
Kreisen reicht im Grunde ein Kreissegment aus mindestens drei 
Daten, urn einen Kreis durch die Daten zu legen. Fehlen bei ei­
nem Rechteck alle Daten einer oder mehrerer Kanten, so gibt es 
unendlich viele Lasungen. Die gewunschte intuitive Lasung des 
kleinsten Rechtecks, das die Daten approximiert, wird durch die 
Distanzfunktion aus Bemerkung 7.1 nicht gerade gefardert. 

• Bei groBen Rechtecken und relativ kleinen Werten fur p wird deut­
lich, daB die Ecken des Rechtecks schlechter approximiert werden 
als die Kanten. (Siehe dazu auch Seite 235.) 

• Die Konvergenz im Unendlichen liegt in dem Verfahren zur Lasung 
des Gleichungssystems begrundet, nicht im Algorithmus selbst. 
Die yom Newton-Verfahren gefundene Nullstelle ist keine wirkli­
che N ullstelle. 

Die letzte Beobachtung triigt zur Ehrenrettung des Algorithmus bei, 
weil das Newton-Verfahren als graBte Schwachstelle entlarvt wurde. Bei 
einer besseren Initialisierung der Newton-Iterationen ware eine bessere 
Einteilung zu erzielen. In der Tat fUhren die Newton-Startwerte 

vi = (Vi,Q,Vi,d T 

fUr das i-te Cluster, i E IN~c, bei Abbildung 7.5 zu der intuitiven Eintei­
lung. Durch sie wird der Mittelpunkt des Rechtecks vor jeder Newton­
Iteration in den Schwerpunkt der zugeordneten Daten gesetzt. Bei der 
Mittelung der horizontalen und vertikalen Kantenlange wurde naturlich 
nicht beriicksichtigt, zu welcher Kante die Daten eigentlich gehoren. Ais 
Initialisierung eignet sich dieses Vorgehen jedoch recht gut. 

Trotz des Clustering-Erfolges nach der Korrektur der Newton­
Initialisierung vermag der Algorithmus nicht hundertprozentig zu uber­
zeugen. Die Kontur, die durch die Distanzfunktion vorgegeben wird, 
entspricht nicht wirklich der Kontur eines Rechtecks. In einfachen Fallen 
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Abbildung 7.7: p-Norm-Analyse 

mag das aber nicht weiter storen . In der Abbildung 7.7 wird die richtige 
Detektion der drei Rechtecke jedoch verhindert, weil die Daten der ho­
rizontalen Kanten (und insbesondere der Ecken) von den Clustern nicht 
so genau approximiert werden, als daB sie durch hohe Zugehorigkeiten 
die Niihe weiterer Konturen verhindern konnten. Und so approximiert 
das linke, untere Cluster die Ecke des rechten, groBen Rechtecks , statt 
sich auf die eigene, untere Kante zusammenziehen. Die schlecht abge­
deckten Daten der eigenen Kante allein vermogen die Kontur auch nicht 
auf die intuitive Lage zu ziehen. Das liegt an den verzerrten Distan­
zen im Rechteckinneren, die unabhangig von der RechteckgroBe zu einer 
maximalen Distanz von Eins im Rechteckmittelpunkt fiihren. 

AuBerdem gibt es FaIle, bei denen der Algorithmus nicht konver­
giert . Wenn die Newton-Iteration eine sehr groBe Kantenliinge ermittelt 
und diese im nachsten Schritt durch die geschatzten Startwerte wieder 
ruckgangig gemacht wird, fiihrt eine erneute Einteilung mit groBen Kan­
tenlangen zu einem Zyklus. In diesem Fall verhindern die alternierenden 
Einteilungen eine Konvergenz. 

1m Spezialfall der Quadrat-Erkennung kann, wie bereits erwahnt, die 
Verzerrung durch die Skalierung der Achsen in der Distanzfunktion ver­
hindert werden, indem dp : rn? x rn? -+ IR, (x, v) ...... (11x - vllp - 1')2 
verwendet wird. Die Abstiinde der Daten zum Mittelpunkt gehen dann 
unverfalscht und fur jede Richtung gleich in die Berechnung der Distanz 
ein. Der Parameter l' bestimmt dann die Kantenlange des Quadrats, so 
wie er beim FCS den Kreisradius bestimmte. Dann fiihrt eine unend­
liche Kantenlange nicht zu einer vermeintlichen Nullstelle, die Newton-
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Iteration kann also mit dem letzten Analyseergebnis initialisiert werden. 
Zur Erkennung von achsenparallelen Quadraten ist das Verfahren also 
brauchbar. 

Der Algorithmus konnte durch Einfiihrung einer Rotation der Daten 
urn den Mittelpunkt auch auf gedrehte Cluster verallgemeinert werden. 
Statt der Terme (Xj,a - Vi,a) und (Xj,l - vi,d sind dann die Terme (Xj,a­
Vi,a) cos( a )-(Xj,l -vi,d sin( a) und (Xj,a-Vi,a) sin( a )+(Xj,l -vi,d cos( a) 
einzusetzen. Dieser Schritt wurde hier nicht durchgefiihrt, weil auch die 
achsenparallele Variante schon die Schwachen des Algorithmus aufzeigt. 

Urn die Kontur eines Rechtecks praziser zu beschreiben, miissen wir 
also eine andere Distanzfunktion finden. Dabei mochten wir die Skalie­
rung der Achsen vermeiden und unterschiedliche Kantenlangen wie bei 
den Quadraten durch Subtraktion statt durch Division erreichen. Da 
wir jedoch zwei verschiedene Kantenlangen haben, mussen wir die Sub­
traktion fiir beide Achsen einzeln durchfiihren. Die Abbildung 7.8 zeigt 
den Graph der Funktion 

rn? -> JR, (x, y) 1-+ ((X2 _ 1)(y2 _ 1»)2. 

Die Faktoren (x2 - 1) und (y2 - 1) haben N ullstellen bei x, y E {-I, 1}. 
Die N ullstellenmenge der Funktion besteht also aus zwei Paaren paral­
leler Geraden, die sich in den Ecken eines Quadrats schneiden. Die Ge­
raden enden jedoch keinesfalls mit der Rechteckkontur, sondern fiihren 
wie schon die Geradencluster bei den Geradenstiicken dariiber hinaus. 

Bemerkung 7.2 (Prototypen fur Rechtecke durch vier Gera­
den) Sei D:= JR2, X = {XI,X2, ... ,Xn } ~ D, C:= JR4, c E IN, 
E := Pc(C), b nach (1.7) mit m E JR>1 und 

d' , IR' xC ~ IR,o, «x" x,), (vo, v" '0, ")) ~ (g (x. _ v,)' _ ,.) 2 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -> F( K) 
mit K = {kl ,k2, ... ,kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f(Xj)(ri) = 
Ui,j durch f : X ~ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (Vi,O, Vi,l, ri,O, ri,d: 

n 

o L ui,j((Xj,a - vi,a)2 - ri,o) ((Xj,l - vi,d2 - ri,d2 (Xj,O - Vi,a) 
j=l 

n 

o L ui,j((Xj,O - vi,a)2 - ri,a)2 ((Xj,l - vi,d2 - ri,d (Xj,l - Vi,a) 
j=l 
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n 

o L Urj((Xj ,O - Vi,o)2 - ri,o) ((Xj,l - vi,d 2 - ri,d 2 

j=l 

n 

o L Urj((Xj,O - Vi,O)2 - ri,o)2 ((Xj,l - vi,d2 - ri,l). 
j=l 

Beweis: Die Gleichungen entstehen direkt aus den Nullstellen der 
partiellen Ableitungen der Bewertungsfunktion .• 
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Abbildung 7.8: Distanzfunktion Abbildung 7.9: Resultierende 
zur Rechteck-Approximation durch vier Einteilung 
Geraden 

Der Nachteil dieser Distanzfunktion ist, daB die durch die Distanz­
funktion beschriebene Clusterform eigentlich kein Rechteck ist, sondern 
eben aus vier Geraden besteht. Dadurch wird mit der Clustereinteilung 
aus Abbildung 7.9 jedes Datum sehr gut abgedeckt, obwohl die erkann­
ten Rechtecke weit von der intuitiven Einteilung entfernt sind (siehe zur 
besseren Sicht auf den Datensatz auch Abbildung 7.11). Bei dem AI­
gorithmus handelt es sich urn eine Zusammenfassung von jeweils vier 
Geradenclustern, ohne daB sich gegeniiber einer Einteilung durch einen 
Linear-Clustering-Algorithmus ein wesentlicher Vorteil ergibt, nur die 
Rechtwinkligkeit der Geraden wird garantiert. Die Erfahrungen aus dem 
Linear-Clustering-Kapitel haben aber gezeigt, daB es besonders wichtig 
ist, daB die Distanzen (bzw. ZugehOrigkeiten) auBerhalb der Kontur wie­
der ansteigen (bzw. abnehmen). Wollte man diesen Ansatz weiterverfol­
gen, so lieBe sich iihnlich wie beim Fuzzy-c-Elliptotypes oder Adaptive-
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Fuzzy-Clustering-Algorithmus die euklidische Distanz zum Rechteck­
mittelpunkt einbeziehen, urn der unendlichen Ausdehnung der Geraden 
entgegenzuwirken. 

Die VerHingerung der Geraden tiber das Rechteck hinaus liegt an der 
Multiplikation der Terme ((Xj,O - Vi,o)2 - ri,o) und ((Xj,l - Vi,l)2 - ri,l). 
Abbildung 7.10 zeigt den Graph der Funktion 

IR2 -+ IR, (x, y) f-+ (x2 _ 1)2 + (y2 _ 1)2. 

Bei dieser Distanzfunktion bekommen die Ecken des Rechtecks minimale 
Zugehorigkeiten. Entlang der Kanten ist die Zugehorigkeit geringer als 
auBerhalb der Kanten, aber groBer als in den Ecken. 

Bemerkung 7.3 (Prototypen fiir Rechtecke durch vier Punkte) 
Sei D := IR2, X = {Xl, X2, ... , xn} ~ D, C:= IR\ c E IN, E:= Pc(C), 
b nach (1.7) mit m E IR>l und 

1 

d2 : IR2 xC -+ IR?O, ((xa, xd, (vo, Vl, ra, rl)) f-+ ~)(Xs - Vs)2 - rs)2. 
8=0 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F(/{) 
mit /{ = {kl' k2 , ... , kc} E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f(Xj )(ki ) = 
Ui,j durch f : X -+ F(/{) minimiert, so gilt mit ki = (Vi,a, Vi,l, ri,a, ri,l) 
und s E {O, I}: 

( S2 )' 2 S· 2 --.!...!. 
Z, SI,O 

Si2- 2visSil 2 , s. ' '+ Vi,~, 
1,0 

(7.1) 

(7.2) 

b . S ",n m I f:" I IN* wo ez i,1 = wj=l Ui,jXj,s ur E <4' 

Beweis: mit den Bezeichnungen des Satzes. Die probabilistische 
Clustereinteilung f : X -+ F(/{) minimiere die Bewertungsfunktion 
b. Es folgen wieder die Nullstellen in den partiellen Ableitungen. Mit 
ki = (Vi,a, Vi,l, ri,a, ri,t) E /{ und s E {O, I} folgt also: 

ob 
OVi,s 

ob 
ori ,s 

n 

0= -4 L U2j((Xj,s - Vi,s)2 - ri,s)(Xj,s - Vi,s), (7.3) 
j=l 

n 

0= - L U2j((Xj,s - Vi,s)2 - ri,.). 
j=l 
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Die letzte Gleichung HiBt sich nach r. aufiosen, und es ergibt sich (7.2). 
Durch Umformen der Gleichung (7.3) ergibt sich zusammen mit (7.2): 

n 

o = L ui,'j [xJ,. - 2Vi,.Xj,. + vl,. - ri,.)(Xj,. - Vi,.)] 
j=l 

~ m [ 3 2 2Si,1 ) ~ Ui,j vi,.(-l + 1) + Vi,.(Xj,. - Xj,. + 2xj,s - 5 
j=l 1,0 

2 2Si,1 Si,2) 3 Si,2] 
+vi,.(-2Xj,. + Xj,ss - Xj,. + 5 + Xj,s - Xj,.S 

;,0 't,0 z,D 

2 2Si ,1 Si,l Si,2 
vi,.(2Si ,1 - Si,OS) + Vi,.( - 3Si,2 + 2Si,1 5 + 5) 

t,D t,D t,O 

S· 2 +5· 3 - S- 1-'-' z, z'S 
i,O 

2S2 1 5· 2 
Vi,.( - 2Si,2 + T-) + Si,3 - Si,l S', . 

i,O i,O 

Diese Gleichung HiBt sich nach Vi,. aufiosen und ergibt somit (7.1). Mit 
der Kenntnis von Vi,s kann tiber (7.2) dann ri,. bestimmt werden .• 

........ . ........... .. ... · . · . · . · . 

1.5 

Abbildung 7.10: Distanzfunktion Abbildung 7.11: Resultie-
zur Rechteck-Approximation durch vier rende Einteilung 
Punkte 

Durch die Anderung der Distanzfunktion von einem Produkt zu einer 
Summe kommen wir in diesem Fall zu einer expliziten Angabe der Pro­
totypen. Und war die Clusterform bei der Produktbildung vier linearen 
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Clustern ahnlich, so ist sie jetzt vier punktformigen Clustern ahnlich, wie 
sich Abbildung 7.11 entnehmen laBt. (Die Zusammengehorigkeit von je 
vier Regionen hoher Zugehorigkeit zu einem Rechteck laBt sich aus den 
kleinen Quadraten entnehmen, die den Mittelpunkt jedes Clusters mar­
kieren. Auf der rechten Seite gehoren also die Punkte von oben nach 
unten jeweils verschiedenen Rechteckclustern an.) Die Ecken der Clu­
ster liegen nicht richtig auf den Ecken der Rechtecke, vielmehr verhalten 
sich die Clusterecken, wie sich auch Fuzzy-c-Means-Cluster verhalten 
wiirden. Der Abstand zu den Daten laBt sich besser minimieren, wenn 
die Ecke innerhalb des rechten Winkels liegt. Zur Ermittlung der kor­
rekten Rechteckparameter ist der Algorithmus offenbar nicht geeignet. 
Dariiber hinaus besteht bei mehreren Rechtecken das Problem, daB die 
Kanten der Rechtecke nicht vollstandig durch hohe Zugehorigkeiten ab­
gedeckt sind. Wie bereits erwahnt, steigt zur Kantenmitte die Distanz 
gegeniiber den Ecken an. Dadurch kann es passieren, daB der Algorith­
mus die Distanz zu den Daten auf der Kantenmitte durch eine Ecke 
eines weiteren Clusters zu minimieren sucht. Damit entfernt sich die 
Einteilung natiirlich deutlich von der Intuition. Eigentlich wird durch 
diese Distanzfunktion auch noch gefordert, was zu Beginn des Kapitels 
als schlechte Eigenschaft herausgestellt wurde, namlich der fehlende Zu­
sammenhang der Daten entlang der Clusterkontur. Vier punktformige 
Cluster lassen sich trotz ihrer rechteckigen Anordnung auf viel mehr 
Punktmengen einpassen als nur auf Rechteck-Konturen. 

Aile vorgestellten Algorithmen liefern mehr oder weniger unbefriedi­
gende Ergebnisse, wei I die Clusterform, die sich aus der Distanzfunktion 
ergibt, nicht genau der Rechteckform entspricht. Wir konnen von den 
Algorithmen bessere Ergebnisse erwarten, 

• falls die Rundungen bei der p-Norm durch immer groBere Werte 
fUr p wegfallen. Als Grenzwert fUr p gegen unendlich ergibt sich 
dann die Maximumnorm. (Siehe dazu auch Seite 235.) 

• falls die Geraden nicht iiber die Rechteckgrenzen hinausfUhren. 

• falls statt vier punktformiger Cluster vier Ecken-Cluster die Kon­
tur des Rechtecks beschreiben. 

Aile diese Verbesserungen erfordern die Verwendung von Betrags­
funktionen, beziehungsweise Minimum- oder Maximumfunktion, die sich 
jedoch aus der Betragsfunktion ableiten lassen. Abbildung 7.12 zeigt 
den Graph der Funktion dmax : IR2 -. IR, (x, y) 1-+ (max(lxl, Iyl) - 1)2. 
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Der Ausdruck max(lxl, Iyl) ergibt sich dabei als Grenzwert fur wach­
sendes p aus der p-Norm von (x, y). Die Abbildung 7.13 zeigt den 
Graph der Funktion dmin : rn? ---- JR, (x, y) ,..... min2(x, y), die sich 
als Distanzfunktion zur Detektion einer Ecke verwenden liiBt. Da­
bei haben die Kanten der Ecke unendliche Ausdehnung, wie schon die 
Geradencluster beim Fuzzy-c-Varieties-Algorithmus. Bei der Funktion 
dedge : JR2 ____ JR, (x, y) ,..... min2(x, y) + max(lxl, Iyl) wird auch die Di-
stanz von der Ecke in Richtung der Kanten berucksichtigt, allerdings in 
einem geringeren MaBe als in den anderen Richtungen, schlieBlich soll 
weiterhin eine Ecke durch eine derartige Distanzfunktion erkannt wer­
den. Den Graphen dieser Funktion zeigt Abbildung 7.14. 

Abbildung 7.12: dmax Abbildung 7.13: dmin Abbildung 7.14: dedge 

Allerdings macht die Verwendung der Maximum- oder Minimum­
funktion in der Distanzfunktion beim weiteren Vorgehen Schwierigkei­
ten. Schreiben wir diese Funktionen als max(x, y) = x+y+Jx- yl und 

min(x, y) = x+y-r- Y1 , so finden wir die Betragsfunktion wieder, die bei 
Null nicht differenzierbar ist. Das Problem lieB sich bisher durch Qua­
drierung umgehen, denn dadurch konnten wir die Betragsbildung weg­
lassen. Bei Quadrierung der Maximum- oder Minimumfunktion bleibt 
jedoch die Betragsfunktion weiterhin nicht-quadratisch stehen. Die Ab­
leitung der Bewertungsfunktion zur Ermittlung der notwendigen Bedin­
gungen fur ein Minimum enthiilt dann Lucken im Definitionsbereich. Die 
Ableitung von I/( x) I, I : JR ---- JR, ist f' (x) sign(f( x)) fur aBe x E JR\ {O}. 
Stellt I die Distanzfunktion dar, so ist die Ableitung ausgerechnet auf 
der Clusterkontur nicht differenzierbar, weil dort die Distanzfunktion 
den Wert Nullliefert. Beim Fuzzy-c-Shells-Algorithmus tritt die eukli­
dische Norm nicht-quadratisch auf, wobei dasselbe Problem wie bei der 
Betragsfunktion entsteht. ABerdings wird dort die Norm aus der Dif­
ferenz der Daten vom Kreismittelpunkt gebildet, so daB die Lucken im 
Definitionsbereich nicht auf der Clusterkontur liegen. (In der result ie­
renden Gleichung wird durch Ilx - vii dividiert, so daB der kritische Fall 
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nur eintritt, wenn ein Datum im Kreismittelpunkt liegt. Ein solches 
Datum ist jedoch untypisch fUr den betrachteten Kreis und behindert 
die Ausrichtung des Clusters an den relevanten Daten nicht (sofern eine 
Division durch Null abgefangen wird).) 

Viel schwerwiegender als die Lucken im Definitionsbereich der Ab­
leitung ist jedoch die Tatsache, daB die Betragsfunktion auch in der 
Ableitung erhalten bleibt. Nicht umsonst muB sich der Fuzzy-c-Shells­
Algorithmus eines iterativen Verfahrens zur Losung nicht-linearer Glei­
chungssysteme bedienen, urn die Prototypen an die ZugehOrigkeiten an­
zupassen. Eine geschlossene Losung fUr die Prototypen bei Vorkommen 
der Betragsfunktion zu tinden, ist oft unmoglich. Meistens tauchen ei­
nige der noch zu bestimmenden Parameter des Prototypen innerhalb 
des Betrags auf, so daB nicht nach diesen Parametern aufgelost werden 
kann. Fur die effektive Bestimmung der Prototypen ware aber gerade 
eine geschlossene Form wunschenswert. Offenbar wird der Vorteil bei der 
Verwendung von Maximum- oder Minimumfunktionen fUr die Distanz­
funktion wenigstens zum Teil bei der Bestimmung der Prototypen wieder 
eingebuBt. Eine Modifikation der Distanzfunktion aus Bemerkung 7.3 zu 

d:IR2 xIR4 -->IR>o, ((xo,xt}, (vo,vl,ro,rl))""'" max ((x s -vs)2-rs)2 
- sE{O,l} 

fUhrt bei der Ableitung der Bewertungsfunktion fUr s E {D, I}, s = 1- s 
und S := {j E IN$n I ((Xj,s - vs)2 - rs)2 ~ ((Xj,s - vs)2 - rs)2} zu: 

D 
()b 

-4((Xj,s - vs)2 - r.)(xj,s - vs) 
D 

-4 ~)(Xj,S - vs)2 - r.)(xj,s - vs). 
jES 

falls j E S } 
falls j ff. S 

Diese partielle Ableitung ahnelt der Ableitung (7.3) sehr, der Unter­
schied besteht einzig in den Summanden. Zuvor wurde fUr jedes Datum 
ein Summenterm berucksichtigt, jetzt nur fur die Daten der Menge S. 
In Bemerkung 7.3 wurde die Gleichung zur Auflosung nach Vs benotigt, 
ohne Kenntnis von Vs konnen wir aber die Menge S uberhaupt nicht er­
stellen, wissen also gar nicht, was wir summieren miissen. Bei der Appro­
ximation der Prototypen etwa durch das Newton-Verfahren ist dennoch 
ein Rechteck-Algorithmus formulierbar, weil dabei nur die Bewertungs­
funktion an bestimmten Stellen ausgewertet wird. In diesem Fall sind 
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aIle Rechteck-Parameter bekannt und auch die Menge S kann ausgewer­
tet werden. Gibt man sich mit einer iterativen Prototypen-Bestimmung 
zufrieden, so lassen sich offenbar recht schnell Rechteck-Algorithmen an­
geben. Eine aus Sicht der Distanzfunktion recht vielversprechende Vari­
ante stellt der folgende Satz vor. 

Satz 7.4 (Prototypen fUr Rechtecke durch Maximumnorm) 
Sei D := rn?, X = {Xl, X2, ... , xn} ~ D, C := rn? x rn? x IR, c E IN, 
E := Pc(C), b nach (1.7) mit m E IR>1 und 

{I T (cos(1f' + S27r») I I }2 (x, (v, r, If'» 1-+ max (x - v) sin(1f' + an - ra s E {O, I} 

Wird b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F( K) 
mit K = {kl' k2 , ... , kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten !(Xj )(kj) = 
Uj,j durch! : X -+ F(K) minimiert, so gilt fiir ein kj = (v,r,<p), 

- (COS('P+ 1f») f·· {O I} dX -{. IN I( )T ns - . (+"') ursE , un 0- JE <n Xj-V no-ro> 
sm'P T -

(Xj - v)T nl - rd, Xl = IN::;n \Xo: 

ob 
ov 

ob 
o<p 

o 

+ 

o => 0 = L U2j(I(Xj - v)T nsl- rs) sign«xj - v)T n.), 
JEX. 

o => 0 = L ui,j(I(Xj - v) T ns 1- rs), 
JEX. 

fiir s E {O, I}, sowie 

O=> 

L ui,j(I(Xj - v)T nol- ro) sign«xj - v)T no)(xj - v)T nl 

jEXo 

L U2j - (I(xj - v)T nll- rI) sign«xj - v)T nI}(xj - v)T no. 
JEX1 

Beweis: Die Giiltigkeit der Gleichungen folgt direkt aus den Nullstel­
len der partiellen Ableitungen .• 
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D 

Abbildung 7.15: 
Analyse 

Maximum-Norm- Abbildung 7.16: Maximum­
N orm-Analyse 

Mit einer guten Initialisierung (zehn Fuzzy-c-Means-Schritte und 
zehn Fuzzy-c-Shells-Schritte) liefert dieser Algorithmus bei den Da­
tensatzen aus den Abbildungen 7.5 und 7.11 die intuitiven Einteilun­
gen. Unterstiitzt werden diese guten Einteilungen durch die Distanz­
funktion, die einen euklidischen Abstand von der Rechteckkontur liefert. 
Der Betrag des Skalarprodukts innerhalb des Maximums berechnet den 
Abstand des Datums Xj vom Mittelpunkt v entlang der Achsen in einem 
urn den Winkel r.p gedrehten Koordinatensystem. Von diesem Abstand 
wird die jeweilige halbe Kantenlange abgezogen, und es bleibt der eukli­
dische Abstand von der Kante. 

Auch bei den rotierten Rechtecken der Abbildung 7.15 zeigt dieser 
Algorithmus mit der bereits erwahnten Initialisierung eine Einteilung 
entsprechend der Intuition. Dennoch bleiben auch bei Rechteckkontu­
ren die aus dem Shell-Clustering-Kapitel bekannten Probleme bei ho­
her Clusteranzahl und schlecht getrennten Clustern, wie Abbildung 7.16 
zeigt. 

Bei den doch recht guten Ergebnissen (im Vergleich zu den bisheri­
gen Ergebnissen) bleiben als wesentlicher N achteil dieses Algorithmus die 
nur implizit angegebenen Prototypen zu nennen, so daB der Algorithmus 
wieder auf ein Iterationsverfahren zur Losung nicht-linearer Gleichungs­
systeme angewiesen ist . 

Die exakte Beschreibung einer Rechteckform durch die Maximum­
norm ist auch durch die p-Norm mit p = 1 moglich. Es ergibt sich 
als Nullstellenmenge eine Raute (Quadrat, das auf einer Spitze steht). 
Die Notwendigkeit eines Iterationsverfahrens zur Bestimmung der Pro-
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totypen besteht weiterhin, das Grundproblem bleibt durch die Verwen­
dung der Betragsfunktion identisch. Statt herkammlicher Methoden 
(wie Newton-Verfahren) lassen sich auch genetische Algorithmen zur Mi­
nimierung der Bewertungsfunktion verwenden, allerdings nicht mit dem 
erwiinschten Erfolg [11]. Eine direkte Lasung zur Bestimmung der Pro­
totypen ist nicht nur schneller in der Berechnung, sondern die Analyseer­
gebnisse sind auch besser. Genetische Algorithmen reagieren besonders 
anfallig auf die zahlreichen lokalen Minima der Bewertungsfunktion beim 
Shell-Clustering. 

7.2 Der Fuzzy-c-Rectangular-Shells~ 

Algorithmus 

Der Fuzzy-c-Rectangular-Shells-Algorithmus [29] verwendet eine Di­
stanzfunktion, die den euklidischen Abstand der Daten zu den Recht­
eckkanten wiedergibt. Die Kontur eines Rechtecks setzt sich aus vier 
Geradenstiicken zusammen, deren Geradengleichungen in Normalenform 
beschrieben werden. 1st p E IR2 ein Punkt auf der Geraden und 
n E IR2 ein Normalenvektor zur Geraden, so beschreibt die Menge 
{x E IR21(x - p)T n = O} die zugehOrige Gerade. 1st der Normalen­
vektor n normiert, so ist l(x-p)T nl gleichzeitig der euklidische Abstand 
des Vektors x E IR2 zur Geraden. Es sind also fUr den Abstand yom 
Rechteck zunachst die Abstande zu den Begrenzungsgeraden zu forma­
lisieren. 

GemaB Abbildung 7.17 bezeichnen wir mit v E IR2 den Mittel­
punkt des Rechtecks und mit ro und rl die halben Kantenlangen, 
(ro, rl) = r E IR2. Ferner sei der Winkel zwischen positiver x-Achse und 
positiver ro-Achse der Drehwinkel tp des Rechtecks, wie in der Abbil­
dung angedeutet. Wir numerieren die Kanten des Rechtecks aufsteigend 
gegen den Uhrzeigersinn, wobei Kante 0 bei Annahme eines Drehwin­
kels von Null Grad rechts yom Mittelpunkt liegt. Entsprechend der 
Kantennummer indizieren wir Geradenpunkt und Normalenvektor. 1m 
Zweidimensionalen haben wir fUr die Normalenvektoren die Freiheit in 
der Wahl des Vorzeichens, das wir stets so wahlen wollen, daB der Nor­
malenvektor in das Rechteckinnere zeigt, das heiBt (v_p)T n > O. Damit 
ergeben sich fUr die Normalenvektoren 

_ ( - cos(tp + s;') ). 
n. - _ sin( tp + S27r) , oder 
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Abbildung 7.17: GraBen im FCRS-Rechteck 

no = ( - cos('P) ) ( sin('P) ) . () = -n2, nl = () = -n3' - sm 'P - cos 'P 

Die Punkte P!, 8 E IN~4' konnen beliebig entlang der Geraden gewiihlt 
werden. Es bieten sich nach der Festlegung der Normalenvektorenjedoch 
die folgenden Geradenpunkte an: 

P. = v - r. mod 2ns fur aIle 8 E IN~4' 

Verzichten wir bei dem Ausdruck fUr die Distanz eines Punktes von der 
Geraden auf die Betragsbildung, so erhalten wir jetzt stets fur Daten 
auBerhalb des Rechtecks negative, fur Daten innerhalb der Rechtecks 
positive euklidische Distanzen. Wir wollen bei dieser Distanz von der 
gerichteten Distanz sprechen. Wegen der Normierung der Richtungsvek­
toren vereinfacht sich die gerichtete Distanz zu den Kanten wie erwartet 
zu 

(x - (v - r s mod 2 n. ) ) T n s = (x - v) T n s + r s mod 2 n;- n. 

(x-v)T ns +rsmod2 

fUr aIle s E IN~4' Ermitteln wir nun das Minimum aller gerichteten Di­
stanzen von den Kanten, so ergibt der Graph der resultierenden Funktion 
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eine Art Pyramide (siehe Abbildung 7.18). Durch Betragsbildung wer­
den die Bereiche negativer (gerichteter) Distanzen yom Rechteck hoch­
gekJappt, so daB die Nullstellenmenge identisch zum Minimum ist und 
ein Rechteck beschreibt (siehe Abbildung 7.19). Die Bildung des Betrags 
brauchen wir nicht explizit durchzufiihren, da die Distanz im Algorith­
mus quadratisch eingeht: 

d2 : rn? x C --> JR, 

(x,(v,r,rp)) 1--+ (min{(x-v)Tns+rsmod2IsEIN~4})2, (7.4) 

wobei C := JR2 x JR2 X JR. 

Abbildung 7.18: 
stanzfunktion 

d(x,y) - abs(d(x,y» -

'.5 

Gerichtete Di- Abbildung 7.19: Distanzfunktion 
des FCRS 

Fiir die Bestimmung der Prototypen bei gegebenen Zugehorigkeiten 
bleibt die Minimumfunktion ein Problem, da sie eine explizite Auflosung 
nach den Prototypen-Parametern verhindert. Halten wir uns streng 
an das Schema, das bei allen anderen Algorithmen angewendet wurde, 
miissen wir auf eine geschlossene Form der Prototypen verzichten. Wel­
che Moglichkeit bleibt sonst noch? In die Daten, gewichtet nach der 
Zugehorigkeit, solI ein Rechteck eingepaBt werden, das die Abstiinde zu 
den Daten minimiert. Ein Mensch wiirde das Problem vermutlich ver­
einfachen, indem er die Daten zu zukiinftigen Kanten gruppiert. Die 
Kanten lassen sich dann einfacher optimallegen, als gleich das gesamte 
Rechteck. In unserem Fall waren also die Parameter der vier Begren­
zungskanten des Rechtecks einzeln zu optimieren. Auf den ersten Blick 
sieht das nach einem Clustering-Problem aus, wie es auch schon bei 
den Linear-Clustering-Algorithmen vorkam: Vier Geradencluster eines 
Rechtecks sollen die Abstande zu den gegebenen Daten minimieren. Es 
gibt jedoch einige Unterschiede: 



7.2 Der Fuzzy-c-Rectangular-Shells-Algorithmus 239 

• Jedem Datum hangen zwei Gewichte an: die Zugehorigkeit 
zum Rechteck und die Zugehorigkeit zum jeweiligen Geradenclu­
ster. (Verwendet man eine modifizierte Distanzfunktion fUr einen 
Linear-Clustering-Algorithmus, die die ZugehOrigkeit zum Recht­
eck als weiteren Faktor beinhaltet, so wiirde diesem Problem Rech­
nung getragen.) 

• Es gibt mehrere Beziehungen der Geradencluster untereinander. 
So handelt es sich nicht urn vier unabhangige Geraden, sondern 
zwei Paare paralleler Geraden, die sich im Winkel von 90 Grad 
schneiden. An die Optimierung der Geraden sind also Nebenbe­
dingungen zu kniipfen. 

• Der Mensch wiirde eine moglichst eindeutige Aufteilung der Da­
ten in obere, untere, rechte und linke Kante vornehmen, urn das 
Problem effektiv zu vereinfachen. Unsicherheiten in der Nahe der 
Ecken wirken sich auf die Bestimmung der Geraden kaum aus, da 
diese Daten ohnehin auf beiden angrenzenden Kanten liegen. 

Diese Beobachtungen liegen in der kantigen Form eines Rechtecks 
begriindet. Sie lassen eine zweite, vielleicht sogar harte Einteilung der 
Daten auf die Rechteckkanten sinnvoll erscheinen. Es handelt sich dann 
urn den gestaffelten Einsatz zweier Clustereinteilungen, die einmal die 
Distanz des Datums zum Rechteck als ganzes, und einmal die Lage des 
Datums relativ zum Rechteck beriicksichtigen. Diese Einteilung lieBe 
sich durch einen spezieilen Algorithmus gewinnen, der in jedem Ite­
rationsschritt fiir jedes Cluster durchlaufen werden miiBte. Aber ein 
derartig groBer Aufwand ist nicht erforderlich: 1m Grunde wird diese 
Einteilung bereits durch die Distanzfunktion bei der Ermittlung des Mi­
nimums vorgenommen: Derjenigen Kante, die den kleinsten gerichteten 
Abstand vom Datum hat, wird das Datum zugewiesen, schlieBlich ist sie 
auch fUr den Wert der Distanzfunktion maBgebend. Es handelt sich also 
tatsachlich nicht urn eine neue Einteilung, sondern eine andere Formali­
sierung der Minimumfunktion. Wir definieren fUr i E IN~4 mit Hilfe der 
Kronecker-Funktion b daher 

. h IR4 mills: --+ {0,1}, (ao, al, a2, a3) f-+ bs,m 

mit am =min{ao,al,a2,a3}. 

(7.5) 

Zum Beispiel ist min~(7, 8, 4, 6) = 1 und min~(7, 8, 4,6) = 0 fUr aile 
s E {O, 1,3}, weil a2 das Minimum von ao, al, a2 und a3 ist. Wir 
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mussen jedoch berucksichtigen, daB bei mehreren minimalen Funktions­
argumenten nur genau eine der Minimumfunktionen min~ den Funk­
tionswert Eins annimmt. Zum Beispiel ist min3( 4,4,8,6) = 1 = 
min~ (4,4,8,6) nicht erlaubt. Die von uns gesuchte Form der Mini­
mumpradikate erfullt die Gleichung 1 = 2.:;=0 min~ (ao, al, a2, a3) und 

damit min{ao, al, a2, a3} = 2.:;=0 as min~(ao, al, a2, a3). Wir interpre­
tieren min~(ao, al, a2, a3) als den Minimalitiitsgrad von as bezuglich ao, 
al, a2 und a3. Wir definieren iii,j,. := min~(di,j,O' di,j,l, di ,j,2, di,j,3), 
wobei di,j,. den Abstand des Datums Xj von der Kante s des Clusters 
ki bezeichnet. Diese Minimalitatsgrade iii,j,. bilden fur ein bestimm­
tes Cluster ki eine harte Clustereinteilung der Daten auf die Kanten. 
Mit den neu eingefUhrten Bezeichnern ergibt sich fUr die Distanz eines 
Datums Xj zum Cluster ki = (v,r,if') aus (7.4) zu: 

dl,i (t, "i,i,' ((xi - ") T n,+ r, mo") r 
3 

L Ui,j,s (Xj - vf ns + rs mod 2)2. (7.6) 
s=o 

Die Gleichung folgt aus der Tatsache, daB sich Produkte von iii,j,s mit 
verschiedenen Werten fur 8 zu Null ergeben und U;,j,s = Ui,j,s E {O, I} 
gilt. (Man beachte die Ahnlichkeit des obigen Ausdrucks nach der Sum­
mierung uber aIle Daten mit der Bewertungsfunktion (1.7) bei c = 4.) 

Satz 7.5 (Prototypen des FCRS) Sei D m?, X 
{Xl, X2,.··, xn} <; D, C := m? x m? x ffi., c E IN, E := Pc(C), b 
nach (1.7) mit m E ffi.>l, 

As D x C -> ffi.~o, (x, (v, r, <p)) f-> (x - v) Tn. + rs mod 2) , 

3 

d2 D X C -> ffi.20 , (X, k) f-> L mins( (At(x, k)hEIN~4 )A;(x, k), 
s=O 

und n. (- COS( if' + sn, - sin( if' + S;)) T fiir aile 8 E IN~4' Wird 
b beziiglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X --+ F( K) mit 
K = {k l ,k2, ... ,kc } E E bei gegebenen Zugehorigkeiten f(xj)(k i ) = 
Ui,j durch f : X --+ F(K) minimiert, 80 gilt mit ki = (v, r, if'), v = 
J.Lono + J.Llnl, Ui,j,. = min~( (At(xj, ki)hEIN~4 ) und r = (ro, rd fiir aile 
SE{O,l}: 

(7.7) 
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5i ,.+2 ns+2 - Si,s n. 

atan2(no) 

241 

(7.8) 

(7.9) 

no ist normierter Eigenvektor von Ai mit k1einstem Eigenwert 

a' . t,l,S 

r 

n 

L U2j (ai,j,oalj,o + r(ai,j,t)r(ai,j,t) T) 
j=l 

"n m - T L..Jj=l Ui,j Ui,j,s Xj 

2 "':'-1 u'!'. Ui J' s '--'J - 't,l ), 

(iii,j,. - Ui,j,s+2)Xj - 2Ui,j,.Si,s + 2Ui,j,s+2Si,.+2 

rn? -+ rn?, (x,y) 1-+ (-y,x) 

Beweis: mit den Bezeichnungen des Satzes. Die probabilistische 
Clustereinteilung f : X -+ F(K) minimiere die Bewertungsfunktion b. 
Es folgen wieder die NuIlsteIlen in den partieIlen Ableitungen. Die Ver­
wendung der harten Minimumfunktionen (7.5) erlaubt die Vereinfachung 
der Bewertungsfunktion nach (7.6). Sei also ki = (v, r, 'P) E K. Fiir die 
Ableitungen nach den (halben) Kantenliingen rs ergibt sich nun zusam­
men mit ns = -ns+2 fiir aIle s E {O, I}: 

=> 
n 

L ui,j (iii,j,s((xj - v)T ns + rs) + Ui,j,s+2((Xj - V)T ns+2 + rs») = 0 {::} 
j=l 

n 

L U2j ((iii,j,s - Ui,j,s+2)(Xj - v) T ns + (iii,j,s + Ui,j,S+2)rS ) = O. (7.10) 
j=l 

Fiir die Ableitung nach dem Rechteckmittelpunkt v ergibt sich fUr aIle 
~ E 1R2: 

ab = 0 
av 
n 3 

=> 

L U2j L Ui,j,s((Xj - v) T ns + r. mod 2)e ns = 0 {::} 
j=l 8=0 

n 1 

L U2j L ((Ui,j,. + Ui,j,.+2)(Xj - v) T n. + (Ui,j,. - Ui,j,S+2)r.) ens = O. 
j=l .=0 
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Diese Gleichung gilt insbesondere fur ~ = no und ~ = n1. Fur diese Vek­
toren falIt jeweils ein Summenterm weg, weil n; ns = 1 und nLs ns = 0 
gilt. So kommen wir zu 

n 

L u7,'j ((iii,j,s + Ui,j,s+2)(Xj - v) T ns + (Ui,j,s - Ui,j,s+2)rs) = 0 (7.11) 
j=l 

fiir aIle s E {O, I}. Wahle nun ein s E {O, I}. Die aus den Ableitungen 
gewonnenen Gleichungen fur rs und v unterscheiden sich im Summen­
term der Zugehorigkeiten Ui,j,s nur im Vorzeichen. Aus der gegenseitigen 
Addition und Subtraktion von (7.10) und (7.11) folgt dann: 

n 

L u7,'j (iii,j,.(Xj - v)T n. + iii,j,sr.) 0, 
j=l 

n 

L ui,j (Ui,j,s+2(Xj - v)T ns - Ui,j,s+2rs) O. 
j=l 

Schreiben wir v als Linearkombination der Vektoren no und n1, etwa 
v = JJono + JJ1 n1, so vereinfacht sich das Produkt v Tn. zu JJ.. Formen 
wir beide Gleichungen anschlieBend nach JJs urn, so erhalten wir: 

I:n m - T '-l U' ·UiJ'sX· ns J- ',J "J + 
",n m ...., rs , 
L..Jj=l Ui,jUi,j,. 

I:n m - T '-l U' ,UiJ's+2X, ns J- ',J " J 
JJs 

Durch Addition beider Gleichungen erhalten wir mit den Bezeichnun­
gen des Satzes: JJs = Si,sns + Si,s+2ns' Dies entspricht Gleichung 
(7.7). Ebenso fiihrt die Subtraktion der beiden Gleichungen zu Glei­
chung (7.8). Damit haben wir r. und v in Abhangigkeit des Drehwinkels 
'P ausgedruckt. Die Bewertungsfunktion vereinfacht sich damit, soweit 
es das Cluster ki betrifft, zu 

n 3 

L ui,j L Ui,j,s((Xj - v) T ns + rs mod 2)2 

j =1 3=0 

n 1 

L u7,'j L ((iii,j,s - iii,j,S+2)(XJ ns - JJ.) + (Ui,j,s + iii,j,S+2)rs)2 
j=l s=O 
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n 1 

L Ui,'j L ((Ui,j,S - Ui,j,.+2)(Xj - Si,8+2 - Si,.)n. + 
j=l .=0 

U' . U' . S. - S· n ( ',),S + ,,),.+2)( ".+2 ",). )
2 

n 1 

L ui,'j L (((Ui,j,. - Ui,j,.+2)Xj -
j=l .=0 

n 1 

L ui,'j L(n; ai,j,s)(a[j,sns)' 
j=l s=o 

Der Winkel 'P steckt nur in den N ormalenvektoren no und n1. Da fUr 
aIle x E rn? die Beziehung x T n 1 = r( x ) T no gilt, konnen wir den letzten 
Term weiter umformen: 

n 

L ui,'j (( nci ai,j,o)( a[j,Ono) + (nci r( ai,j,d)( r( ai,j,t) T no)) 
j=l 

nci (t ui,'j (ai,j,oa[j,O + r(ai,j,l)r(ai,j,t) T)) no 
)=1 

nci Aino. 

Nach Bemerkung 4.2 ist dieser Term minimal, wenn no der normierte Ei­
genvektor der Matrix Ai mit kleinstem zugehorigen Eigenwert ist. Der zu 
diesem Richtungsvektor gehorende Winkel ergibt sich gemiiB Gleichung 
(7.9) .• 

Leider ergibt sich bei dem vorgestellten Algorithmus durch die har­
ten Minimalitatsgrade ein Konvergenzproblem. Abbildung 7.20 zeigt 
die obere und linke Kante eines Rechtecks. Die diagonale Linie markiert 
die Trennlinie, bei deren Uberschreiten die ZugehOrigkeit eines Datums 
zugunsten der jeweils anderen Kante umspringt. 1m Beispiel liegt ein 
Datum genau auf dieser Linie, es ist von beiden Kanten gleich weit ent­
fernt. Wird es nun der oberen Kante eindeutig zugeteilt, so sieht die Lage 
des Rechtecks im Folgeschritt etwa wie in Abbildung 7.21 aus. Nun ist 
das auBerhalb liegende Datum in den Bereich gerutscht, in dem es der 
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linken Kante zugeordnet wird. Dies fiihrt im nachsten Schritt zu einer 
Rechteck-Lage wie in Abbildung 7.22. Offenbar wird dieses Datum fUr 
eine alternierende Einteilung sorgen. Damit kann die A.nderung der Zu­
gehorigkeiten niemals unter die jeweilige Zugehorigkeit dieses Datums 
zu einer der Kanten sinken. Folglich konvergiert der Algorithmus nicht. 
Allerdings handelt es sich hier urn einen au Berst instabilen Zustand, der 
sehr schnell durch die A.nderung anderer Zugehorigkeiten (und damit 
der Rechtecklage) beendet werden kann. Die Gefahr fur einen solchen 
dauerhaften Zustand besteht im wesentlichen dann, wenn der Algorith­
mus kurz vor der Konvergenz steht, sich also andere Zugehorigkeiten 
kaum noch andern. (DaB es keine Rolle spielt, ob das Datum zu Be­
ginn der oberen oder der linken Kante zugeordnet wird, laBt sich leicht 
nachvollziehen). Einer der beiden Kanten miissen wir das Datum zu 
Beginn jedoch eindeutig zuordnen, weil dies unsere Definition der Mini­
mumfunktionen minZ fordert. 

x 

Abbildung 7.20: Das 
Datum x liegt auf der 
Diagonalen. 

x 

• • • 

Abbildung 7.21: Das 
Datum x wurde der 
oberen Kante zuge­
ordnet. 

x 

• 
• 
• 

Abbildung 7.22: Das 
Datum x wurde der 
linken Kante zugeord­
net. 

Die mangelnde Eignung der harten Einteilung fUr die Vergabe von 
Zugehorigkeiten war im Kapitel 1 der Grund fUr die EinfUhrung der 
Fuzzy-Einteilung. In diesem Fall wollen wir die harten Funktionen 
mins : IR4 -+ {O, I} durch Fuzzy-MinimumfunktionenminZ: IR4 -+ [0,1] 

ersetzen. Dabei soll wieder die Gleichung 1 = L~=o mins(ao, ai, a2, a3) 
fUr alle a E IR4 gelten, damit beim FCRS-Algorithmus weiterhin je­
des Datum mit gleichem Gewicht in die Bewertungsfunktion eingeht. 
Es sind unziihlige verschiedene Fuzzy-Minimumfunktionen denkbar, die 
durch unterschiedliche Eigenschaften auch zu unterschiedlichen Analy­
seergebnissen fiihren. Blicken wir zuriick auf den Satz 1.11, der die 
Zugehorigkeiten einer probabilistischen Clustereinteilung aufgrund eines 
DistanzmaBes verteilte, wobei die Summe der Zugehorigkeiten ebenfalls 
Eins ergab, so erkennen wir eine Parallele zur Fuzzifizierung der Mini-
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mumfunktion. 1st a E IR4 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
ao = min{ao, aI, a2, a3}, so geben die Ausdrucke a1 - ao, a2 - ao und 
a3 - ao den Abstand der Werte aI, a2 und a3 vom Minimum an. Addie­
ren wir auf aIle diese Distanzen ein c: E IR, so bekommen wir vier positive 
Distanzen, aus denen wir analog zu Satz 1.11 Fuzzy-Minimumfunktionen 
bilden k6nnen. Allgemein lassen sich fUr eine p-stellige Minimumfunk­
tion die fuzzifizierten Minimumpriidikate 

mins : IRP -> [0,1], 

mit 

1 
a ...... ----,-----,.,,­

,",p-1 (a,-m+,:j2 
L...i=O (a.-m+_)' 

m = min{aj Ii E IN~p} 

(7.12) 

definieren (s E IN~p). Geht c: gegen Null, so konvergieren die Fuzzy­
Minimumfunktionen gegen die harten Minimumfunktionen, geht c: gegen 
unendlich, konvergieren die Fuzzy-Minimumfunktionen gegen die kon­
stante Funktion 1. Der Grad der Fuzzifizierung hat direkt EinfluB auf 
die spateren Anafyseergebnisse. 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o 
·8 -6 -4 -2 

f(9t6',~:~l 
f(O.x,5) 

I(O,x,10) 

Abbildung 7.23: Abhangigkeit der Fuzzifizierung von c:. 

Wahlen wir die Minimumfunktion zu unscharf, so beziehen wir zur 
Bestimmung der Kantenlage zu viele Daten der N achbarkanten ein, wo­
durch die Kante stets ein Stuck weiter ins Rechteckinnere wandert. 
Verlauft der Ubergang der Minimimalitatsgrade andererseits in einem 
zu engen Bereich, so uberspringt das Datum der Abbildungen 7.20 bis 
7.22 den stetigen Ubergang, und das Ergebnis ahnelt dem der hart en Mi­
nimumfunktion. Der Grad der Fuzzifizierung ist also abhangig von der 
Datendichte zu wahlen. Abbildung 7.23 zeigt den Graphen der Funktion 
!(ao, aI, c:) = mino(ao, at} fUr verschiedene c:-Werte. 1st 6 der mittlere 
Abstand zweier benachbarter Bildpunkte, so sollte die Fuzzifizierung der 
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Minimumfunktion etwa in einem Bereich von 8 bis 28 verlaufen. In den 
meisten Fallen der rechnergestiitzten Bilderkennung liegen die Daten oh­
nehin in einem Punktraster vor, so daB der minimale Punktabstand 8 
direkt der verwendeten Rasterauflosung entnommen werden kann und 
nicht durch eine zeitintensive Naherung wie 

8 ~ 2:7-1 min{ IIXi - xjlllJ E IN<n \{i} } (7.13) 
n 

ermittelt werden muB. 
1m allgemeinen konnen wir davon ausgehen, daB die Kantenlangen im 

Verhaltnis zum minimalen Punktabstand groB sind. Dann approximieren 
wir die ZugehOrigkeit u eines Datums zu einer Kante, auf der es im 
Abstand d zur Nachbarkante liegt, durch 

1 Ju(1-u)+(1-u) d. 
2u -1 

Die Terme zur Beriicksichtigung der beiden fehlenden Abstande wurden 
vernachlassigt, da sie gegeniiber den beiden anderen Termen klein sind. 
Ferner ist nur u > ~ sinnvoll, weil u die Zugehorigkeit des Datums zu 
der Kante angibt, auf der das Datum tatsachlich liegt. 

Mochten wir fur den Abstand d = 28 bereits eine Zugehorigkeit von 
0.95 bekommen, also bereits eine deutliche Zuordnung dieses Datums zu 
seiner Kante, so erhalten wir durch die letzte Gleichung einen Vorschlag 
fUr die Wahl von c; ~ 3i. Auf diese Weise laBt sich in Abhangigkeit der 
Bildauflosung eine geeignet fuzzifizierte Minimumfunktion wahlen. 

Abbildung 7.24: FCRS-Analyse Abbildung 7.25: FCRS-Analyse 

Zur Initialisierung des Algorithmus dienten zehn Fuzzy-c-Means- und 
zehn Fuzzy-c-Spherical-Shells-Schritte, jeweils mit Fuzzifier m = 2. Die 
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vom Kreiserkennungs-Algorithmus erkannten Radien wurden bei der In­
itialisierung noch einmal halbiert, da die durch den FCSS-Algorithmus 
erkannten Kreise grundsatzlich zu groB waren. Wie aile Shell-Clustering­
Algorithmen ist auch dieser Algorithmus stark von der Initialisierung 
abhangig. Bei schwierigen Datensatzen mit langgestreckten Rechtecken, 
fUr die ein Algorithmus zur Kreiserkennung kaum brauchbare Initiali­
sierungen liefern kann, sind gegebenenfalls die Fuzzy-c-Spherical-Shells­
Schritte wegzulassen. Die Abbildungen 7.24 und 7.25 zeigen zwei Da­
tensatze mit gedrehten und iiberlappenden Rechtecken unterschiedlicher 
GroBe. Der FCRS-Algorithmus erkennt den mit Stordaten versehenen 
Datensatz aus Abbildung 7.24 bereits im probabilistischen Durchlauf 
sehr gut. Possibilistisches Clustering fUhrt zu einer noch besseren Be­
stirn mung der Rechteck-Parameter. Bei den sich durchdringenden Recht­
ecken aus Abbildung 7.25 ergeben sich jedoch Probleme. Betrachtet man 
die schrittweise Entwicklung zu diesem Analyseergebnis, so entsteht der 
Eindruck, daB den Daten innerhalb eines Rechtecks zu wenig Bedeutung 
beigemessen wird. Es sollten sich nicht aile Rechteck-Cluster gleich­
zeitig urn die Abdeckung aller auBerhalb ihrer Kontur liegenden Daten 
kiimmern (mit dem Ergebnis aus Abbildung 7.25), sondern vornehmlich 
urn die eigenen, nahen Daten innerhalb der Rechteckkontur. Dabei ist 
die bisherige Fuzzifizierung der Minimumfunktion eher hinderlich. Be­
trachten wir einmal das Cluster unten links aus Abbildung 7.25. Die 
horizontale Ausdehnung ist zu groB, die rechte Kante wird von einem 
anderen Cluster abgedeckt. 

Abbildung 7.26: Minimalitats- Abbildung 7.27: Minimalitiits­
grade der fuzzifizierten Minimum- grade der modifizierten Minimum-
funktion funktion 

Abbildung 7.26 zeigt fUr ein ahnliches Cluster nur die Zugehorigkei­
ten zur rechten Kante. Ab einer Entfernung in der GroBenordnung der 
Halfte der kleineren Rechteck-Kantenlange gehen die Zugehorigkeiten 
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in Richtung Rechteckmittelpunkt schlagartig zuriick. Der EinftuB der 
kiirzeren Kanten reicht nicht bis zum Rechteckmittelpunkt. Die Daten 
der rechten Rechteckkante aus Abbildung 7.25 liegen damit auBerhalb 
des EinftuBbereiches der rechten Clusterkante. Wir wollen diesem MiB­
stand durch eine letzte Modifikation der p-stelligen Minimumfunktion 
beikommen: 

mins : IR,P --+ [0,1]' 
1 

(7.14) a 1-+ -"'-p---:l--,,---,-.,--,----.,---:-:--,-.;­

L.."i=O 

Gegeniiber der letzten Variante verschieben wir die Distanzen urn den 
Betrag des Minimums und gewichten die Distanz zum Minimum durch 
die Exponentialfunktion neu. 1st das Minimum nahe Null, so entspricht 
die neue Minimumfunktion der alten Funktion, wir wahlen daher c 
aus denselben Uberlegungen wie bei (7.12). Die Modifikation bewirkt 
eine Wichtung der Minimalitatsgrade, so daB bei einem (betragsmaBig) 
groBen Minimum eine unscharfere Einteilung entsteht als bei einem Mini­
mum nahe Null. Diese Art der Fuzzifizierung der Minimumfunktion 
fUhrt zu Minimalitatsgraden wie in Abbildung 7.27. Da ein kleiner Mi­
nimumwert (nahe Null) einen geringen Abstand zur Rechteckkontur be­
deutet, folgt eine scharfere Einteilung nahe der Kanten. Mit zunehmen­
der Entfernung von den Kanten werden die Minimalitatsgrade durch die 
modifizierten Distanzen deutlich unscharfer. Innerhalb des Rechtecks 
folgt nun ebenfalls ein weicherer Ubergang der Minimalitatsgrade. Das 
ist fUr unsere Zwecke gunstig, weil wir fur Daten innerhalb des Rechtecks 
kaum eindeutige Zuordnungen zu einer bestimmten Kante vornehmen 
konnen, ohne dabei in lokalen Minima wie in Abbildung 7.25 zu landen. 
Verwenden wir die neue Fuzzy-Minimumfunktion, so wird der Datensatz 
aus Abbildung 7.25 bereits vollsUindig korrekt eingeteilt! 1m folgenden 
beziehen wir uns beim FCRS-Algorithmus auf diese Fuzzifizierung der 
Minimumfunktion. 

Wie wir schon im Abschnitt 7.1 gesehen haben, bieten Rechtecke 
noch mehr Moglichkeiten zu besonders ausgepragten, lokal minimalen 
Einteilungen, als es schon bei den Kreisen oder Ellipsen der Fall war. 
Das liegt daran, daB ein Kreis bereits durch ein kleines Segment ein­
deutig definiert ist, wohingegen bei Rechtecken ganze Kanten zwischen 
verschiedenen Rechteckclustern ausgetauscht werden konnen, ohne da­
bei eine schlechtere Beurteilung durch die Bewertungsfunktion zu be-
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Abbildung 7.28: FCRS-Analyse Abbildung 7.29: FCRS-Analyse 

kommen. Dies wird besonders dann deutlich, wenn die Rechtecke nur 
in ganzzahligen Vielfachen von 90 Grad zueinander gedreht sind, denn 
dann ist der Kantenaustausch besonders einfach. 

Abbildung 7.30: FCRS-Analyse Abbildung 7.31: FCRS-Analyse 

Einen solchen Fall zeigt die Abbildung 7.28. Die Daten werden von 
den Clustern gut abgedeckt, reprasentieren aber leider nicht die intui­
tive Einteilung. In diesem Fall waren die zehn Fuzzy-c-Spherical-Shells­
Schritte fiir diese Einteilung verantwortlich, denn das Ergebnis dieser In­
itialisierung faBt bereits groBraumig Daten unterschiedlicher Rechtecke 
zusammen. Von dieser Initialisierung aus zeigt Abbildung 7.28 dann 
das nachstgelegene lokale Minimum. Wird auf die Initialisierung durch 
den Kreis-Algorithmus verzichtet, und der Fuzzy-c-Rectangular-Shells 
nur durch die zehn Fuzzy-c-Means-Schritte initialisiert, so werden aile 



250 7 Erkennung spezieller Polygonziige 

Cluster richtig erkannt. Der Fuzzy-c-Means bringt die Prototypen in die 
Nahe der einzelnen Rechtecke und von dort aus ist es fUr den Fuzzy-c­
Rectangular-Shells relativ leicht, die Kantenlange und Orientierung der 
Rechteck richtig zu wahlen. Der Datensatz aus Abbildung 7.29 sieht 
auf den ersten Blick komplizierter aus als der Datensatz aus dem letzten 
Beispiel. Dennoch wird der vom Fuzzy-c-Rectangular-Shells auf Anhieb 
richtig eingeteilt. Das liegt daran, daB die Rechteckkanten unterschied­
licher Rechtecke hier niemals parallelliegen, also lokal minimale Eintei­
lungen die Bewertungsfunktion niemals so gut minimieren, wie es bei 
den paarweise parallelen Kanten der Rechtecke aus Abbildung 7.28 der 
Fall ist. Die ausgepragten lokalen Minima der Bewertungsfunktion bei 
parallelen Kanten unterschiedlicher Rechtecke sind jedoch kein Problem 
speziell dieses Algorithmus, sondern sind generell auf die Clusterform 
zuriickzufUhren. 

Bei Abbildung 7.30 fiihrte der Algorithmus nur zu einer lokal mi­
nimalen Einteilung. Da wir uns jedoch urn eine moglichst euklidi­
sche Distanzfunktion bemiiht haben, gelingt durch eine Erhohung des 
Fuzzifiers von m = 2 auf m = 4 eine richtige Einteilung des Daten­
satzes bei gleicher Initialisierung, wie Abbildung 7.31 zeigt. Dennoch 
bleiben auch beim Fuzzy-c-Rectangular-Shells Datensatze, die auch bei 
unterschiedlichem Fuzzifier und wahlweisem Fuzzy-c-Spherical-Shells­
Algorithmus nicht richtig eingeteilt werden. So fUhrt bei Abbildung 7.28 
eine Erhohung des Fuzzifiers auf m = 4 zu keiner Verbesserung, da die 
gefundene Einteilung schon recht gut ist. Hier sind dann Bemiihungen 
urn eine bessere Initialisierung durch den Einsatz von Vorwissen ange­
bracht. 

Fiir Hinweise zur Implementation des FCRS-Algorithmus siehe auch 
beim FC2RS-Algorithmus, Seite 260. 

7.3 Der Fuzzy-c-2-Rectangular-Shells-
Algorithmus 

Zum einen mag es in manchen Anwendungen niitzlich erscheinen, mehr 
als nur Rechteckformen erkennen zu konnen, zum anderen verleitet die 
RegelmiiBigkeit der Rechteckdefinition zu einer Verallgemeinerung [29]. 
Beim Fuzzy-c-Rectanguiar-Shelis-Algorithmus wurde ausgenutzt, daB 
sich die Normalenvektoren in Schritten von konstant 90 Grad von Kante 
zu Kante anderten. Es liegt nahe, diese Schrittweite zu verkleinern, urn 
damit kompliziertere Polygonziige zu realisieren. Grundsatzlich ist hier 
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7'0 

Abbildung 7.32: GroBen im FC2RS-Cluster 

jeder Winkel denkbar, dessen ganzzahliges Vielfaches 360 Grad ergibt. 
Fiir Spezialanwendungen mag ein Dreieck-Algorithmus mit Schrittweite 
120 Grad sinnvoll erscheinen, wir wollen hier aber auf die Moglichkeit, 
Rechtecke erkennen zu konnen, nicht verzichten. In diesem Fall miissen 
90, 180 und 270 Grad als Vielfache des Grundwinkels auftreten. Nach 
der Schrittweite von 90 Grad beim FCRS ist 45 Grad der groBte Winkel, 
der diese Bedingung erfiillt. 

Bei einer Schrittweite von 45 Grad erhalten wir acht Geradenstiicke, 
die einen Polygonzug ergeben, bei dem sich im allgemeinen benachbarte 
Geradenstiicke im Winkel von 45 Grad schneiden. Analog zum FCRS­
Algorithmus charakterisieren wir ein Cluster durch seinen Mittelpunkt 
v, den Drehwinkel r.p und die nunmehr vier (halben) Kantenliingen 7'0 bis 
7'3, siehe dazu auch Abbildung 7.32. Wieder ergeben sich die Begren­
zungsgeraden durch 

T _ . _(-cos(r.p+S;)) _ 
(x-ps) n.-Omltns- . ( S1r) undp.-V-7'smod4 ns 

-sm r.p+""4 

fUr alle s E IN~8. Damit erhalten wir nicht nur - wie auf den ersten 
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Blick vielleicht zu vermuten - regelmaBige Achtecke als Clusterformen. 
Wir konnen uns die entstehenden Formen verdeutlichen, indem wir zwei 
Rechtecke, urn 45 Grad zueinander gedreht, mit ihren Mittelpunkten 
iibereinander legen. Der kiirzeste geschlossene Polygonzug urn den ge­
meinsamen Mittelpunkt markiert die Clusterkontur. Insbesondere er­
halten wir bei einem sehr groBen Rechteck und einem kleinen Rechteck 
dabei die Kontur des kleineren Rechtecks fiir das Achteck-Cluster. Ab­
bildung 7.33 zeigt dazu drei Beispiele, wobei die resultierende Kontur 
fett gezeichnet ist. (Der Algorithmusname FC2RS bezieht sich mit dem 
Kiirzel 2R auf diese Veranschaulichung der Clusterkontur mit Hilfe von 
2 Rechtecken.) 

Abbildung 7.33: Mogliche Clusterkonturen beim FC2RS-Algorithmus 

Von den Geradengleichungen kommen wir iiber eine Minimum- und 
Betragsbildung zur Distanzfunktion. Wieder fiihren wir Minimumfunk­
tionen analog zu (7.5) ein, urn die explizite Angabe der Prototypen zu 
ermoglichen. 

Satz 7.6 (Prototypen des FC2RS) Sei D 
{Xl,X2, ... ,Xn } ~ D, C := IR2 x IR4 X IR, c E IN, E 
nach (l.7) mit m E IR~l und 

rn? X , 
Pc(C), b 

.:l$ D x C -+ IR~o, (x, (v, r, tt')) f-> (x - v) T ns + rs mod 4) , 
7 

d2 D x C -+ IR~o, (x, k) f-> L mins( (.:It(X, k)hEIN~. ).:l;(x, k), 
s=o 

und n$ = (-COS(tt' + S;),-sin(tt' + $;))T fur aile s E IN~8. Wird 
b bezuglich allen probabilistischen Clustereinteilungen X -+ F( K) mit 
K = {k1, k2, ... , kc } E E bei gegebenen ZugehOrigkeiten f( Xj)( k;) = Ui,j 

durch f : X -+ F(K) minimiert, so gilt mit ki = (v, r, tt'), v = Ano +J.tn2 , 
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t.p atan2(no) 

A IT no 

J.t inT no 

rs -T 
rs no 

wobei 

m 

q 

10 

no 

A 

1 
-((V2R1aj 1 + aj 0 + R 2aj 2)(aj 3 + ai 2) -q " ') , 

(V2R3aj,3 - aj,O + R2aj,2)(aj,1 + ai,2)) 
1 
-((V2R1aj,1 + aj,O + R 2aj,2)(ai,3 + ai,o)­
q 

(V2R3ai,3 - ai,O + R 2ai,2)(ai,1 + ai,O)) 

(ai,l + ai,2)(ai,3 + ai,o) + (ai,3 + aj,2)(aj,1 + aj,o) 

- - - - I + in - - _ - - -I + in 
-/4 = I, /1 = -/5 = y'2 , 12 = -/6 = m, /3 = -/7 = y'2 

ist normierter EigenvektoT von A mit kleinstem Eigenwert 

n 7 

L u7,j L Ui,j,s(RsXj - Is + rs mod 4)(RsXj - Is + rs mod4) T 

j=l s=O 

und fiir aUe s E IN~4 

is = 
Rs 2:1=1 ui,'j(Uj,j,s - Uj,j,SH)Xj 

2:1=1 ui,j(Uj,j,s + Uj,j,sH) 

+ 2:1=1 ui,j(Uj,j,s - Uj,j,sH) I 

2:1=1 Ui,'j(Ui,j,S + Ui,j,sH) s 
n 

L Ui,'j(Ui,j,s + Ui,j,sH)Xj -
j=l 

"':' u~,(u" - U' . ) n 
~}=1 t,} t,},S t,},s+4 L m (- - ) 

2:n m (- + - ) Ui,j Ui,j,s - Ui,j,s+4 Xj . u·· U· . U·· 4 }=1 t,} t,},S t,},s+ j=l 

(2:1=1 Ui,'j(Ui,j,s - Ui,j,SH)f 

"n m (- - ) ~j=l Uj,j Ui,j,s + Ui,j,s+4 

n 

L m (- - ) u U·· U·· -i,j %,},S + %,),s+4 
j=l 
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sowie fur aile s E IN~8 

cos(~n Sin(~n) 
- sin( ~: ) cos( s: ) 

gilt. 

Beweis: mit den Bezeichnungen des Satzes. Die probabilistische 
Clustereinteilung f : X -+ F(K) minimiere die Bewertungsfunktion b. 
Es folgen wieder die Nullstellen in den partiellen Ableitungen. Die Ver­
wendung der harten Minimumfunktionen (7.5) erlaubt die Vereinfachung 
der Bewertungsfunktion gemaB (7.6). Sei also ki = (v, r, <p) E K. Fur die 
Ableitungen nach den (halben) Kantenlangen rs und dem Mittelpunkt 
v ergibt sich nun zusammen mit ns = -n~H analog zu Satz 7.5 fUr alle 
s E IN~4 und ~ Ern?: 

=> 
n 

L ui,j ((Ui,j,s - Ui,j,sH)(Xj - v) T ns + (Ui,j,s + Ui,j,sH)r~) = 0 , 
j=l 

8b = 0 => 
8v 
n 3 

L U2j L ((Uj,j,s + Ui,j,sH)(Xj - v) T n~ + (Ui,j,s - Ui,j,sH)r~) ~T ns = 0 . 
j=l s=O 

Die Ableitung nach rs laBt sich nach der Kantenlange umformen, 

und in die Ableitung nach v einsetzen. Mit den Abkurzungen ai,s und 
O'i,s aus dem Satz ergibt sich dann: 

3 

L (al~n~ - O'i,sV T n~) ~T ns = O. 
~=O 

Speziell fUr ~ = nl und ~ = n3 ergeben sich die Gleichungen: 
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o l(T T) (T T) y'2 aj,ana - O'j,aV na + aj,1 ni - O'j,1 V ni + 

1 T T 
y'2(aj,2n2 - O'j,2V n2), 

o -1 TTl T T 
y'2(aj,ana - O'j,a V na) + y'2(aj,2n2 - O'j,2V n2) + 

(a13 n3 - O'j,3V T n3). 

S · \ IR't \ + D . t T \ T >'+1' elen A, J-l E mI V = Ana J-ln2· ann IS V na = A, V ni = V2' 

V T n2 = J-l und V T n3 = -AI'. Einsetzen und Zusammenfassen nach ,\ 

und J-l fiihrt zu: 

o 

o 

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit <>,,3+<>,,0 (bzw. <>,,3+<>,,2) 
A" A" 

und der zweiten Gleichung mit <>,.1+<>,,0 (bzw. <>",+<>,,2) fiihrt eine Ad-
A" A" 

dition (bzw. Subtraktion) beider Gleichungen zu (q gemiiB Satz): 

1 loT T T 
J-l = -((v2aj Ini + a," ana + a," 2n 2)(O'j 3 + O'j a)-q , , , , , 

(V2a13n3 - alana + a12n2)(O'j,I + O'j,a)), 

1 loT T T ,\ = q(( V 2aj ,1 ni + aj,ana + aj,2n2)( O'j,3 + O'j,2) -

(V2a13n3 - alana + a12n2)(O'j,1 + O'i,2)). 

In diesen Termen tritt der Winkel <p in den Normalenvektoren ns auf. 
Da dieser Winkel die einzige unbekannte GroBe darstellt, sind wir an 
einer moglichst einfachen Darstellung der Abhangigkeit interessiert. Die 
Normalenvektoren ns treten nur in der Form y T ns mit y E IR2 auf. Mit 
Hilfe der trigonometrischen Additionstheoreme liiBt sich die Beziehung 
(Rsy)T na = yT ns leicht zeigen: 
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( 
( S1l") • (S1l") YI cos "4 + Y2 sm "4 

-YI sin( s;) + Y2 cos( s;) 

-YI (cos( r,p) cos( s; ) - sin( s; ) sin( r,p)) 

. S7r . S7r 
-Y2(sm( 4) cos(r,p) + sm(r,p) cos( 4)) 

S7r . S7r 
-YI cos(r,p + 4) - Y2 sm(r,p + 4) 
(YI,Y2)T ns. 

Durch die Multiplikation mit einer Rotationsmatrix Rs wird der Vektor 
Y urn den konstanten Drehwinkel s; gedreht, so daB zur Bestimmung des 
Abstands nur noch der Winkel r,p beriicksichtigt werden muB. Auf diese 
Weise konnen alle Vorkommen von a[sns in den letzten Gleichungen 
durch (R.aj,sf no ersetzt werden. Dam'it liiBt sich no, also der Winkel r,p, 
ausklammern. Auf diese Weise kommen wir zu A = [T no und fl = m T no, 
wobei i gemiiB Satz definiert ist. 

Urn auch fUr die Kantenliinge rs die Abhiingigkeit von r,p iihnlich 
einfach darstellen zu konnen, miissen wir v in das Koordinatensystem 
{n.,n.+2modS} transformieren, wobei wir die Koordinaten mit (As,fls) 
bezeichnen wollen. 1m Faile S = 0 lauten die Koordinaten wegen v = 
Ano+fln2 natiirlich (A,fl). Eine Drehung umjeweils 45 Grad fiihrt dann 
fUr S = 1 zu (AI,fld = ex, -611'), fUr S = 2 zu (A2,fl2) = (fl,-A), 

fUr S = 3 zu (A3,fl3) = (-AI', -AI') usw. Dann folgt vT ns = (Asn. + 
fl. ns+2 mod s)n. = A •. 1 + flsO = .\., weil n. und n.+2 mod S normiert und 
orthogonal sind. Da A und fl durch iT no und m T no definiert sind, sind 
auch As und J.ls - als Linearkombinationen von A und fl - von der Form 
i. no bzw. m. no. Dabei ergeben sich i. und ms direkt aus As und fl. wie 
im Satz angegeben. Auch die Kantenliinge rs liiBt sich nun in der Form 
Ts no notieren. 

Mit den eingefUhrten Bezeichnern liiBt sich die Bewertungsfunktion 
nun umschreiben: 



7.3 Der Fuzzy-c-2-Rectangular-Shells-Algorithmus 257 

nci (t ui,'j t Ui,j,.(R,xj - Is + r. mod 4) . 

j=l .=0 

(R,x; - i, + r, mod.) T ) nO. 

Nach Bemerkung 4.2 ist dieser Term minimal, wenn no der normierte 
Eigenvektor der Matrix mit kleinstem zugehorigen Eigenwert ist. Der 
zu diesem Richtungsvektor gehorende Winkel ergibt sich mit Hilfe der 
Arcustangens-Funktion. • 

Wie beim FCRS-Algorithmus verwenden wir auch fUr den FC2RS­
Algorithmus eine fuzzifizierte Minimumfunktion nach (7.14). Als In­
itialisierung dienten jeweils zehn Schritte des Fuzzy-c-Means, Fuzzy-c­
Spherical-Shells und Fuzzy-c-Rectangular-Shells. Bei der Initialisierung 
durch den FCRS-Algorithmus werden die beiden Kantenabstiinde ro und 
rl als ro und r2 iibernommen. Die fehlenden Kantenabstiinde werden 
durch Jr6 + rr ermittelt, wodurch die FC2RS-Clusterkontur genau die 
durch den FCRS-Algorithmus ermittelte Rechteckkontur nachbildet. 

Mit seinen flexiblen Konturen ist der FC2RS-Algorithmus in der 
Lage, elliptische oder kreisformige Cluster zu approximieren, wie die Ab­
bildung 7.34 zeigt. Die genaue Bestimmung der Ellipsenparameter ist 
mit dem Algorithmus natiirlich nicht moglich, aber es konnen recht gute 
Niiherungswerte gewonnen werden, die eine eindeutige Differenzierung 
elliptischer und rechteckiger Formen erlaubt. Bei den gut separierten 
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Abbildung 7.34: FC2RS-Analyse 

Ellipsen, die bereits durch den Fuzzy-c-Means richtig getrennt werden, 
findet der FC2RS-Algorithmus in wenigen Schritten das Analyseergeb­
ms. 

Abbildung 7.35: FC2RS-Analyse Abbildung 7.36: FC2RS-Analyse 

Bei Datensatzen, die Rechteck- und Ellipsenformen enthalten, lie­
fert der FC2RS-Algorithmus teilweise bessere Ergebnisse als die Spezial­
Algorithmen zur Rechteck- oder Ellipsenerkennung. Die Abbildungen 
7.35 und 7.36 enthalten Geraden, Kreise und Ellipsen, die ausnahms­
los richtig eingeteilt wurden. Bemerkenswert ist die korrekte Detek­
tion von Geradenstiicken durch je ein einzelnes Cluster. Erstmals enden 
die hohen Zugehorigkeiten eines Geradenclusters auch mit dem Gera­
denstiick und reichen nicht dariiber hinaus (vergleiche Kapitel 4) . Beim 
(M)FCQS-Algorithmus werden Geradenstiicke oft durch Hyperbel oder 
Parabeliiste neben vielen anderen Daten approximiert. Hier kann neben 
der Ausrichtung und Position den Clusterparametern auch die Lange 
des Geradenstiicks entnommen werden . Bei vielen parallelen oder in 45-
Grad-Schritten gedrehten Geradenstiicken besteht jedoch (besonders bei 
zu geringer Clllsterzahl) die Gefahr, daB unterschiedliche Geraden durch 
ein einziges FC2RS-Cluster eingeteilt werden . 

In Abbildung 7.36liegt die erkannte Clusterkontur etwas zu weit in­
nerhalb der Kreis- und Ellipsenkonturen. Bei den wenigen, weit ausein-
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anderliegenden Daten ist die Standard-Fuzzifizierung der Minimumfunk­
tion nach (7.14) mit d = 28 zu unscharf. Zu viele Daten der Nachbarkan­
ten werden zur Bestimmung der Clusterkanten herangezogen, wodurch 
sich die Kontur zusammenzieht. Hier liiBt sich mit einer etwas schiirfe­
ren Fuzzy-Minimumfunktion (durch einen geringeren Wert fUr d bzw. c) 
eine bessere Approximation zu erzielen. 

Abbildung 7.37: FC2RS-Analyse Abbildung 7.38: FC2RS-Analyse 

Bei Datensiitzen, die ausschlieBlich Rechtecke oder Ellipsen enthal­
ten, schneidet der FC2RS schlechter ab als die speziellen Algorithmen. 
Sind die zu erkennenden Rechtecke im Winkel von 45 Grad zueinander 
gedreht (zum Beispiel Abbildung 7.30), so besteht auch die Gefahr, daB 
Teile unterschiedlicher Rechtecke durch Kanten eines einzigen FC2RS­
Clusters abgedeckt werden. In derartigen Situationen konvergiert der 
Algorithmus besonders leicht in ein lokales Minimum. Sind die Cluster 
jedoch entweder gut getrennt oder ausreichend gegeneinander verdreht, 
so liefert der Algorithmus sehr gute Ergebnisse. Die Abbildungen 7.37 
und 7.38 zeigen dafUr Beispiele. Dabei wurden fur die gut getrennten 
Cluster der Abbildung 7.38 statt der FCSS/FCRS-Initialisierung die Al­
gorithmen von Gustafson-Kessel und Gath-Geva eingesetzt. 

Auch fUr die Rechteckerkennung kann der Einsatz des FC2RS­
Algorithmus von Vorteil sein, wenn sich zusiHzlich kreisformige Cluster 
im Datensatz befinden. Deren Approximation fiihrt manchmal zu einer 
falschen Einteilung, wie Abbildung 7.39 anhand des unteren, rechten 
Clusters zeigt. Daraus resultieren oft auch Fehleinteilungen weiterer 
Cluster. Eine besseren Erkennung der Kreise durch den FC2RS zieht 
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Abbildung 7.39: FCRS-Analyse Abbildung 7.40: FC2RS-Analyse 

hingegen auch eine bessere Erkennung der Rechteckformen nach sich, 
wie die Einteilung aus Abbildung 7.40 zeigt. 

Gegeniiber den Varianten mit der harten Minimumfunktion bedeutet 
die Fuzzifizierung ein erheblich groBeres MaB an Rechenaufwand. Bei 
harten Minimalitiitsgraden fallen in den Summen stets sieben von acht 
(beim FCRS drei von vier) Summanden weg. Durch die Fuzzifizierung 
sind aIle Minimalitiitsgrade groBer Null und aIle acht (beim FCRS aIle 
vier) Summanden miissen berechnet werden. Der Aufwand entspricht 
somit etwa der Einteilung von 8· c (beim FCRS 4· c) Geradenclustern. 
Bei zeitkritischen Anwendungen kann es daher von Vorteil sein, zunachst 
einige Schritte mit der harten Minimumfunktion durchzufiihren, urn Re­
chenzeit zu sparen. 

Zu Beginn der FC2RS-lteration fiihrt die zufallige Initialisierung in 
den ersten Schritten manchmal noch nicht zu einer zielgerichteten Be­
stimmung des Drehwinkel '1', stattdessen andert dieser sich sprunghaft. 
Die Zuordnung der Daten zu den Kanten ist jedoch vom Drehwinkel 
abhangig, so daB seine sprunghafte Veranderung die Berechnung einer 
korrekten Folgeposition erschwert. Es bietet sich daher an, den ermittel­
ten Drehwinkel durch Addition oder Subtraktion von Vielfachen von ~ 
in den Bereich von - ~ bis ~ zu transformieren. Solange der ermittelte 
Drehwinkel ohnehin mehr dem Zufall entspringt, sorgt diese Transfor­
mation wenigstens dafiir, daB die Daten nicht in jedem Schritt vollig 
unterschiedlichen Kanten zugeordnet werden. Die Erkennungsleistung 
beeintrachtigt diese Einschrankung des Drehwinkels nicht, da jedes Clu­
ster durch Drehung urn ein Vielfaches von 45 Grad und zyklischen Aus­
tausch der Kantenparameter in ein solches mit '1' E [-~, ~l iiberfiihrt 
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werden kann. Etwas problematisch wird dieses Vorgehen jedoch, wenn 
ein Drehwinkel urn den Bereich ±~ schwankt, etwa wei I der optimale 
Winkel ~ ist. Es ist in diesem Fall besser, den neuen Drehwinkel im 
Betrag maximal ~ vom alten Drehwinkel abweichen zu lassen. Diese 
Betrachtungen gelten ebenso fUr den FCRS-Algorithmus, jedoch mit je­
weils doppelt so groBen Winkelangaben. 

Zur Konvergenz der FC{2}RS-Algorithmen 

Die aus den Satzen 7.5 und 7.6 abgeleiteten Regeln zur Prototyp­
Bestimmung gehen von den harten Minimumfunktionen aus. Wir 
sind dort genauso vorgegangen, wie bei allen anderen Shell-Clustering­
Algorithmen auch: N ach Aufstellung der Distanzfunktion lei ten wir nach 
den ClustergroBen ab und losen nach ihnen (moglichst explizit) auf. 
Durch EinfUhrung der fuzzifizierten Minimumfunktionen verandern wir 
jedoch die Bewertungsfunktion nachtraglich. Es ist fraglich, ob die Pro­
totypen, die vorher fUr die harten Minimumfunktionen zu einem Mini­
mum in der Bewertungsfunktion gefUhrt haben, dies auch noch nach der 
Modifikation leisten. Beim Modified-FCQS-Algorithmus gab es eine ahn­
liche Situation. Dort wurde die Distanzfunktion nachtraglich geandert, 
ohne daB die Prototyp-Bestimmung angepaBt wurde. Man kann dann 
nur hoffen, daB die Minimierung weiterhin funktioniert. Ganz so extrem 
ist die Situation bei den FC(2)RS-Algorithmen aber nicht. Die Unter­
schiede zwischen der FCQS- und MFCQS-Distanzfunktion sind deutlich 
groBer, als es bei den harten und fuzzifizierten Minimumfunktionen der 
Fall ist. Das folgende Lemma soll zeigen, daB die Verwendung der fuz­
zifizierten Minimumfunktionen nur eine kleine Anderung bedeutet und 
deshalb weiterhin mit einer Minimierung gerechnet werden kann. 

Betrachten wir also ein Datum x und ein Rechteck k. Die Distanzen 
zu allen vier Rechteckkanten bezeichnen wir mit do, d1 , d2 und d3 . Die 
Verwendung der harten Minimumfunktionen reduziert die Distanzfunk­
tion aus Satz 7.5 zu min{do,d1 ,d2 ,d3 }. Das folgende Lemmagibt nun 
eine Abschatzung des Fehlers bei Verwendung der fuzzifizierten Mini­
mumfunktionen. 

Lemma 7.7 {Fehlerabschatzung Minimumfunktionen} Sei 1 
IR+ - IR+ eine streng monoton steigende Funktion mit 1(0) = 0 und 
T} E IR+. Seien mins : IR4 -- [0,1]' (do,d1 ,d2 ,d3 ) 1-+ 2: 3 (J(1.-mH.)2 

,=0 (J(d, -mH.)2 

vier luzzifizierte Minimumlunktionen, wobei m = min{ do, d1 , d2 , d3 }. 
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Dann gilt 

Beweis: Wir fUhren die Abkurzung DB fUr (f(ds - m) + 1J)2 em, 
s E IN~4' Dann folgt 

** < 

*** < 

I doDlD2D3 + Dod1D2 D3 + DoD1d2D3 + DoDlD2d3 _ m I 
DoDlD2 + DoDlD3 + DoD2D3 + DID2D3 

I (d3 - do)DoDlD2 + (d2 - do)DoDlD3 + (d1 - do)DoD2D31 
DoDlD2 + DoDlD3 + DoD2D3 + DID2D3 

I Do [(d3 - do)DlD2 + (d2 - do)DlD3 + (d1 - do)D2 D3l I 
DID2 D3 

I Do(3DlD2D3) I 
DID2 D3 

13Dol = 3(f(do - m) + 1J)2 = 3(f(do - do) + 1Jf 
31J2. 

Fur die Gleichung * nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
an, daB do = min(do, d1, d2, d3) = m gilt. Die Ungleichung ** folgt aus 
DoDlD2 > 0, DoDlD3 > 0 und DoD2D3 > 0, Ungleichung *** folgt 
aus (ds -do) :s; f(ds ) < f(d s )+1J < DB fUr alle s E IN~4' (Dieses Lemma 
kann leicht auf den Fall von acht fuzzifizierten Minimumfunktionen fUr 
den FC2RS verallgemeinert werden.) • 
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Wahlen wir f( x) = x und TJ = E, so erhalten wir eine Abschatzung fUr 
den Fehler der Bewertungsfunktion, der aus der Verwendung der neuen 
Minimumfunktionen (7.12) resultiert. Haben benachbarte Daten einen 
Abstand von 1 und ist E durch (7.23) gegeben, so ergibt sich ein Fehler 
3 i5 = 1.08, d.h. etwa in Hohe der Bildauflosung. Fiir die endgiiltige 
Modifikation (7.14) benutzen wir f(x) = exp(x). Weil im Lemma TJ kon­
stant ist, betrachten wir aile (do, d1 , d2 , d3 ) E JR4 mit gleichem Minimum 
m. Dann ist Modifikation (7.14) identisch zum Fall TJ = E + m. Auf diese 
Weise sehen wir, daB der Fehler durch die Fuzzifizierung mit m ansteigt. 
Je groBer das Minimum (d.h. der Abstand des Datenvektors zum Recht­
eck) ist, desto unscharfer werden die Fuzzy-Minimumfunktionen. Aber 
in der Nahe der Rechteckkontur konvergiert m gegen Null, so daB hier 
mit f( x) = exp( x) und TJ = E das Lemma die gleiche Fehlerabschatzung 
liefert. Der geringe U nterschied zwischen originaler und modifizierte Be­
wertungsfunktion legt also nahe, daB die Berechnung der Prototypen 
nach den Satzen 7.5 und 7.6 auch zu einer Minimierung der Bewertungs­
funktion fiihrt. 

7.4 Rechenaufwand 

Die FC(2)RS-Algorithmen besitzt einen Zeitindex von TFCRS = 4.7.10-4 

bzw. TFC2RS = 9.5.10- 4 . Wie erwartet spiegeJt sich die doppelte An­
zahl von Geradenstiicken, aus der sich die FC2RS-Kontur gegeniiber 
der FCRS-Kontur zusammensetzt, auch in einem doppelten Zeit auf­
wand wieder. Die Abschatzung durch das Vierfache eines Geraden­
Erkennungs-Algorithmus bestatigt sich nicht ganz, weil ja nicht fUr je­
des der vier Geradenstiicke eines Rechtecks die Ausrichtung des Ge­
radenstiicks neu berechnet werden muB. Entsprechend liegt der vier­
fache Zeitaufwand eines AFC-, FCV- oder GK-Algorithmus mit etwa 
4T = 5.8· 10-4 iiber dem tatsachlichen FCRS-Aufwand. 

Die Beispiele bestanden aus rund 200 bis 300 Daten, mit Ausnahme 
der Abbildungen 7.35 und 7.36, die nur etwa 70 Daten umfassen. Die 
Anzahl der Iterationsschritte schwankte zwischen 7 fUr Abbildung 7.34 
und 120, in Ausnahmefallen auch deutlich dariiber. 



Anhang 

A.I Notation 

Bestimmte Symbole, denen im gesamten Text die gleiche Bedeutung zu­
kommt, sind in diesem Anhang aufgefiihrt. Ebenso werden in Tabelle 
A.I die verwendeten Notationen erkHirt, sofern sie nicht der Standard­
schreibweise entsprechen. 

AIle Abbildungen von Clustereinteilungen enthalten in der Bildun­
terschrift den Namen des Algorithmus, der zu der abgebildeten Eintei­
lung gefiihrt hat. Eine Ausnahme bilden diejenigen Abbildungen, die 
denselben Datensatz in verschiedenen Varianten zeigen. Hier ist der ver­
wendete Algorithmus dem Text zu entnehmen, die Bildunterschrift weist 
in diesem Fall auf Unterschiede bei der Einteilung hin. Die Algorithmen 
sind mit den gebrauchlichen Abkurzungen notiert, die auch im Index 
aufgefiihrt sind. In den Kapiteln 2 und 4 handelt es sich grundsatz­
lich urn eine Darstellung der probabilistischen Zugehorigkeiten, sofern 
dem Algorithmusnamen nicht P- vorangestellt ist. Aus Grunden der 
Ubersichtlichkeit werden ab Kapitel 5 auch probabilistische Einteilungen 
durch possibilistische Zugehorigkeiten dargestellt, nicht nur beim Zusatz 
P- im Bildtitel, der auf einen tatsachlichen possibilistischen Durchlauf 
hinweist. Fiir die possibilistische Darstellung probabilistischer Analyse­
ergebnisse wurde fiir aIle 1]-Werte ein konstanter Wert eingesetzt. Fiir die 
Unterschiede zwischen einer probabilistischen und einer possibilistischen 
Einteilung siehe Kapitel 1. 
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Ilxlb Ilxll 
Ilxllp 

A 
A(D,E) 
Afuzzy( D, E) 
b 
IB 
c 

bj,j 

D 
E 
J{ 

n 
IN 
IN 51 

p 

P(A) 
Pm(A) 
IR 
IR+, IR>o 
IR_, IR<o 
T 
U· . 

~,J 

X 
D..j,j 

T 

A Erkennung spezieller Polygonzuge 

Kurzschreibweise fur ein 1-Tupel (aI, a2, ... , at) 
Mit f == x bezeichnen wir eine Funktion f, die kon­
stant auf x abbildet 
Euklidische Norm von x 
p-Norm von x 
Analysefunktion, Definition 1.3, Seite 12 
Analyseraum, Definition 1.1, Seite 11 
Fuzzy-Analyseraum, Definition 1.8, Seite 17 
Bewertungsfunktion, Definition 1.2, Seite 11 
Menge der booleschen Wahrheitswerte {wahr, falsch} 
Anzahl der Cluster, c = IJ{I 
Kronecker-Symbol, bj,j = 1 fUr i = j, sonst bj,j = 0 
Datenraum, Definition 1.1, Seite 11 
Ergebnisraum, Definition 1.1, Seite 11 
Clustermenge, Teilmenge des Ergebnisraums E 
Anzahl der Daten, n = IXI 
Menge der naturlichen Zahlen ohne die Null 
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, 
IN<I = {1,2,3, ... ,1} 
M;nge der natiirlichen Zahlen einschlieBlich der Null 
Teilmenge der natiirlichen Zahlen, 
IN<I = {O, 1,2, ... , I} 
Dimension (Meistens die Dimension des Daten­
raums) 
Potenzmenge von A, P(A) = {XIX ~ A} 
Menge der m-elementigen Teilmengen von A 
Menge der reellen Zahlen 
Menge der positiven, reellen Zahlen 
Menge der negativen, reellen Zahlen 
AT ist die transponierte Matrix zu A 
Zugehorigkeit des Datums Xj EX zum Cluster 
ki E J{ 

Datenmenge, Teilmenge des Datenraums D 
kiirzester Abstandsvektor des Datums Xj zur Kontor 
des Clusters kj , Seite 170 
Parameter des Adaptive-Fuzzy-Clustering­
Algorithmus, Seite 101 
Ausdehnungsfaktor fUr possibilistische Cluster, Sei­
ten 27, 47 
Zeitindex fUr den Rechenaufwand, Seite 58 

Tabelle A.l: Verwendete Symbole und Bezeichner 
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A.2 Einfluf1 der Skalierung auf die 
Clustereinteilung 
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Die Analyseergebnisse, die mit den vorgestellten Algorithmen gefunden 
werden, sind nicht alle unabhangig von der Skalierung des zu analysie­
renden Datensatzes. Dies ist aber bei den Zugehorigkeiten der Fall. Ver­
wendet man eine skalierte Distanzfunktion, so fallt der Skalierungsfaktor 
bei den Zugehorigkeiten nach Satz 1.11 durch die Bildung der relativen 
Distanzen wieder heraus. 1m possibilistischen Fall passen sich die Aus­
dehnungskoeffizienten 'fJ der jeweiligen Skalierung an. Besteht nun das 
Bildungsgesetz fUr die Prototypen aus einfachen Linearkombinationen 
der Daten und Zugehorigkeiten (wie zum Beispiel beim Fuzzy-c-Means), 
so ist auch das Analyseergebnis skalierungsinvariant. 

Abbildung A.I: FCSS-Analyse Abbildung A.2: FCSS-Analyse 

Bei den Algorithmen, die iterativ durch ein Verfahren zur Losung von 
mehrdimensionalen, nicht-linearen Gleichungssystemen zu den Prototy­
pen kommen, ist diese Invarianz nicht notwendig gegeben. Tritt bei dem 
zu 16senden Gleichungssystem die Distanzfunktion (oder ein Teil der Di­
stanzfunktion) quadratisch auf, so ergeben sich durch eine Skalierung un­
terschiedliche Gradienten in der Ableitung, insbesondere beim Ubergang 
der Distanzen aus dem Bereich kleiner Eins in den Bereich von Distan­
zen groBer Eins. Infolgedessen kann das Verfahren eine andere Folge 
von Naherungswerten durchlaufen, die dann moglicherweise in einem 
anderen (lokalen) Minimum endet. Aber auch bei den Algorithmen, die 
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ihre Prototypen explizit berechnen, ist die Invarianz nicht automatisch 
gegeben. Der Fuzzy-c-Spherical-SheUs-Algorithmus besitzt eine hoch­
gradig nicht-lineare Distanzfunktion, was sich auch in der Bildung der 
Protoypen niederschHigt. Die Abbildungen A.1 und A.2 zeigen FCSS­
Analyseergebnisse bei unterschiedlich skalierten Datensatzen. (Die Da­
tensatze wurden fUr die Abbildungen auf eine einheitliche GroBe ska­
liert.) Obwohl auch die Initialisierung der Prototypen angepaBt wurde, 
sind die Analyseergebnisse des FCSS unterschiedlich. Gegenuber Abbil­
dung A.1 (groBter Kreisradius 2) sind die Daten fUr die Einteilung aus 
Abbildung A.2 urn einen Faktor 100 vergoBert worden (groBter Kreis­
radius 200). Wahrend der Algorithmus fUr die Abbildung A.1 nur 17 
Schritte benotigt, braucht er fur die intuitive Einteilung gemaB Abbil­
dung A.2 mehrere hundert Iterationsschritte. 

A.3 Zusammenfassung der FCQS­
Clusterformen 

Jedes FCQS-Cluster wird durch eine Quadrik der Form PlxI + P2X~ + 
P3 X I X 2 + P4XI + P5X2 + P6 = 0 beschrieben. Mit 

( p, 
12 2..!. ), 2 2 

A det 2f P2 E1. 
2 

2..!. E1. P6 2 2 

I PI + P2, 

( PI 
12 ) J det 2f 2 und 
P2 

det ( ~ 
2..!. 

) + det ( ~ Pf) [{ = 2 

P6 P6 

ergeben sich die Quadrikformen aus der TabeUe A.2 (QueUe: [47], siehe 
dort fur den dreidimensionalen Fall). 

A.4 Geradentransformation 

Am Ende des FCQS-Algorithmus werden Hyperbeln, Doppelgeraden 
oder langgestreckte Ellipsen zu Geradenclustern konvertiert, da diese 
Formen in herkommlichen Anwendungen so gut wie nie vorkommen und 
in der Praxis Geradenstucke approximieren. Ausgehend von der ra­
tierten Quadrik Pixi + P2X~ + P4XI + P5X2 + P6 = 0 ohne gemischten 
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I ~ I J I ¥ I K I Clusterform 

#0 >0 <0 reelle Ellipse 
#0 >0 >0 imaginare Ellipse 
#0 <0 Hyperbel 
#0 0 Parabel 
0 <0 zwel reelle, sich schneidende 

Geraden 
0 >0 konjugiert komplexe, sich schnei-

dende Geraden 
0 0 <0 zwei reelle, parallele Geraden 
0 0 >0 konjugiert komplexe, parallele 

Geraden 
0 0 0 zusammenfallende Geraden 

Tabelle A.2: Zweidimensionale Quadriken 

Term XIX2 (siehe Abschnitt 5.7) geben Krishnapuram, Frigui und Nas­
raoui in [47] die folgenden Transformationen in resultierende Geraden 
C2X2 + CIXI + Co = 0 an: 

Eine Hyperbel approximiert zwei Geraden, die in etwa die Lage ihrer 
Asymptoten beschreiben. In diesem Fall haben die Geradengleichun-

gen die Parameter C2 = 1, CI = ffi und Co = .E..i..2 4 J_T2.l. +.1!..L2 bzw. V P2 PI P2 P2 

C2 = 1, Cl = J_T2.l. und Co = _.E..i..2• J_T2.l. + .1!..L2'. Dies sind auch die 
P2 PI P2 po 

Geradengleichungen fUr den Fall zweier sich kreuzenden Geraden. Zwei 
par allele Geraden liegen nach der Rotation parallel zu einer der beiden 
Hauptachsen. Die Parallelen zur x-Achse (also PI ::::::: P4 ::::::: 0) ergeben 
. h d p,±ylp2-4P2P6. SIC aus C2 = 1, CI = 0 un Co =2' , dIe Parallelen zur y-

P2 

A h (I 0) d p.±ylp2 -4PIP6 
C se a so P2 ::::::: Ps::::::: aus C2 = 0, CI = 1 un Co =2' . 

PI 
Manchmal wird eine Gerade durch eine langgestreckte Ellipse approxi-
miert. Eine langgestreckte Ellipse erkennen wir an einem Quotienten aus 
langerer und kiirzerer Ellipsenachse (siehe Bemerkung 6.16), der groBer 
als ein bestimmter Grenzwert C (::::::: 10) ist. Wie bei den parallen Ge­
raden ist die Ellipse so rotiert worden, daB ihre Achsen parallel zu den 
Hauptachsen liegen. Die resultierenden Geraden erhalten wir dann ana­
log zum letzten Fall. Auch den Fall einer flachen Hyperbel konnen wir 
in iihnlicher Weise abdecken: ihre Gestrecktheit erkennen wir wieder am 
Quotienten ihrer Halbachsen: 1st die Querachse parallel zur x-Achse, 
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d.h. .1. (LL4P
2 + ..u...4

P2 - P6) < 0, so handelt es sich unter der Bedingung 
P2 PI P2 

_El. > c 2 urn eine Hache Hyperbel, andernfalls unter der Bedingung 
P2 

_12 > C2 . Wieder erhalten wir die Geradengleichungen analog zum 
PI 

Fall der paralleln Geraden. 
Nachdem die Geradenparameter bestimmt sind, miissen die Geraden 

wieder in das urspriingliche Koordinatensystem rotiert werden. 
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