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sen auch Uberblick, Orientierung und Neugierde fordert. Die beiden Binde zu-
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schlagen, Wiederholen und Dazulernen zu eignen. Da der Text auf begriffliche
Grundlagen und prizise mathematische Argumentation grofien Wert legt, ist er
gewiss auch fiir Fachstudenten passend.

In den ersten drei Abschnitten behandeln wir ausfiihrlich die eindimensionale
Integration, topologische Grundbegriffe und die mehrdimensionale Differen-
tiation. Danach stellen wir in drei weiteren Abschnitten Fourier-Reihen, ge-
wohnliche Differentialgleichungen und die mehrdimensionale Integration im
Uberblick vor. Mit Ausnahme der mehrdimensionalen Integration, die ja tibli-
cherweise Thema einer weiteren Vorlesung ist, enthalten alle Abschnitte voll-
stindige Beweise und daneben auch zahlreiche Ausblicke, fiir deren Behandlung
in der Vorlesung oft keine Zeitist. Insgesamt enthilt das Buch ausreichend Anre-
gungen und Material fiir ein begleitendes Proseminar. Eine genauere Ubersicht
iber die Themen der Abschnitte geben wir im Anschluss an das Vorwort.

Zu den ersten Lesern des Manuskripts gehorten Florian Quiring und Michael
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verbessert. Clemens Heine (Springer Spektrum) hat das Projekt wie immer sach-
kundig begleitet und umgesetzt. Erméglicht wurden die beiden Binde auch
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Die Themen des Buches

Die Analysis wartet mit einer tiberwiltigenden Fiille an spannenden Themen
auf. Sobald die Differentiation und Integration auf der Grundlage des Zahl- und
Grenzwertbegriffs etabliert ist, er6ffnen sich viele Verzweigungen mit unter-
schiedlichem Charakter. Dazu gehoren:

(1)  metrische und topologische Rdume mit ihrer fast ungeheuer zu nennen-
den Erweiterung des Grenzwert- und Stetigkeitsbegriffs,

(2)  die Untersuchung von Teilmengen von reellen Zahlen und die so spiirbar
werdende Magie des Kontinuums und der Grundlagen der Mathematik,

(3) die mehrdimensionale Differentiation mit Tangentialvektoren und
linearen Abbildungen als Ableitungen,

(4)  die in jeder Hinsicht schwergewichtigen Fourier-Reihen mit ihrem
faszinierenden Leitmotiv ,Alles ist eine Schwingung®,

(5) Differentialgleichungen mit unzihligen naturwissenschaftlichen Anwen-
dungen, die weit iiber ,,Kraft ist Masse mal Beschleunigung® hinausgehen,

(6)  die mehrdimensionale Integration mit Volumenberechnungen, Koordi-
natentransformationen und den grofien Integralsitzen von Gaufy und
Stokes,

(7)  die Differentialgeometrie mit Karten, gekriimmten Flichen und allge-
meinen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten,

(8) die Funktionentheorie als elegante komplexe Version der reellen
Analysis,

(9) die Variationsrechnung zur Behandlung von Optimierungsproblemen,

(10) die allgemeine Mafi- und Integrationstheorie und der Aufbau der Wahr-
scheinlichkeitstheorie mit ihrer Hilfe,

(11) die Funktionalanalysis mit Funktionen als Vektoren und neuen Konver-
genzbegriffen,

(12) irdische Fragen der Approximationstheorie und Numerik.
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Ein zweites einfiihrendes Analysis-Buch kann einiges systematisch und anderes
exemplarisch oder im Uberblick behandeln, vieles muss weiterfiihrenden Dar-
stellungen tiberlassen bleiben. Wir wollen die Themen, die fiir dieses Buch
ausgewihlt wurden, nun genauer vorstellen. Die Grofie des Wissensfeldes, die
sich frith erahnen lisst, gibt dabei Anlass zu abstrakten und allgemeinen Be-
griffsbildungen. Sie vertiefen nicht nur unser bisheriges Verstindnis, sondern
ermoglichen auch neue Untersuchungen und besitzen eine ordnende und ver-
netzende Kraft.

Erster Abschnatt : Integration

Die Integration ist neben der Differentiation die zweite tragende Sdule der
Analysis, und eine griindliche Einfithrung in diesen faszinierenden und viel-
schichtigen Begriff zu geben, ist eines der Hauptanliegen des Buches. Nach einer
Motivation des Integrals - Flichenmessung, Finden von Stammfunktionen,
Mittelwertbildung, physikalische Bedeutungen - betrachten wir Partitionen von
Intervallen, Riemann-Summen und das Riemann-Integral. Eine Untersuchung
der Integrierbarkeitsbedingung fithrt uns zum gleichwertigen Darboux-Inte-
gral, das die aus der Schule bekannten Ober- und Untersummen in den Vorder-
grund riickt. Schlieilich erméglicht der Jordan-Inhalt fiir Teilmengen der Ebene
eine Prizisierung der Interpretation des Integrals als Flicheninhalt.

Das dritte Kapitel ist der begrifflichen Untersuchung des Integrals gewidmet.
Wir zeigen, dass Treppenfunktionen, stetige Funktionen, monotone Funktionen
sowie Funktionen mit beschrinkter Variation integrierbar sind. In natiirlicher
Weise fillt dabei das engere Regelintegral mit ab. Es bildet einen instruktiven
Kontrast zum Riemann-Integral und illustriert, dass Integrieren nicht nur im
Hinblick auf kalkulatorische Probleme schwieriger und subtiler ist als Differen-
zieren. Diese Sicht wird durch Beispiele fiir nicht-integrierbare Funktionen
noch verstirkt. Weiter behandeln wir die Vertauschbarkeit von Limesbildung
und Integration und in einem Ausblick charakterisieren wir die Riemann-inte-
grierbaren Funktionen mit Hilfe des elementar zuginglichen Begriffs einer Le-
besgue-Nullmenge als ,fast iiberall“ stetige Funktionen.

Das Thema des vierten und fiinften Kapitels ist der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Er zeigt, dass die beiden Sdulen der Analysis aus dem glei-
chen Marmor gemacht sind und erlaubt uns die einfache Bestimmung von vielen
Integralen. Wir diskutieren zwei Versionen. In der ersten werden Integrale mit
Hilfe von Stammfunktionen berechnet, in der zweiten Stammfunktionen durch
Integration konstruiert. Der Hauptsatz hat zahlreiche Anwendungen: wir kon-
nen den Kalkiil der Integration durch die partielle Integration und die Substituti-
onsregel erweitern, die Kreiszahl 1 als irrational erkennen und neue Beweise fiir
den Satz von Taylor und das gliedweise Differenzieren geben. Als Kontrast be-
trachten wir die Kreisberechnung bei Archimedes.

Im letzten Kapitel des Abschnitts fithren wir uneigentliche Integrale ein, die
unbeschrinkte Flichenmessungen erméglichen. Wir diskutieren das Integral-
vergleichskriterium, die Euler-Mascheroni-Konstante, die Zissoide des Diokles,
die Gaufische Glockenkurve und die Eulersche Gamma-Funktion.
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Zuweiter Abschnatt : Topologische Grundbegriffe

Im Zentrum dieses Abschnitts stehen Begriffe fiir Punktmengen wie zum Bei-
spiel ,offene Menge“, ,,Umgebung eines Punktes“, ,,abgeschlossene Menge®,
yHaufungspunkt einer Menge®, , Inneres, Abschluss und Rand einer Menge*,
yzusammenhingende Menge®, ,dichte Menge®. Wir diskutieren diese Begriffe
in Ubereinstimmung mit der historischen Entwicklung zuniichst anhand der
reellen Zahlen, also auf einer festen Biithne, mit der der Leser vertraut ist. Dabei
lernen wir die Cantor-Menge als Beispiel fiir eine komplizierte, aber noch be-
herrschbare Teilmenge von R kennen. Weiter formulieren wir die e-8-Stetigkeit
einer reellen Funktion in der neuen topologischen Sprache, was einen anspre-
chenden Beweis des Zwischenwertsatzes und eine Prizisierung der Intuition der
Stetigkeit als ,,Erhalt von Nihe® ermoglicht.

Im dritten Kapitel besprechen wir die metrische Rdumen, die aus einer Axio-
matisierung des Abstandsbegriffs fiir Punkte hervorgehen. Abstandsfunktionen
gewinnen wir insbesondere aus Normen auf Vektorriumen und Normen wie-
derum aus Skalarprodukten. Die Konvergenz von Folgen und die Stetigkeit von
Funktionen lassen sich nun ganz allgemein in metrischen Rdumen betrachten,
wodurch der bisherige auf R, C und Funktionenfolgen beschrinkte Rahmen
eine enorme Erweiterung erfihrt. Und auch die fiir R entwickelte topologische
Begriffswelt lisst sich ohne Miihe in das Reich der metrischen Riume iibertra-
gen. Von besonderem Interesse ist der Begriff des Zusammenhangs, den wir in
zwei verschiedenen Interpretationen diskutieren. Schliefflich fithren wir die all-
gemeineren topologischen Riume ein und stellen die Frage nach ihrer Metrisier-
barkeit. Ein Ausblick behandelt die topologische Konvergenz.

Die beiden letzten Kapitel sind dem topologischen Kompaktheitsbegriff ge-
widmet. Wir fithren den von Anfingern oft als schwierig empfundenen Begriff
zunichst fiir das Kontinuum ein und zeigen den Satz von Heine-Borel, demge-
mif} die kompakten Mengen in R genau die abgeschlossenen und beschrinkten
Mengen sind. Weiter zeigen wir, dass stetige Funktionen auf kompakten Men-
gen ihr Maximum und ihr Minimum annehmen und automatisch gleichmifig
stetig sind. Damit erscheint die Kompaktheit als topologische Essenz der beson-
deren Eigenschaften der reellen Intervalle [a, b]. Als Anwendung zeigen wir,
dass je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen reellen oder komplexen
Vektorraum dquivalent sind. Weiter beweisen wir die im ersten Abschnitt ange-
gebene Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit. Aufbauend auf diese
Erfahrungen in R untersuchen wir kompakte Mengen in beliebigen metrischen
Riumen. Der Satz von Heine-Borel ist hier im Allgemeinen nicht mehr giiltig.
Jedoch ist eine Charakterisierung der Kompaktheit mit Hilfe konvergenter Teil-
folgen moglich, in Erweiterung des Satzes von Bolzano-Weierstrafi. Die fir die
reellen Zahlen durchgefiihrte Analyse stetiger Funktionen auf kompakten Men-
gen erginzen wir im allgemeinen Rahmen durch den Homéomorphiesatz und
einen neuen Beweis der automatischen gleichmifiigen Stetigkeit mit Hilfe der
Lebesgue-Zahl einer Uberdeckung. Der Abschnitt schlieit mit einem Blick auf
die Hausdorff-Metrik und der Konstruktion fraktaler Gebilde wie dem Sier-
pinski-Dreieck und der Koch-Kurve.
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Dritter Abschnitt : Mehrdimensionale Differentiation

Gegenstand dieses Abschnitts sind differenzierbare Funktionen, die auf einer
Teilmenge eines Raumes R" definiert sind und Werte in einem Raum R™ anneh-
men. Die eindimensionale Differentiation entspricht also dem Fallm =n = 1.

In den beiden ersten Kapiteln betrachten wir n = 1, m > 1 und stetige Funktio-
nenf:[a,b] — R™ sogenannte Kurven. Die Ableitung einer Kurve kann iiber
die Ableitung ihrer Komponenten erklirt und durch Tangentialvektoren veran-
schaulicht werden. Ein Ausblick iiber Peano-Kurven zeigt, dass raumfillende
Kurven existieren, die unseren Dimensionsbegriff in Frage stellen. Stetig diffe-
renzierbaren Kurven kénnen wir dagegen eine Linge zuweisen, die wir in Ana-
logie zur Riemann-Integrierbarkeit definieren. Wir begriinden eine Formel fiir
die Lingenberechnung physikalisch und berechnen die Lingen von Zykloiden,
Ellipsen, Lemniskaten und anderen Kurven. Danach beweisen wir die Formel
mit Hilfe des Variationsbegriffs. Weiter fithren wir Kurvenintegrale fiir skalare
und vektorwertige Funktionen ein. Eine Erginzung behandelt die Sektorformel
von Leibniz.

Ab dem dritten Kapitel lassen wir mehrdimensionale Definitionsbereiche zu.
Die uns aus dem Eindimensionalen bekannte Linearisierung steht im Zentrum.
An die Stelle von Ableitungszahlen treten Jacobi-Matrizen und die zugehérigen
linearen Abbildungen. Wie frither gewinnen wir Ableitungsregeln, und auch
eine Version des Mittelwertsatzes gilt. Mit dem Hauptsatz tiber implizite Funk-
tionen lernen wir einen der wichtigsten Sitze der Analysis kennen. Wir motivie-
ren ihn durch das Losen von Gleichungssystemen und gewinnen aus ihm den
Satz iiber die Umkehrfunktion und den Offenheitssatz. In einem Ausblick geben
wir einen kurzen Beweis mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes. Im vierten
Kapitel verlassen wir das Thema ,,Linearisierung* kurzfristig zugunsten partiel-
ler Ableitungen, bei denen wir eine Komponente der betrachteten Funktion
nach einer gewissen Variablen differenzieren und die anderen Variablen wie
Konstanten behandeln. Wir sehen, dass die Jacobi-Matrix aus allen méglichen
partiellen Ableitungen gebildet ist und dass die Stetigkeit der partiellen Ablei-
tungen die Differenzierbarkeit garantiert. Weiter beweisen wir den Satz von
Schwarz iiber mehrfache partielle Ableitungen und einen Vertauschungssatz
iber partielle Ableitung und Integration. Zur Klirung der Verhiltnisse untersu-
chen wir eine Reihe von Gegenbeispielen.

Im finften und sechsten Kapitel stellen wir Anwendungen der Theorie vor.
Wir besprechen Gradienten, Richtungsableitungen, die Divergenz, Rotation
und den Laplace-Operator sowie Kurvenintegrale in Gradientenfeldern. Wei-
tere Anwendungen liefert die mehrdimensionale Taylor-Entwicklung. Sie spielt
insbesondere in der mehrdimensionalen Kurvendiskussion eine Schliisselrolle,
zu deren Hauptaufgaben wie im Eindimensionalen das Auffinden von lokalen
Extrema gehort. Wir zeigen, wie sich der Gradient und die Hesse-Matrix einer
Funktion zur Identifikation lokaler Extremalstellen einsetzen lassen. Zudem un-
tersuchen wir bedingte lokale Extrema, die Multiplikatorregel von Lagrange und
Tangentialriume. Der Abschnitt schliefit mit einem Ausblick tiber analytische
Beweise des Spektralsatzes der Linearen Algebra.
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Vierter Abschnitt: Uberblickswissen Fourier-Reiben

Wir gehen der mathematisch, naturwissenschaftlich, technisch und historisch
bedeutsamen Frage nach, ob und wie sich periodische Funktionen als unendliche
Uberlagerung von Elementarschwingungen darstellen lassen. Nachdem wir das
Problem zur Vereinfachung nach C iibersetzt haben, beweisen wir klassische
Konvergenzergebnisse: den punktweisen Konvergenzsatz von Dirichlet mit
Hilfe des Lemmas von Riemann, den gleichmifiigen Konvergenzsatz mit Hilfe
der Besselschen Ungleichung sowie den Satz iiber die Konvergenz im quadrati-
schen Mittel mit Hilfe eines Skalarprodukts fiir periodische Funktionen. In ei-
nem Ausblick diskutieren wir die Fourier-"Transformation.

Fiinfter Abschnitt: Uberblickswissen Gewobnliche Differentialgleichungen

Anhand einfacher Gleichungen wie y” = 0, ¥’ = cy oder y” = -y motivieren wir
Differentialgleichungen und Anfangswertprobleme. Nach einer Visualisierung
der Problemstellung durch Richtungsfeldern untersuchen wir lineare Differen-
tialgleichungen und solche mit getrennten Variablen. Diesen speziellen Lo-
sungsverfahren stellen wir einen allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
zur Seite, den wir unter Einsatz des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen. Nun
betrachten wir lineare Systeme und als wichtige physikalische Anwendung den
gedidmpften harmonischen Oszillator. Physikalisch motiviert ist auch die Model-
lierung einer ortsabhingigen Beschleunigung, die wir exemplarisch anhand des
Kreispendels genauer ausfiihren.

Sechster Abschnitt: Uberblickswissen Mebrdimensionale Integration

Wir erweitern das Riemann-Integral auf Funktionen mit mehrdimensionalen
Definitionsbereichen. Der enge Zusammenhang mit dem Jordan-Inhalt bleibt
dabei bestehen. Weiter zeigt sich, dass das mehrdimensionale Integral oft als
mehrfaches eindimensionales Integral dargestellt werden kann, sodass der eindi-
mensionale Kalkiil eingesetzt werden kann. Uber die Berechnung des Kugel-
volumens gelangen wir zum Cavalierischen Prinzip und iiber Kegelstiimpfe zu
einer anschaulich begriindeten Formel fiir den Inhalt von Rotationsflichen, die
wir auf Kugeln, Tori und Rotations-Ellipsoide anwenden. Danach fithren wir
ebene und riumliche Polarkoordinaten sowie Zylinderkoordinaten ein und be-
reiten so die allgemeine Transformationsformel vor. In einem Ausblick untersu-
chen wir die Oberflicheninhalte von Funktionsgraphen.

Exkurs: Von der Partialbruchzerlegung zu den elliptischen Funktionen

Durch Partialbruchzerlegung konnen wir zeigen, dass jede rationale Funktion
eine elementare Stammfunktion besitzt. Die Frage, wie sich dieses Ergebnis
noch verbessern lisst, fithrt uns zu den elliptischen Integralen, denen wir im Ver-
lauf schon mehrfach begegnet sind. Wir fithren elliptische Funktionen ein, mit
deren Hilfe wir das Kreispendel 16sen.
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Reelle und komplexe Zahlen

Folgen und Reihen

Stetige Funktionen

N

Topologische
Grundbegriffe,
in Ausziigen
Differentiation
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Differentialgleichungen Fouf'ler—Relhen,
& Mehrdimensionale Anfiinge
Integration, Anfinge Topologische
/ Grundbegriffe \
Gewohnliche Fourier-Reihen

Differentialgleichungen

Mehrdimensionale
Differentiation

Mehrdimensionale
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Das Diagramm visualisiert in vereinfachter Form die Abhingigkeiten der zehn Ab-
schnitte der beiden Binde. Von den Zahlen fiihrt ein natiirlicher Weg zur Integration.
Die Topologie kann prinzipiell sehr friih studiert werden, wobei der Abstraktionsgrad
hier streckenweise recht hoch ist und zuweilen auch auf die Integration Bezug ge-
nommen wird. Der Abschnitt iiber Fourier-Reihen kann gleich nach der Integration
gelesen werden und eignet sich auch als Grundlage eines begleitenden Proseminars;
am Ende werden einige metrische Begriffe verwendet, die aber im Text auch an Ort
und Stelle erklirt werden. In die Abschnitte iiber gewohnliche Differentialgleichun-
gen und die mehrdimensionale Integration kann man ebenfalls hineinlesen, sobald
man die eindimensionale Differentiation und Integration beherrscht. Gleiches gilt
auch fiir den Exkurs.
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1. Das Riemann-Integral

In diesem Kapitel entwickeln wir die Grundlagen der eindimensionalen reellen
Integrationstheorie. Wir definieren das Riemann-Integral und das aus der
Schule anschaulich bekannte dquivalente Darboux-Integral. Eine Schlisselrolle
spielen dabei Partitionen von Intervallen mit und ohne Stiitzstellen. Zur Prizi-
sierung der Idee der Flichenmessung diskutieren wir den Jordan-Inhalt fiir die
Ebene und seine enge Beziehung zum Riemann-Integral.

Motivationen

Der Integralbegriff lisst sich auf vielerlei Arten motivieren:

(1) Flichenmessung: Welchen Inhalt hat die von der Parabel f(x) = x* und der
x-Achse im Intervall [0, 1] eingeschlossene Fliche? Welchen Inhalt hat
die von cos(x) und der x-Achse im Intervall [0, 2] eingeschlossene Fliche,
wenn die Fliche unterhalb der x-Achse negativ zihlt? Welchen Inhalt ha-
ben Teilmengen der Ebene wie Kreise, Ellipsen, Kleeblitter?

(2) Auftinden von Stammfunktionen: Wann und wie findet man, gegeben f,
eine Stammfunktion von f, d.h. eine Funktion F mit F" = f?

(3) Mittelwertbildung: Welchen mittleren Wert besitzt eine auf [a, b] defi-
nierte Funktion f?

(4) Physikalische Fragen: Welchen Weg legt ein K6rper zurtick, der sich zur
Zeit t € [a, b] mit der Geschwindigkeit v(t) bewegt? Welche Energie
verbraucht ein elektrisches Gerit, das zur Zeit t € [a, b] die momentane
Leistung p(t) besitzt?

Im Folgenden lassen wir uns von der geometrischen Motivation der signierten,
d.h.vorzeichenbehafteten Messung einer durch eine Funktion gegebenen Fliche
leiten. Auf die Frage der Messung der Fliche einer beliebigen Teilmenge der
Ebene gehen wir im Verlauf der Darstellung ein. Das Problem des Auffindens
von Stammfunktionen wird das dritte Kapitel dominieren, und erst dann, wenn
wir die Integration als Umkehrung der Differentiation erkannt haben, werden
wir viele Integrale ohne Miihe berechnen kénnen. Die Etappen des vor uns lie-
genden Weges sind also:
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- geometrisch motivierte Konstruktion des Integrals,

- Untersuchung seiner elementaren Eigenschaften,

- Klirung des Zusammenhangs zwischen Integration und Differentiation,
- Etablierung eines Kalkiils der Integration.

Die obigen Motivationen (3) und (4) spielen zunichst nur eine Nebenrolle,
was ihr Gewicht nicht schmilert. Die auf den ersten Blick vielleicht etwas un-
scheinbare Mittelwertbildung (3) ist speziell fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie
von grofier Bedeutung. Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen, also ihr ,,mit
Wahrscheinlichkeiten gewichteter” Mittelwert, wird dort mit Hilfe von Integra-
len definiert und untersucht. Weiter sind die in Punkt (4) angesprochenen physi-
kalischen und naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen der Integrati-
onstheorie kaum zu tiberblicken, und seit der Erfindung der Differential- und
Integralrechnung bestehen enge Wechselwirkungen zwischen der Mathematik
und den Naturwissenschaften. Der Mathematik kommt die Aufgabe zu, die
Theorie zu etablieren, um sie in priziser, allgemeiner und abgesicherter Form
den anderen Wissenschaften zur Verfiigung stellen zu kénnen.

Die verschiedenen Integrationsbegriffe

Wir werden im Verlauf der Darstellung das Riemann-Integral, das Darboux-
Integral und das Regelintegral kennenlernen, und auch von einem Lebesgue-
Integral wird die Rede sein. Der Leser wird sich nun vielleicht fragen:

Gibt es denn verschiedene Integrale?
Ist das Integral einer Funktion f: [a, b] — R etwa mebrdeutig?

Die Anwort auf die erste Frage ist: Ja, es gibt verschiedene Integrationsbegriffe!
Die Antwortauf die zweite Frage ist: Nein, das Integral einer Funktion - eine reelle
Zahl - ist fiir jeden Integrationsbegriff gleich, wenn es denn definiert ist. Es gilt:

Die verschiedenen Integrationsbegriffe unterscheiden sich nur
durch die Menge der integrierbaren Funktionen.

Das Integral der Sinus-Funktion auf [0, 1] ist also fiir jedes Integral, das diese
Funktion integrieren kann, 1 - cos(1) = 0,4596..., und nicht etwa 0,4453... fir
ein ,,A-Integral®“ und 0,4623... fiir ein ,,B-Integral“. Es kann aber sein, dass eine
Funktion fauf [0, 1] zu kompliziert fiir das A-Integral ist, wihrend sie mit dem
B-Integral integriert werden kann. Ein Beispiel hierzu: Ein sehr einfaches Inte-
gral konnen wir erkliren, indem wir das Integral einer konstanten Funktion f
auf [0, 1] mit f(x) = ¢ fuir alle x als ¢ definieren. Dieses Integral kann den Sinus
auf [0, 1] nicht integrieren, stimmt aber auf seinem Definitionsbereich - den
konstanten Funktionen auf [0, 1] - mit allen umfassenderen Integralen wie
dem Regel- oder Riemann-Integral iiberein.
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Mathematiker méchten naturgemifi gerne moglichst viele Funktionen inte-
grieren konnen und ein Integral mit bestméglichen Eigenschaften zur Verfi-
gung haben. Im Gegensatz zur Ableitung {’, die recht schnell definiert ist, ist die
Einfithrung eines leistungsfihigen Integrals komplizierter und der Aufwand
steigt mit der Menge der Funktionen, die erfasst werden sollen. Da man dem An-
finger nicht von Beginn an das sehr allgemeine, aber nicht leicht zu konstruie-
rende Lebesgue-Integral zumuten méchte, begniigt man sich zunichst mit dem
Riemann- bzw. Darboux-Integral, oder sogar mit dem noch etwas spezielleren
Regelintegral. Diese Integrale sind nicht zuletzt auch im Hinblick auf die Mathe-
matik der Schule besonders wichtig, und die Erfahrungen, die man mit ihnen
sammelt, sind auch in der Lebesgueschen Integrationstheorie wertvoll. Die
Schwichen dieser Integrale lassen sich zudem zur Motivation und Bewertung ei-
nes allgemeineren Integrals verwenden.

Wir stellen im Folgenden das Riemann-Integral in den Mittelpunkt. Es kann
etwas mehr Funktionen integrieren als unbedingt nétig, aber auch weniger als
moglich. Das Regelintegral fillt bei der Untersuchung des Riemann-Integrals
in natiirlicher Weise mit ab, und wir lernen so ein instruktives Beispiel fiir eine
alternative und nicht dquivalente Konstruktion eines Integrals kennen. Beide
Integrale sind attraktiv und anschaulich. Viele Motive tauchen auf, die spiter
wiederkehren werden, um erweitert und variiert zu werden.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun ein ebenso einfaches wie
wichtiges technisches Hilfsmittel einfithren, das uns zusammen mit einer
Grenzwertbildung tiberraschend schnell an unser erstes Ziel — der Definition
des Riemann-Integrals - bringen wird:

Partitionen kompakter Intervalle

Definition (Partition, Zerlegungspunkte, Stiitzstellen)
Sei [a, b] ein reelles Intervall. Weiter seien t, ..., t,, X, .-, X, € R mit

a=t0SXOSt1SXIS...StnSXnSb.

Dann nennen wir p = (ty, X))k <, €ine Partition von [a, b] der Lange n + 1 mit
Zerlegungspunkten t. und Stiitzstellen x,. Wir setzen zusitzlich immer

the1 = b.

0= ty X0 t X1 HL=x) G X3 ty X4 ts = 1
Das Diagramm zeigt eine Partition p = (t,, ) <4 des reellen Intervalls [0, 1].
Die Linge der Partition ist 5. Die Stiitzstelle x, fillt mit dem Zerlegungspunkt
t, zusammen (auch x, = t; wire moglich). Per Konvention ist ts als 1 definiert.
Die gezeigte Partition werden in diesem Kapitel noch mehrfach verwenden.

Weiter definieren wir:
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Definition (Feinbeit ciner Partition)
Sei p = (ty, X<, eine Partition von [a, b] und sei & 2 0. Dann heifit p eine
Partition der Feinbeit & oder eine 8-Partition, falls gilt:

te,; -t <O firallek<n.

Die reelle Zahl

d(p) = maxy<, (te, 1 - t)

heifit die (minimale) Feinbeit der Partition p.

Ist p eine Partition der Feinheit 8 und & > §, so ist p auch eine Partition der
Feinheit &". Weiter ist jede Partition p eines Intervalls [a, b] eine Partition der
Feinheit 8(p), und es gilt 8(p) <b - a.

Besonders einfache Partitionen erhalten wir, wenn wir das betrachtete Inter-
vall in gleichlange Stiicke zerlegen:

Definition (dquidistante Partitionen)
Eine Partition (ty, Xy )y <, von [a, b] heifit dguidistant, falls gilt:
b -

a L.
t,p - G = fiir alle k< n.
n +

Fiir eine dquidistante Partition p von [a, b] der Linge n + 1 gilt

b-a
8(p) = = t1 . to.
n+1
Die Feinheiten einer Folge dquidistanter Partitionen, deren Lingen gegen un-
endlich konvergieren, konvergieren damit gegen Null.
Wichtige Typen von Partitionen sind:

Definition (linksseitige, mittige und rechtsseitige Stiitzstellen)
Sei p = (ty, Xk < €ine Partition von [a, b]. Dann hat p

(a) linksseitige Stiitzstellen, falls x; = ¢ fiir alle k<n,
(b) muttige Stiitzstellen, falls x; = (t + t,1)/2 fir alle k<n,
(c) rechtsseitige Stiitzstellen, falls x, = t, | fiir alle k<n.

Fiir die dquidistante Partition p = (ti, x)i <3 von [0, 1] der Linge 4 mit mittigen
Stiitzstellen gilt zum Beispiel

t0=07 t1=%’ t2=%a t3=%7 t4=1a

1 3 5 7
X= = Xx=— X=— X3= —.

8
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Riemann-Summen und Riemann-Integral

Wir betrachten zunichst nur Funktionen, die auf kompakten Intervallen [a, b]
definiert sind. (Spiter werden wir auch halboffene, offene und auch unbe-
schrinkte Definitionsbereiche mit einbeziehen.) Mit Hilfe des Partitionsbegriffs
kénnen wir endliche Summen definieren, die Approximationen an den gesuch-
ten signierten Flicheninhalt einer Funktion f auf [a, b] darstellen:

Definition (Riemann-Summe bzgl. einer Partition)
Seif:[a,b] — R, undseip = (ty, x)r <, €ine Partition von [a, b]. Dann
setzen wir:

2o = 2ian f) (e -t

Die reelle Zahl Y. , f heifit die Riemnann-Summe der Funktion f bzgl. der
Partition p.

Wir werten also f an den Stiitzstellen einer Partition aus und multiplizieren
diese Werte mit den Lingen der zugehorigen Partitionsintervalle. Die Summe
dieser Produkte ist die Riemann-Summe von f bzgl. p.

Visualisiert ist die Riemann-Summe einer Funktion f: [0, 1] — R fiir die obige
Partition p = (ty, X )r<4 von [0, 1]. Die reelle Zahl pr ist der signierte Inhalt der
grauen Fliche.

Feinere Partitionen liefern in der Regel bessere Approximationen an den ge-
suchten Flicheninhalt. Streben die Riemann-Summen 3., f bei immer feineren
Partitionen gegen eine gewisse reelle Zahl ¢, so sehen wir c als den gesuchten Fli-
cheninhalt an. Wir erhalten so den klassischen Integrationsbegrift der Analysis:
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Definition (Riemann-Integrierbarkeit und Riemann-Integral)
Eine Funktion f: [a, b] — R heifit (Riernann-) integrierbar, falls gilt:

Es gibt ein ¢ € R, sodass fiir alle € > 0 ein 8 > 0 existiert mit:
Fiir alle Partitionen p von [a, b] der Feinheit 8 gilt | X ,f - ¢| < e.
(Integrierbarkeitsbedingung)

Die reelle Zahl ¢ heifit dann das (bestimmte) (Riemann-) Integral von f, und wir
schreiben

c = Iff) = fbf - fbf(x)dx - fbf(t)dt -

Weiter setzen wir:

a b
f fx)dx = - f f(x) dx. (Riickwirtsintegral)
b a

In kompakter Quantorenschreibweise lautet die Integrierbarkeitsbedingung:
e Ve>038>0VpB(p) <8 — [Z,f - ¢| <9,
wobei wir vereinbaren, dass der Allquantor tiber p sich auf alle Partitionen

p = (ti, Xk <n

von [a, b] bezieht. Die Definition ist aus logischer Sicht also relativ komplex, ins-
gesamtvier Existenz- und Allquantoren wechseln sich ab. Wir werden die Bedin-
gung im Folgenden genauer untersuchen und dabei auch eine Reihe von dquiva-
lenten Formulierungen kennenlernen. Kurz lisst sie sich so zusammenfassen:

Die Riemann-Summen Y, » f liegen beliebig nabe bei c,
falls p hinreichend fein ist.

Eine erste Diskussion des Integralbegriffs
Leicht zu sehen ist:
Satz  (Eindeutigkeit des Integrals)
Das Integral ¢ einer Funktion f: [a, b] — Ristim Fall der Existenz
eindeutig bestimmt.

Ebenso sind integrierbare Funktionen automatisch beschrinkt:

Satz  (Beschrinktheit integrierbarer Funktionen)
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Dann ist f beschrinkt.
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Die Beweise der beiden Sitze kénnen dem Leser iiberlassen bleiben. Schwieri-
ger zu zeigen ist dagegen, dass man sich in der Definition des Integrals auf dqui-
distante Partitionen beschrinken kann. Hierzu definieren wir:

Definition (iguidistante Integrierbarkeit)
Eine Funktion f: [a, b] — R heifit dguidistant integrierbar, falls gilt:

Es gibt ein ¢ € R, sodass fiir alle € > 0 ein & > 0 existiert mit:

Fiir alle dquidistanten Partitionen p von [a, b] der Feinheit 8 gilt
|2, - c| <= (dquidistante Integrierbarkeitsbedingung)

Es gilt:

Satz  (Beschrinkung auf dquidistante Partitionen)
Seif:[a,b] — R. Dann sind dquivalent:

(a) fistintegrierbar.

(b) f istdquidistant integrierbar.

Der Beweis der nichttrivialen Implikation von (b) nach (a) wird relativ ein-
fach, wenn Darbouxsche Ober- und Untersummen zur Verfiigung stehen. Wir
werden diese Summen im nichsten Kapitel einfithren und dann auf die dquidi-
stanten Partitionen zuriickkommen. Man kénnte sich in der Definition der In-
tegrierbarkeit von vornherein auf dquidistante Partitionen beschrinken. Dies
erscheint aber sowohl aus theoretischer wie auch aus numerischer Sicht unna-
tirlich. Zudem lauern hier versteckte Gefahren: Beschrinkt man sich auf dqui-
distante Partitionen und zudem auf linksseitige, mittige oder rechtseitige
Stiitzstellen, so geht die Aquivalenz zur Riemann-Integrierbarkeit verloren
(ein Beispiel hierfiir werden wir in 1.3 kennenlernen). Diese Uberlegungen
zeigen bereits, dass der Integrationsbegriff wesentlich subtiler ist als der Begriff
der Ableitung.

Bemerkungen zur Notation

Das von Leibniz eingefiihrte Integralzeichen

13
”»

erinnertan ,, 2. “ und damit an ,Summe*. Man kann das Riemann-Integral intui-
tiv als Summation iiber die Produkte

f(x) - dx, xe[a,b],

auffassen, die Rechtecken mit einer infinitesimal kleinen Waagrechten entspre-
chen. Unsere €-3-Definition verbleibt aber im archimedisch angeordneten Kor-
per R. Wie fiir Grenzwerte und Differentialquotienten brauchen wir keine infi-
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nitesimalen Grofien und die zugehorige Theorie der Nonstandard-Analysis, um
das Integral lupenrein zu definieren. Damit erscheint die funktionale Notation
I(f) angemessener als die Leibniz-Notation

b
f f(x) dx. Gy Integral von a bis b iiber f(x) dx*)

a
Denvier Zeichen in , I(f)“ stehen neun Zeichen bei Leibniz gegeniiber. Die Inte-
grationsvariable x ist austauschbar, und das dx hat keine offizielle Bedeutung.
Dennoch wird das Integralzeichen einschliefilich dx bis heute sehr hiufig ver-
wendet. Wir werden sehen, dass sie sich hervorragend eignet, um einen lei-
stungsfihigen Kalkiil zu formulieren. Der Triumph der Integralrechnung ist
auch auf die Notation von Leibniz zuriickzufiihren, die man als Geniestreich be-
zeichnen darf. Ein erstes Beispiel fiir ihre suggestive Kraft erhalten wir, wenn wir
die Grenzen am Integralzeichen zur Einschrinkung verwenden. Ist f: P — R
eine Funktion, P ¢ R, und [a, b] < P derart, dass {|[a, b] integrierbar ist, so
schreiben wir kurz

b b

f fx)dx anstelle von f (f|[a, b)) dx (= I(f|[a, b]).

a a

Die Notation ,,von a bis b“ auf der linken Seite ist so klar, dass die rechte Seite fast
schwerfillig wirke. Weiter eignet sich die Leibniz-Notation zur rechnerischen
Manipulation von Funktionen, die durch Terme definiert werden. So sind etwa
f b

b b
X dx, f tx*dx (teine Konstante), f tx* dt (x eine Konstante)
a a a

hervorragend les- und handhabbar. Der zu integrierenden Funktion muss kein
Name wie f, g, h gegeben werden, was ein einfaches Hinschreiben und flissiges
Umformen erméglicht (der Leser vergleiche die Situation mit Folgen und Rei-
hen, etwa (n?), < ). Schreibt man I(x*), so fehlen die Grenzen, und bei I(tx?) ist
nicht klar, ob eine Funktion in x oder in t zu integrieren ist.

Aber auch die sachlich-moderne I(f)-Notation bringt in vielen Kontexten
Vorteile mit sich. Sie legt es nahe, das Integral I als eine Abbildung aufzufassen,
die einer integrierbaren Funktion auf einem bestimmten fest gewihlten Intervall
[a, b] eine reelle Zahl I(f) zuweist. Wir werden gleich sehen, dass

V = V([a,b]) = {f:[a,b] — R | fistintegrierbar }

ein R-Vektorraum ist, und dass

I:V-R

ein lineares Funktional auf diesem Vektorraum darstellt, d.h., es gilt
I(af + Bg) = ol(f) + BI(g) furallef,ge Vundo,feR.

Dieser wichtige Aspekt wird bei der Leibniz-Notation nicht so deutlich wie bei
der funktionalen Schreibweise. Kurz: Beides ist gut und niitzlich.
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Elementare Eigenschaften des Integrals

Folgende Eigenschaften sind stindig im Einsatz:

Satz

(elemmentare Eigenschaften des Integrals)

Sei [a, b] € R. Dann gilt fiir alle integrierbaren Funktionen f,g: [a,b] — R,
alle o, € Rund alle s,t € [a, b]:

b
(a) f ldx = b - a, (Normiertheit)

b b b
(b) f ofx) + Bgk) dx = « f fx)dx + B f o) dx,  (Linearitit)

b b

©) f fx)dx < f gx)dx, fallsf < g, (Monotonie)
a a
t

(d) f f(x) dx existiert, (Einschrankung)
S
b s b

) f fx)dx = f fods + [ £ dx (Aufspaltung)
a a S

Beweis

zu (a): Istf:[a,b] — R die konstante Funktion mit f(x) = 1 fur alle

x € [a, b], so gilt fiir jede Partition p = (ty, 1)<, von [a, b]:
zpf = Dken ) (a1 = ) = Xpen (i1 ~ ) = thy -ty = b-a

Damit ist das Integrierbarkeitskriterium fiir c = b - a erfiillt, da
|2 ,f - c| =0 fiir alle Partitionen p gilt.

zu (b): Seien also f, g integrierbar und o, B € R. Wir setzen

c=1f), d =1, h = of + Bg.

Wir zeigen, dass die Integrierbarkeitsbedingung fiir h fiir den Wert
oc + Bg erfiillt ist, sodass also I(h) = o.c + B g. Dabei verwenden wir, dass
fiir jede Partition p = (t, X )y <, von [a, b] gilt:

(+) 2X,h = Y (af+Bg) = aX, f+PX, g

Sei nun also € > 0. Aufgrund der Integrierbarkeit von f und g existiert
ein 8 > 0, sodass fiir jede 8-Partition von [a, b] gilt:

€ €
|O(| |2pf_c| < 77 |I3| |2pg_g| < 7
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Dann gilt aber fiir jede §-Partition p von [a, b] nach (+) und der Drei-
ecksungleichung, dass

|th—(occ+Bd)| = |Oczpf—occ+[32pg—[3d| <
|0€| |zpf_cl + |B| |ng_d| <

£y &

2 2 '
2u ©), @), ©):

- Ubung.

Die Eigenschaft (b) beinhaltet die Integrierbarkeit der Funktion of + B g fiir
integrierbare Funktionen f und g und reelle Zahlen o, B. Die integrierbaren
Funktionen auf [a, b] bilden damit einen Unterraum V des R-Vektorraums al-
ler reellen Funktionen auf [a, b]Jund I: V — R ist ein lineares Funktional auf
diesem Unterraum. Im vierten Abschnitt werden wir mit Hilfe von Integralen
ein Skalarprodukt und damit eine geometrische Struktur auf diesem Unter-
raum einfithren.

Der Beweis der Linearitit des Integrals ldsst sich kurz so zusammenfassen:

Die endlichen Riemann-Summen vererben die Linearitit auf das Integral.

Der relativ einfache Beweis der Linearitit ist eine Stirke des Ansatzes, Flichen
mit Hilfe von Riemann-Summen zu messen. Bei Ausschopfungsverfahren ist
diese Eigenschaft schwieriger zu beweisen. Wir kommen im nichsten Kapitel bei
der Diskussion des Jordan-Inhalts darauf noch zuriick. Eine anschauliche Inter-
pretation der Linearitit besprechen wir in den Erginzungen E1.

Fiir die Monotonie gilt wie fiir die Linearitit: < iibertrigt sich von den Rie-
mann-Summen auf das Integral. Wihrend bei Grenziibergingen die strenge
Monotonie oft verloren geht (1/n > 0 fur alle n 2 1, aber lim,»; 1/n = 0), bleibt
beim Integral die Kleiner-Relation erhalten: Ist f < g, so ist I(f) < I(g). Einen Be-
weis hierfiir geben wir in 2.1 mit Hilfe des Baireschen Kategoriensatzes.

Eine wichtige Stabilititseigenschaft des Integrals ist:

Satz  (Anderung an endlich vielen Stellen)
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Weiter sei g: [a,b] — R derart, dass

E = {xe[a,b] | 9 # g}
endlich ist. Dann ist g integrierbar, und es gilt I(f) = I(g).

Das Integral ist also unempfindlich gegentiber einer endlichen Werteverinde-
rung. Insbesondere ist das Integral fiir jede Funktion, die nur an endlich vielen
Stellen von 0 verschieden ist, gleich 0. Wir werden spiter sehen, dass der Satz im
Allgemeinen nicht mehr giiltig ist, wenn sich die Funktion g an abzihlbar vielen
Stellen von der Nullfunktion unterscheidet. Die Integrierbarkeit von g kann
dann verletzt sein.
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Die Limesformulierung der Integrierbarkeit

In der Integrierbarkeitsbedingung haben wir eine €-8-Formulierung verwen-
det. Um den Ubergang von den Approximationen zum Grenzwert deutlicher zu
machen, formulieren wir die Integrierbarkeitsbedingung noch etwas um. Hierzu
definieren wir:

Definition (Limesnotation fiir Riemann-Summen)
Seif:[a,b] — Rund ce R. Dann schreiben wir

limg(w -0 zp f = C,
falls gilt:

Fiir jede Folge (p,),en von Partitionen von [a, b] mit lim,, 8(p,) = 0 gilt
lim, 2, f=c.

Leicht zu sehen ist:

Satz  (Limesformulierung der Integrierbarkeit)
Seien f: [a,b] — Rund c € R. Dann sind dquivalent:

(a) fistintegrierbar und I(f) =
(b) hmg(p) =0 Zp f = C.

Der Leser vergleiche diesen Satz (und seinen Beweis) mit der Aquivalenz der
€-0-Stetigkeit und der Limesstetigkeit. Obwohl es sich letztendlich nur um ein
Spiel mit Definitionen handelt, ist die Umformulierung sicher die Miihe wert.
Der Schritt von der Riemann-Summe zum Riemann-Integral erscheint nun als
Grenziibergang:

b
f f = limgy o 2,6 (Limesformulierung des Integrals)
a

vorausgesetzt, der Limes existiert.
Durch die mégliche Beschrinkung auf dquidistante Partitionen kénnen wir
auch schreiben:

b
f f = hmpiiquidistant,Lﬁnge(p) — oo Zp f’

a

wobei die rechte Seite bedeutet:

Fiir jede Folge (p,),en von dquidistanten Partitionen von [a, b] mit
lim, Linge(p,) = e giltlim,, 2., f = c.
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Die Berechnung von Integralen durch Riemann-Summen

Um mitdem Integralbegriff vertrauter zu werden, berechnen wir nun noch ei-
nige Integrale. Dabei beschrinken wir uns auf dquidistante Partitionen, wodurch
die Berechnungen einfacher werden. Aufgrund der oben erwihnten méglichen
Beschrinkung auf diese Partitionen ergeben sich korrekte Resultate.

Beispiel 1: Die Identitit

Seif:[0,1] — Rmit &
fx) = x firallexe [0, 1]. i

Weiter sei p = (ti, Xk <n /'/
eine dquidistante Partition fx) = x /
des Intervalls [0, 1] der /
Linge n + 1. Dann gilt: /

z“P f = szn f(Xk)(tk+1 - tk) = //
X L
zkSn n+1 ’ //

Wegen ¢, < x; € g, und 0 :
t =
n+l
t = firallek<n+1
n+
giltalso
1 k 1 k+1
< f < .
n+1 ZkSn n+1 Zp n+1 ZkSn n+1

Die Gaufi-Formel

nn+1)

Z k<n k = 2
liefert die Abschitzung

nn+1) < Y f < (n+1)(n+2)‘
2(n+ 1) : 2(n+ 1)

Die linke und die rechte Seite liegen beliebig nahe bei 1/2, wenn n hinrei-
chend grof§ und damit p hinreichend fein ist. Folglich ist f integrierbar und

1) = folf(x) dx = folxdx _ %
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Damit haben wir ein erstes Beispiel fiir den geometrischen Gehalt des Inte-
grals kennengelernt, denn der Inhalt der Fliche unter der Identitit im Intervall
von 0 bis 1 ist aus elementargeometrischen Griinden gleich 1/2. Analog kann der
- geometrisch nicht mehr offensichtliche - Flicheninhalt unter der Einheitspa-
rabel im Intervall von 0 bis 1 berechnet werden:

Beispiel 2: Die Parabel e
Seig:[0,1] — Rmit

gx) = x* fiirallexe [0, 1]. /

Sei wieder p = (ty, X )k <, €ine 2 /
squidistante Partition von gl = x
[0, 1]. Dann gilt wie oben: /
2pg = ZkSng(Xk)(tkH -t = //
k
2 sz /44/ b n+1
k<n n+1 L o o
0 1
sodass
1 'S 1 k + 1)°
—— < X,g < > er 1 )2 .
n+1 k<n (n+1) n+1 k<n (n+1)

Die Summenformel

YK - nn+1)2n+1)

6
liefert
n(2n+1) < Yo < (n+2)2n+3) '
6(n+1) : 6(n+ 1)

Die linke und die rechte Seite konvergieren gegen 1/3. Folglich gilt

I(g) = folg(x) dx = folxz dx = %

Eine Verallgemeinerung der Berechnungen der beiden Beispiele zeigt, dass

b 2 b 3
[Cxax - b nd [ % dx - D firalleb>o.
0 2 0 3
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Eine numerische Betrachtung

Fiir das obige und das folgende Diagramm wurde f: [0, 1] — Rverwendetmit

sin(3(x+0,1)" +1)
3

f(x) = cos(5x) + sin(x) + firallexe [0, 1].

0.6 0.8 1.0

_0_5 ;
Wir betrachten nun die Riemann-Summen
S N (7N Y (7
k<n-1 n n

die den dquidistanten Partitionen p,, = (t, X )r<n-1 = &/n, k/n) <,,_; von [0, 1]
der Linge n mit linksseitigen Stiitzstellen entsprechen. Die folgende Tabelle
zeigt die auf acht Nachkommastellen gerundeten Werte r,, fiir einige Lingen n.
Der korrekte auf acht Nachkommastellen gerundete numerische Wert des Inte-
grals ist 0,16198263.

n Iy

10 0,13058248
10° 0,16252275
10° 0,16195291
10° 0,16197894
10° 0,16198226
107 0,16198260
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Das Integral als Mittelwert

Nachdem bislang der signierte Flicheninhalt im Vordergrund stand, wollen
wir nun noch auf die Interpretation des Integrals als Mittelwert eingehen. Hierzu
beobachten wir:

Itf:[0,1] — R integrierbar und I(f) = ¢, so besitzen fund die konstante
Funktion mit Wert ¢ auf [0, 1] denselben signierten Flicheninhalt.

Wir kénnen also das Integral einer Funktion auf [0, 1] als den Mittelwert von f
ansehen. Ist der Definitionsbereich von f ein Intervall [a, b], so miissen wir das
Integral durch die Linge b - a des Intervalls teilen, um den Mittelwert zu erhal-
ten. Allgemein definieren wir:

Definition (Mittelwert, gewichteter Mittelwert)
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Dann heifit die reelle Zahl

der Mittelwert von f. Ist g : [a,b] — [0, e[ integrierbar, I(g) > 0 und fg
integrierbar, so heifit

It
M0 2 1(<gg>)

der gewichtete Mittelwert von t bzgl. der Gewichtsfunktion g.

M(f)

der Mittelwert My(f) von f bzgl. g.

der Mittelwert M(f) von f (gestrichelt) g st auerhalb von [¢, ] gleich 0.

Beispiel
Ist f = X1 cre K 1jgeo 16,106 auf [0, 1], d.h,

fx) = k firallexe](k-1)/6,k/6[, 1<k<6, f(k/6)=0fir 0<k <6,

so ist M(f) = I(f) = 3,5. Dies ist gleich dem Erwartungswert beim Wiirfeln
mit einem fairen Wiirfel.
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Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dass eine stetige und in
]a, b[ differenzierbare Funktion f : [a, b] — R ihre mittlere Steigung
f(b) - f(a)
b-a

in ] a, b[ annimmt, also ein p € ]a, b[ mit {’(p) = m existiert. Wir wollen nun ein
analoges Resultat fiir die Integralrechnung beweisen. Dabei kann nichtjede inte-
grierbare Funktion ihren Mittelwert annehmen. Zum Beispiel nimmt

1[1/2,1] [0,1] = R

ihren Mittelwert 1/2 nicht an. Dieser Fall kann nicht eintreten, wenn die Funk-
tion keine Werte auslisst:

Satz  (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Seif:[a,b] — Rintegrierbar, und der Wertebereich von f sei ein Intervall
[c,d]. Weitersei g: [a,b] — [0, e[ integrierbar, I(g) > 0, und fg sei
integrierbar. Dann gibt es ein p € [a, b] mit

Ifg)
I(g)

Speziell existiert ein p € [a, b] mit

fp) = My(f) = (Annabme des gewichteten Mittelwerts)

fp) = M(f) = tI)(—f)a' (Annabme des Mittelwerts)

Beweis
Wegen {{(x) | x€ [a,b] }=[c,d] und g 20 gilt

cg < fg < dg
Damit ist nach Linearitit und Monotonie des Integrals

cli@ < Ifg) < dUg.

Folglich existiert ein m € [c, d] mitI(fg) = m I(g). Da [c, d] der Wertebe-
— reichvonf ist, gibt es ein p € [a, b] mit f(p) = m.

Die Voraussetzung an f ist zum Beispiel erfiillt, wenn f stetig ist (Intervallsatz
fiir stetige Funktionen) oder wenn f integrierbar ist und eine Stammfunktion be-
sitzt, d.h., es gibtein F: [a,b] — RmitF’ =f (Intervallsatz der Differentialrech-
nung von Darboux).

Wir werden in 1.3 zeigen, dass das Produkt fg integrierbarer Funktionen £
und g auf [a, b] stets integrierbar ist, sodass diese Voraussetzung in der Definition
des gewichteten Mittelwerts und im Mittelwertsatz automatisch erfiillt ist.
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Das Integral fiir komplexwertige Funktionen

Wir betrachten nun Funktionen f : [a,b] — C. Der Definitionsbereich ist wie
bisher ein reelles Intervall, die Funktionswerte liegen nun aber in den komplexen
Zahlen. Durch eine Aufspaltung in Real- und Imaginirteil kénnen wir ein kom-
plexwertiges Integral erkliren:

Definition (Integration komplexwertiger Funktionen)
Seien [a, b] ein reelles Intervallund f: [a,b] — C. Dann heifit f integrierbar,
falls die Funktionen Re(f) : [a,b] — Rund Im(f): [a,b] — R integrierbar
sind. In diesem Fall heifit

b b b b
I(f) = f = fx)dx = Re(f) + 1 Im(f) € C
() fa f ® f ) fa (f)
das Integral von f.

Der Leser vergleiche dies mit der Definition

f'(p) = Re()'(p) + iIm(f)'(p) € C

der komplexwertigen Ableitung einer Funktionf: P — R, P c R, deren Realteil-
und Imaginirteilfunktion differenzierbar im Punkt p € P sind (4.2 in Band 1).

Beispiel
Seif:[0,1] — C mit f(x) = x + ix’ fiir alle x € [0, 1]. Dann gilt

folf(X)dX = f01x+ixz dx = folxdx + ifolx2 dx = % + %

Das komplexwertige Integral n .
ldsst sich nicht mehr unmittel- W = f x+ixd dx f(1)
bar als Flicheninhalt interpre- 0
tieren. Die Interpretation als il
Mittelwert besteht weiterhin.
Wir bleiben vorerst bei den 061 £(4/5)
reellen Integralen. Bei der Un-
tersuchung der Fourier-Reihen 04l
in Abschnitt 4 sind komplex- v £3/5)
wertige Integrale unentbehr- sl
lich, und wir werden die Eigen- ‘ /s
schaften dieser Integrale dort f0) f1/5)

genauer betrachten. 02 o4 o6 os !
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Ausblick: Die Quadratur der Parabel bei Archimedes

Welchen Inhalt A hat die Fliche, die eine umgekehrte Einheitsparabel wie in
der folgenden Abbildung mit der x-Achse einschlieft?

bZ

-b 0 b
f:[-b,b] — R mit f(x) = b> - ¥
Die Berechnung des Integrals im obigen Beispiel 2 erlaubt eine Antwort auf diese
Frage:

b 3
A=2bob -2 [ e o= 20 R )
0 3 3

In dieser Berechnung verwenden wir die folgende Zerlegung des das Parabelseg-
ment einhiillenden Rechtecks der Fliche 2b - b* = 2 b* in drei Teile:

bZ
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Die erste bekannte Berechnung von Parabelsegmenten stammt von Archime-
des und ist ein Juwel der Mathematikgeschichte. Archimedes hat eine Ausschop-
fung des Parabelsegments durch Dreiecke verwendet:

b’
D, D,

b*/2
D, D,

D, D,

Z - "_—]—);..."‘~.L.-"————]jz\::::.w‘_'-"":——ijz\."-.J.-’"—'D‘z.h::“.
-b -b/2 0 b/2 b

Sind D, Dy, D, ..., Dy, ... die Flicheninhalte der im Diagramm gezeigten Drei-
ecke, so gilt, wie man mit elementargeometrischer Argumentation (oder mit
Hilfe des Cavalierischen Prinzips, vgl. Abschnitt 6) zeigt:

A=D + 2D, + 4D, + ... + 2"D, + ... =

D+2£+422+...+ZHD + =
8 8 8"
1 4 4 5
D = —D = —Db.
2, T3 3

Die Fliche des Parabelsegments ist also 4/3 der Fliche des einbeschriebenen
Dreiecks gleicher Hohe (Grundfliche 2 b und Héhe b?).

Die Uberlegungen zeigen, dass es mehrere iquivalente Moglichkeiten gibt, ei-
nen Flicheninhalt zu bestimmen. Der Weg iiber Riemann-Summen entspricht
der Approximation der Fliche durch immer feinere streifenformige Rechtecks-
flichen und einem zugehorigen Grenziibergang, der Weg von Archimedes ent-
spricht der Ausschopfung der Fliche durch elementare Flichen (hier: Dreiecke)
und einer unendlichen Summation (hier: einer geometrischen Reihe). Was noch
fehlt, ist ein Kalkiil, der die zwar trickreich-interessanten, aber doch miihevollen
problemspezifischen Berechnungen vereinfacht und es erlaubt, das Integral aus
einer analytischen Formulierung des Problems zu gewinnen. Einen solchen Kal-
kiil werden wir in 1.4 kennenlernen. Richtig wiirdigen kann man ihn nur im Ver-
gleich mit speziellen Untersuchungen.






2. Darboux-Integral und Jordan-Inhalt

In diesem Kapitel stellen wir zwei alternative Zuginge zum Riemann-Integral
vor, nimlich das Darboux-Integral, das den gesuchten Wert durch Ober- und
Untersummen approximiert, sowie den (Peano-)Jordan-Inhalt, der Flichen mit
Hilfe von Ausschopfung und Umschreibung durch elementargeometrische Fi-
guren misst.

Darboux-Summen

Unsere Partitionen beinhalten neben Zerlegungspunkten auch Stiitzstellen,
an denen wir eine Funktion auswerten. Die entsprechenden Waagrechten der
approximierenden Rechtecksflichen liegen dadurch in der Regel sowohl etwas
iiberhalb als auch etwas unterhalb des Graphen der betrachteten Funktion, mit
garantierter Ubereinstimmung an den Stiitzstellen. Durch die Bildung von In-
fima und Suprema in den Zerlegungsintervallen kénnen wir ohne Verwendung
von Stiitzstellen Approximationen ,,von unten“ und ,,von oben“ erzeugen:

Definition (Darboux-Summen)
Seif:[a, b] — R eine beschrinkte Funktion, und sei p = (ty, Xi)k <, €ine
Partition von [a,b]. Dann setzen wir:

Spf szn (tk+1 - tk) SUPxe [ti, test] f(X)’

Spf = ZkSn (tk+1 - tk) infxe [ti, tat] f(X)

Die Zahlen S, f und s, f heifien die (Darbouxsche) Ober- bzw. Untersumme
von f bzgl. der Partition p.

Esgilts,f <X f <S,f(aufgrund der Verwendung abgeschlossener Intervalle
bei der sup- und inf-Bildung in S, f und s, f). Die Summen S, f und s, f hingen
nur noch von den Zerlegungspunkten und nicht mehr von den Stiitzstellen der
Partition p ab. Betrachten wir also Darboux-Summen, so kénnen wir mit stiitz-
stellenfreien Partitionen arbeiten, die wir in der einfachen Form

p = (tksn (stiitzstellenfieie Partition)

angeben. Esgilta =t <t; <...<t, <b =t,,;.
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Obere Darboux-Summe fiir p und f wie in den Abbildungen in 1.1.

Das Ober-, Unter- und Darboux-Integral

Der der Approximation durch Ober- und Untersummen entsprechende Grenz-
iibergang ldsst sich ebenfalls mit Hilfe von Suprema und Infima durchfiihren:

Definition (Ober- und Unterintegral, Darboux-Integral)
Seif: [a,b] — R beschrinkt. Dann setzen wir:

St = inf, S, f, st = sup,s,f.

Die Zahlen Sf und sf heifien das Ober- bzw. Unterintegral von f. Die
Funktion f heifit Darboux-integrierbar, falls St = sf. In diesem Fall heifit

c = Sf = sf
das Darboux-Integral von f.
Das Oberintegral S f und das Unterintegral sf existieren fiir jede beschrinkte
Funktion f: [a, b] — R. Stets gilt sf < Sf. Stimmen die beiden Werte iiberein,
so ist der Versuch der Flichenmessung mit Hilfe von Ober- und Untersummen

erfolgreich und wir nennen die Funktion dann Darboux-integrierbar.
Die Darboux-Integrierbarkeit konnen wir sehr kompakt notieren:

Satz  (Umformulierung der Darboux-Integrierbarkeit)
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(a) fist Darboux-integrierbar.

(b) Fiiralle & >0 existiert eine Partition p von [a, b] mit S, f - s, f < &.
(Darbouxsche Integrierbarkeitsbedingung)
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Beweis
(a) impliziert (b):

Seie> 0. Wegen Sf = sfexistieren Partitionen p und q von [a, b] mit

S,f - Sf < % sf - s,f < %

Sei nun r eine Verfeinerung von p und q, d.h., eine Partition von [a, b],
deren Stiitzstellen die Stiitzstellen von p und q umfasst. Dann gilt (!)
Spf 2 S.f > Sf = sf 2 s.f > sf
und damit
S;f - sf < &
() impliziert (a):
Sei € >0 und p eine Partition mit S, f - s,f < &. Wegen
Spf 2 Sf > sf > s f
- gilt dann auch Sf - sf < €. Da € > 0 beliebig ist, folgt Sf = sf.

Zum Nachweis der Darboux-Integrierbarkeit gentigt es also, fiir jedes € > 0
eine Partition p zu finden, sodass die Ober- und Untersumme von f bzgl. p weni-
ger als € voneinander abweichen.

Die Ostzillation einer Funktion
Wir betrachten die Differenzen S, f - s, f noch etwas genauer.

Definition (Oszillation einer Funktion auf einer Menge)
IstPcR,f: P — Rund A c P, so heifit

osy(f) = supyea f(x) - inf oy f(x)

die Oszillation von f auf A.

Die Darbouxsche Integrierbarkeitsbedingung fiir ein f : [a, b] — R besagt,
dass wir fiir jedes € > 0 eine Partition p = ()<, von [a, b] finden kénnen, sodass
die Summe X, <, (0spy (.1 ) (ti.1 - ti) der mit den Intervall-Lingen gewichte-
ten Ostzillationen von f kleiner als € ist. Es gilt

osz(f) = supy yen [flx) - fx)],

sodass wir die Darbouxsche Integrierbarkeitsbedingung auch wie folgt formulie-
ren konnen: Fir alle & > 0 existiert eine Partition p = (t )<, mit

szn (Supxl,xze[tk,tk+1] |f(X1) - f(X2)|)(tk+1 - tk) < &
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Die Aquivalenz der Integrale

Die Ansitze von Riemann und Darboux sind dquivalent:

Satz  (Aquivalenz von Riemann- und Darboux-Integral)
Seif:[a,b] — R.Dann sind dquivalent:

(a) fist Riemann-integrierbar.
(b) f ist beschrinkt und Darboux-integrierbar.

In diesem Fall gilt dann I(f) = sf = Sf.

Insbesondere kénnen wir also die Darbouxsche Integrierbarkeitsbedingung
verwenden, um zu zeigen, dass eine Funktion Riemann-integrierbar ist.

Beweis
Ist f beschrinkt, p eine Partition von [a, b] und € > 0, so gilt fiir alle hinrei-
chend feinen Partitionen q von [a,b] mit Stiitzstellen, dass

qu < Spf + €.

Analoges gilt fiir s, f. Hieraus folgt, dass die Darboux-Integrierbarkeit die
Riemann-Integrierbarkeit impliziert und die Integrale tibereinstimmen.
Umgekehrt ldsst sich jede Obersumme S, f durch Wahl von geeigneten
Stiitzstellen beliebig genau durch eine Riemann-Summe approximieren,
und dasselbe gilt fiir jede Untersumme s, f. Hieraus folgt, dass die

— Riemann-Integrierbarkeit die Darboux-Integrierbarkeit impliziert.

Weiter gewinnen wir:

Satz  (Beschrimkung auf dquidistante Partitionen in den Integral-Definitionen)
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann ist f genau dann Darboux-integrierbar,
wenn f dquidistant Darboux-integrierbar ist (d. h., wenn in der Definition
des Darboux-Integrals nur dquidistante Partitionen verwendet werden).
Weiter stimmt die Riemann-Integrierbarkeit mit der dquidistanten
Riemann-Integrierbarkeit iberein.

Beweis
Fiir jede Partition p von [a, b] und alle € > 0 existiert eine dquidistante
Partition q von [a,b] mit S, f < S, f + €. Hieraus folgt

Sf = infp Spf = infqiiquidistant Sq f

Analoges gilt fiir sf. Dies zeigt die erste Behauptung. Weiter sind die
dquidistanten Versionen des Riemann- und Darboux-Integrals dquivalent
— (obiger Beweis bleibt giiltig), woraus die zweite Behauptung folgt.



2. Darboux-Integral und Jordan-Inhalt 41

Flichenmessungen in der Ebene

Das Riemann-Integral konnen wir anschaulich als signierten Inhalt der Fliche
zwischen Funktionsgraph und x-Achse deuten. Die Riemann-Summen legen
diese Anschauung schon sehr nahe, und sie wird durch das dquivalente Darboux-
Integral, das auf einem geometrisch besonders klaren Einschliefen der betrach-
teten Fliche beruht, weiter gestiitzt. Der natiirlichen mathematischen Aufgabe
der Bestimmung des Flicheninhalts fiir beliebige Figuren der Ebene wird der
Ansatz aber nicht vollkommen gerecht. Die Fragen lauten:

Welchen Teilmengen P der Ebene R’ kann man einen Flicheninbalt zuordnen?
Wie kann ein derartiger Inbalt definiert werden?

Der Leser denke hierbei zunichst an einfache Mengen P wie Rechtecke, Drei-
ecke, Polygone, Kreise, Ellipsen, Kleeblitter oder natiirlich auch wieder an Fli-
chen, die durch Funktionen gegeben sind (wobei wir hier auch Flichen unter-
halb der x-Achse als positiv ansehen). Manchmal ist eine solche Menge P zwar
nicht durch eine Funktion definiert, aber doch der Integration zuginglich. Die
Fliche einer Ellipse kann man zum Beispiel mit Integration bestimmen, indem
man ihre obere Hilfte funktional darstellt und das berechnete Integral verdop-
pelt. Eine Teilmenge P der Ebene kann aber eine sehr komplizierte Punktwolke
sein, und im Allgemeinen lisst sich die Messung von P nicht mehr auf durch
Funktionsgraphen gegebene Teilflichen zuriickfithren. Damit scheint das allge-
meine mafitheoretische Problem zunichst den Rahmen der Integration zu
sprengen. Mittelfristig ist dies aber nicht der Fall. Sobald wir nimlich einen
zweidimensionalen Integralbegrlff zur Verfu%ung haben (vgl. Abschnitt 6), kén-
nen wir die Fliche einer Teilmenge P < [a, b]” der Ebene im Fall der Existenz als
das Integral der Indikatorfunktion 1p (= 1ndp = xp) von P auf [a, b]? definieren,
also der Funktion 1p : [a,b]? — R mit

1p(x,y) = { N falls (x,y) € P,

0 sonst.

Dieser Gedanke lisst sich durch die Definition eines eindimensionalen Lingen-
begriffs mit Hilfe des Integrals illustrieren:

Definition (Linge L(P) einer Teilmenge von R)
Fiir ein P ¢ [a, b] definieren wir die (Riemann-fordan-) Linge L(P) von P
im Fall der Existenz durch

b
LP) = f 1p(x) dx.

a

Man kann leicht einsehen, dass die Linge L(P) lediglich von P und nicht vom
die Menge umfassenden Intervall [a, b] abhingt.
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Das Integral fiir Funktionen f: [a, b] — R fithrt also zu einem Liangenbegriff
fiir gewisse "Teilmengen von R, und genauso wird ein Integral fiir Funktionen
f:[a,b]> — R zu einem Flicheninhalt fiir gewisse Teilmengen von R? fiihren.
Aber auch der umgekehrte Weg ist moglich:

Man kann das allgemeine mafStheoretische Ziel an die Spitze stellen
und einen Flicheninbalt obne Verwendung von Integration definieren.

Wir wollen diesen Ansatz hier noch skizzieren. Er zeigt, welcher Flichenbe-
griff hinter dem Riemann-Integral steckt, und die Uberlegungen tragen damit
auch zum Verstindnis des Riemann-Integrals bei.

Der Jordan-Inhalt

Eine anschauliche Methode der niherungsweisen Flichenmessung ist uns seit
Schultagen vertraut: Wir messen die betrachtete Fliche mit kleinen Quadraten.
Je feiner unser ,,Millimeterpapier wird, desto genauer wird die Messung. Wir
definieren hierzu:

Definition (8-Quadrat)
Sei 8> 0. Ein Q < R? heifit ein 8-Quadrat, falls a,b € Z existieren mit

Q = [ad, (a+1)d] x [bd, (b+1)d].

Ein §-Quadratistalso ein ,,Kistchen® des Gitters der Feinheit 8, das wir, ausge-
richtet an den beiden Achsen, iiber die Ebene R? legen. Es hat den elementaren
Flacheninhalt

L([ad, (a+1)8])- L([bS, (b+1)8]) = §-5 = &

Um den Flicheninhalt einer Menge P ¢ R? zu approximieren, kénnen wir fiir
ein klein gewihltes 8 zihlen, wie viele 3-Quadrate in der Menge P enthalten sind
oder zumindest gemeinsame Punkte mit ihr aufweisen. Dies liefert Approxima-
tionen von unten und von oben und einen Inhaltsbegriff durch einen entspre-
chenden Grenziibergang:

Definition (Fordan-Inhalt)
Sei P ¢ R? beschrinkt. Dann definieren wir den duferen Fordan-Inbalt
J(P) und den inneren fordan-Inbalt j(P) durch
JP) = infs., (62 - ,die Anzahl der 8-Quadrate Q mit Q N P # @“),
jiP) = supsso (82 - ,die Anzahl der 8-Quadrate Q mit Q ¢ P“).

Gilt J(P) = j(P), so heifit P Fordan-messbar und die reelle Zahl J(P) = j(P)
der Fordan-Inhalt von P.
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Tllustration des Jordan-Inhalts fiir einen Kreis und fiir eine kompliziertere Teil-
menge der Ebene, die fiir die eindimensionale Integration nicht mehr direkt
zuginglich ist. Die dunkelgrauen 8-Quadrate rechts oben werden bei der durch
die Maschenweite & bestimmten dufieren Messung des Jordan-Inhalts von P
gezihlt, die 8-Quadrate links unten dagegen bei der inneren und bei der dufle-
ren Messung.

Wir stellen einige Eigenschaften des Jordan-Inhalts zusammen. Nach Kon-
struktion gilt fiir alle beschrinkten P, Q ¢ R*:

0 < j®) < J®@),
P cQ impliziert j(P) £ j(Q) und J(P) < J(Q) (Monotonie)
Man kann weiter zeigen, dass der Jordan-Inhalt additiv ist:

Sind P und Q Jordan-messbar und disjunkt, so ist P U Q
Jordan-messbar und J(P U Q) = J(P) + J(Q). (Additivitiit)

Induktiv ergibt sich hieraus, dass der Jordan-Inhalt von endlich vielen paarweise
disjunkten messbaren Mengen die Summe der Jordan-Inhalte der Mengen ist
(endliche Additivitat).

Es existieren wieder viele gleichwertige Varianten der Konstruktion. Man
kann zur Flichenmessung auch Quadrate eines Gitters zulassen, das nicht not-
wendig an der x-Achse und der y-Achse ausgerichtet ist. Auch die Messung mit
Rechtecken und weiter sogar mit Polygonen fithrt zum selben Inhaltsbegriff.
Die Messung mit Polygonen ist als Peano-Inhalt bekannt, weshalb die Kon-
struktion in der Literatur oft auch Peano-Fordan-Inbalt genannt wird. Allen An-
sitzen ist gemeinsam, dass nur endlich viele elementare geometrische Figuren
zu einer approximativen Messung verwendet werden.

Die Konstruktion des Jordan-Inhalts kann analog fiir beschrinkte Teilmengen
des R" mit einer Dimension n > 1 durchgefithrt werden. Fiir n = 3 werden zum
Beispiel 3-Kuben mit dem elementaren Volumen &’ verwendet.
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Zwischen dem Riemann-Integral und dem Jordan-Inhalt besteht ein sehr en-
ger Zusammenhang, den wir hier ohne Beweis angeben:

Satz  (mafStheoretische Interpretation des Riemann-Integrals)
Seif:[a,b] — [0, [ eine beschrinkte Funktion, und sei

P={(xyeR |a<x<b 0<y<f(x)}

die von f und der x-Achse eingeschlossene Teilmenge der Ebene.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) f ist Riemann-integrierbar.

(b) P ist Jordan-messbar.

In diesem Fall gilt dann I(f) = J(P).

Das Riemann-Integral ist aus mafitheoretischer Sicht also nichts anderes als
die Idealisierung der Millimeterpapier-Methode des ,,Kistchenzihlens®. Das
Riemann-Integral einer Funktion f, die auch negative Werte annimmt, erhalten
wir, indem wir die durch f definierten Flichen

P, = {(x,y)eR* |a<x<h, fx)>0, 0<y<f(x)}
P, = {(x,y)eR* |a<x<h, f(x)<0, f(x) <y<0}

oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse getrennt messen (die Menge aller (x, 0) mit
f(x) = 0 konnten wir P oder P, zurechnen, wir konnen sie aber auch vernachlissi-
gen, da sie als Teilmenge der x-Achse keinen Flicheninhalt besitzt). Es gilt dann

IE) = J®y) - JP®y).

Dass Riemann-Integral und Jordan-Inhalt eng zusammenhingen, ist kaum
tiberraschend: Das Riemann-Integral misst Flichen mit feinen rechteckigen
Streifen, der Jordan-Inhalt misst Flichen mit kleinen Quadraten. Da sich Recht-
ecke mit Hilfe von Quadraten approximativ messen lassen und da Tirme aus
Quadraten Rechtecke sind, sollten keine grofien Unterschiede auftreten. Das ist
richtig, aber dass das Riemann-Integral genau dem Jordan-Inhalt entspricht, ist
doch bemerkenswert. Wir werden im nichsten Kapitel das Regel-Integral ein-
fithren, das sich vom Riemann-Integral durch eine kleinere Menge integrierba-
rer Funktionen unterscheidet. Prinzipiell wire eine derartige Abweichung auch
fir das Riemann-Integral und den Jordan-Inhalt denkbar.

Zusammenfassend gilt also: Mit dem Jordan-Inhalt kann man das Riemann-
Integral definieren und mit dem zweidimensionalen Riemann-Integral den
Jordan-Inhalt. Das Riemann-Integral ist im Gegensatz zum Jordan-Inhalt
durch einen leistungsfihigen und eleganten Kalkiil ausgezeichnet. Wir werden
diesen Kalkiil in den folgenden Kapiteln kennenlernen. Der Jordan-Inhalt be-
sticht dagegen durch seine direkte Umsetzung der Problemstellung des Mes-
sens. Beide Ansitze spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.
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Ausblick: Inhalte

Mitder Linge L und dem Jordan-Inhalt ] haben wir ,messende“ Abbildungen
kennengelernt, die gewissen Teilmengen von R bzw. R? nichtnegative reelle
Zahlen zuweisen. Wir wollen nun noch einen allgemeinen axiomatischen In-
haltsbegriff formulieren. Die Definitionsbereiche unserer Inhaltsfunktionen
sind Mengensysteme mit guten Abgeschlossenheitseigenschaften. Wir betrach-
ten hierzu eine beliebige Menge X und ein Mengensystem Al < P(X). Jedes Ele-
ment von J ist also eine Teilmenge von X. (Ein typisches Beispiel, das wir oben
schon betrachtet haben, ist X = R und Ml = { P < R* | Pist beschrinkt }.) Wir for-
dern nun, dass wir in J{ bestimmte Mengenoperationen ausfithren kénnen, ohne
dadurch das System J zu verlassen.

Definition (Verband, Ring, Algebra)
Sei X eine Menge. Ein Mengensystem V' < P(X) heifit ein (Mengen-)
Verband auf X, falls gilt:

(a) De,

(b) AnBeV firalleA,Be¥,

(¢ AUBe¥ firalleA,Be¥.
Gilt zusitzlich

(d A-Be¥ firalleA,Be,

so heifit V" ein (Mengen-) Ring auf X. Gilt zudem X € V', so heifit der Ring V'
eine (Mengen-) Algebra auf X.

Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiele
(1) Sei¥ die Menge aller endlichen Vereinigungen von offenen paarweise
disjunkten beschrinkten Intervallen auf R. Es gilt zum Beispiel

1-1,1[ U ]1,3[ U ]10,15[ € /.
Das System 7 ist ein Verband, aber kein Ring auf R.

(2) Sein=21.Das System R der beschrinkten Teilmengen des R" ist ein
Ring, aber keine Algebra auf R".

(3) Firalle Xist ® ={E c X | Eistendlich } ein Ring. Ist X unendlich, so
ist R keine Algebra auf X.

4) Firalle X sind { &, X } und P(X) Algebren auf X.
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Damit kénnen wir nun Inhalte definieren. Die folgende Definition geht auf
Felix Hausdorff (1914) zuriick.

Definition (Inhalt auf einem Verband)
Sei V' ein Verband. Eine Funktion w: ¥ — [0, o[ heifdt ein (endlicher)
Inbalt auf V', falls fir alle A,B € V" gilt:

(@ W) =0,
(b) A ¢ B impliziert n(A) < w(®B), (Monotonie)
(©) w@A) + uB) = WAUB) + WA NB). (Modularitiit)

Man kann allgemeiner auch Funktionen u: %" — [0, eo] zulassen, mit der iibli-
chen Arithmetik fiir den Wert . Die Eigenschaften (a), (b) und (c) bleiben
gleich. Wir beschrinken uns hier auf endliche Inhalte.

Es ist bemerkenswert, dass drei Eigenschaften gentigen, um einen trag- und
ausbaufihigen Inhaltsbegriff zu definieren. Der Null-Inhalt fiir die leere Menge
und die Monotonie-Eigenschaften sind anschaulich klar. Mit der Modularitit
kann man sich anfreunden, indem man beobachtet, dass in W(A) + w(B) der Inhalt
des Schnitts der beiden Mengen doppelt gezihlt wird. Die Eigenschaftist analog
zur aus dem Endlichen bekannten Michtigkeitsaussage

|A| + |B] = JAUB| + |[AnB| fiiralle endlichen Mengen A, B.
Wir betrachten wieder einige Beispiele.
Beispiele
(1) Sei¥ wie in Beispiel (1) oben. Dannistp: V" — [0, co[ mit
udap bl v ..o U Jag, by[) = (by-ap) + ... + (b, -a,),
wobeia; <b; <... <a, <b,, ein Inhalt auf V.

(2) Sei ¥ ein Verband auf X, und jedes A € ¥ sei endlich. Dann ist
w:¥ — [0, co[ mit

w@A) = |A| = ,die Anzahl der Elemente von A“ fiiralle Ae ¥
ein Inhalt auf A.

(3) Sei® ={P c R’ | Pist Jordan-messbar }. Dann ist der Jordan-Inhalt
J:V — [0, o[ ein Inhalt auf .

4 Sei®R ={PcR | P beschrinke, 1p : [inf(P), sup(P)] — R integrierbar
}.DannistL: R — [0, [ mit

sup(P)
LP) = f 1p(x) dx firallePe®
inf(P)

ein Inhalt auf R.
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In Ringen kann man Mengendifferenzen bilden. Dadurch kann der Inhaltsbe-
griff noch kompakter formuliert werden:

Satz  (Inhalte auf Ringen)
Sei R ein Ringund p: R — [0, eo[. Dann sind dquivalent:

(a) Wistein Inhalt auf R.
(b) Fiir alle disjunkten A, B € %R gilt:
LAUB) = wA) + wB). (Additivitit)
Beweis

(a) impliziert (b): Sind A,B € R disjunkt, so gilt

HA) + uB) = pAUB) + ANB) = WAUB) + W) = WAUB).
®) impliziert (a): Fir A=B =0 e R gilt nach Additivitit, dass

WD) = W@ud) = wWJ) + ww),

sodass WD) = 0 (da W) < ). Sind A,BeR mitAc B,soistC=B-A
in R und die Mengen A und C sind disjunkt. Wegen p(C) 2 0 gilt also

uA) < uA) + We = AV C) = u).
Also ist L monoton. Fiir beliebige A, B € R gilt zudem
uA) + uB) = u@A) + W(B-AVANB) =
wA) + nB-A) + fANB) = pHAUB-A) + ANB) =
- WA U B) + WA nB).
Eine zentrales Thema der Inhaltstheorie ist das Fortsetzungsproblem:
Gegeben ist ein Inhalt p auf ¥ und ein W mit W > V. Man mo6chte nun p

zu einem Inhalt auf das grofiere System W fortsetzen. Der folgende Satz ist
ein typisches Beispiel fiir eine derartige Fortsetzung:

Satz  (Fortsetzungssatz von Hausdorff: von Verbinden zu Ringen)
Seip: ¥V — [0, o[ ein Inhalt auf einem Verband V', und sei
W = { Ui cken(Ac=By) | Ay, By € ¥ fiir alle k < n, und die Mengen
Ay - By sind paarweise disjunkt }
Dan ist W ein Ring und p* : W — [0, oo [ mit
H*(U1 <ksn (Ax - Bk)) = Yicken (H(Ak) - H(Bk))

fiir alle Ay, B, wie in der Definition von W' ist ein wohldefinierter Inhalt auf
W, der u fortsetzt (d. h., es gilt u*(A) = p(A) fiir alle A € V).
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Wir untersuchen nun Funktionen verschiedenen Typs auf ihre Integrierbarkeit,
unter anderem stetige Funktionen, monotone Funktionen und Funktionen mit
beschrinkter Variation. Der Frage der gleichmifiigen Approximation durch
"Treppenfunktionen nachgehend gelangen wir zum Regelintegral, das heute zu-
weilen anstelle des Riemann-Integrals als ,erstes Integral“ gelehrt wird. Im Ge-
gensatz zum Darboux-Integral ist es nicht dquivalent zum Riemann-Integral.
Mit der Dirichletschen Sprungfunktion lernen wir ein Beispiel fiir eine nichtin-
tegrierbare Funktion kennen. Die Frage nach der Vertauschbarkeit von Limes-
bildung und Integration bringt schliefilich eine Schwiche des Riemann-Integrals
ans Licht.

Treppenfunktionen

Den Riemann- und Darboux-Summen einer zu integrierenden Funktion f
kénnen wir stiickweise konstante Funktionen zuordnen, die f approximieren.
Diese Funktionen und die Art der Approximation studieren wir nun genauer.

Definition (Tieppenfunktion)
Eing:[a,b] — R heifit eine Treppenfunktion, falls es eine Partition
p=(tr<qn von [a,b] und ¢y, ..., ¢, € R gibt, sodass fiir alle k < n gilt:

g(x) = ¢ firallexe]t, t, [

oO—e °
g
(] *r— oO—
-—
| ° | | |
a T b
o——o o——
eine "Treppen-
funktion g auf [a, b] ~——

An den Intervallgrenzen t, kann eine Treppenfunktion beliebige Werte an-
nehmen. Eine Treppenfunktion nimmt nur endlich viele Werte an, aber nicht
jede Funktion mit endlichem Wertebereich ist eine Treppenfunktion.
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Eine niitzliche Notation fiir Treppenfunktionen verwendet Indikatorfunktio-
nen, die wir bei der Diskussion des Jordan-Inhalts bereits kennengelernt haben:

Definition  (die Indikatorfunktion 19 von P bzgl. A)
FirP c A c Rsei 1% : A — R definiert durch

A _ 1, falls xeP
1P = { 0, falls xeA-P.

Ist A festgelegt — etwa ein Intervall [a, b] - so schreiben wir kurz 1p statt 15.
Die Treppenfunktionen auf [a, b] sind genau die Linearkombinationen von
Indikatorfunktionen von Intervallen auf [a, b], also Funktionen der Form

g = Zpe<nCrly, (Darstellung von Treppenfunktionen)

wobei die Mengen I, beliebige Intervalle in [a, b] sind, die nicht notwendig dis-
junkt sein miissen. Aus der Integrierbarkeit von 1y : [a, b] — R fiir Intervalle
I < [a, b] und der Linearitit des Integrals folgt, dass

g = I(Xrcnaly) = Zi<n o LY,
wobei L(I) = sup(I) - inf(I) die Linge eines Intervalls I ist. Die rechte Seite hat
die Form einer Riemann-Summe. Wir definieren:
Definition (zugeordnete Treppenfunktion)
Seif:[a,b] — R,undseip = (t, X )i <, eine Partition von [a, b]. Dann heifit

fp = szn f(xi) l]tk,tk+1[ + zte{to,...,tu,,l} f(t) 1{t}
die f und p zugeordnete Treppenfunktion.

Durch die zweite Summe stimmen f, und fan den Zerlegungspunkten der Par-
tition iiberein. Kommt es uns nur auf numerische Uberlegungen an, so kénnen

wir die zweite Summe weglassen, das Integral von f;, dndert sich dadurch nicht.

Lo Die f und p zugeordnete

\ .
?ﬁ»ﬁ—\\—o Treppenfunktion f, J
I /
y ¥ \\ f //
\ P ,
\\ e N //
. - \\ ’
\ f o—F—o0
\
o P, )/
\ /
\
L L L ’ L L
\ ’
0= ty p:)) t X \\\tz =X 3 x3 t4/ X4 ts = 1
¢
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Nach Konstruktion gilt X ,f = I(f,). Eine Riemann-Summe ist also das Inte-

gral der ihr zugeordneten Treppenfunktion. Ist f integrierbar und sind p,,ne N,
Partitionen mit gegen null konvergierenden Feinheiten, so gilt

I(f) = lim, 2, f = lim, I(f,).
Auch das Ober- und Unterintegral konnen wir mit Hilfe von Treppenfunktio-
nen elegant darstellen (Beweis als Ubung):
Satz  (Treppenfunktionen und Ober- und Unterintegral)
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann gilt:

St = inf{I(h) | hist eine Treppenfunktion auf [a, b] mit f < h},

st = sup{I(g) | gisteine Treppenfunktion auf [a, b] mit g < f}.
In Analogie zu f; definieren wir:

Definition (zugeordnete obere und untere Treppenfunktion)
Seif:[a,b] — R, und seip = (t)y<, eine Partition von [a, b]. Fiir alle
k < nseien My = supyc g, 1 ), m =inf o

f(x). Dann heiflen
S
fr = Ziaa Ml + 2icfin.) f©) 1y und
£ = Zicamilg 0+ Dicq,n. (O 1y
die fund p zugeordnete obere bzw. untere Treppenfunktion.

Nach Konstruktion gilt S, f = I(f g) und s, f = I(f}).
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obere Treppenfunktion f )

Aufgrund der Aquivalenz von Riemann- und Darboux-Integral gilt:
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Satz  (Treppenfunktionen und Riemann-Integral)
Seif:[a, b] — R.Dann sind dquivalent:

(a) f istintegrierbar.

(b) Fiir alle € > 0 existieren Treppenfunktionen g und h auf [a,b] mit
g<f<hundIlth-g) <e.

. .. . .. . S s
(¢) Fiiralle € > 0 existiert eine Partition p mit I(f; - f}) < e.

Eine integrierbare Funktion lisst sich also von oben und von unten beliebig
genau - im Sinne des Integralwerts, also einer reellen Zahl - durch Treppenfunk-
tionen approximieren. Blicken wir auf unsere Konvergenzbegriffe fiir Funktio-
nenfolgen, so erheben sich die folgenden vier Fragen:

Ist eine integrierbare Funktion f gleichmiif$ig oder wenigstens punktweise durch
Treppenfunktionen approximierbar, d. b., gibt es Treppenfunktionen g, mit

1) f = lim, g, (gleichmiif$ig) bzw. (2) f = lim, g, (punktweise)?

Impliziert die (3) punktweise oder (4) gleichmdfSige Konvergenz von Treppen-
funktionen g, gegen eine beschrinkte Funktion f die Integrierbarkeit von f¢

Die Antworten auf die vier Fragen lauten ,,(1) nein, (2) nein, (3) nein, (4) ja“.
Das positive Ergebnis ist dabei fiir die Theorie besonders wertvoll:

Satz  (Integrierbarkeit bei gleichmafSiger Approximation durch Treppenfunktionen)
Ist (g,)ne n eine Folge von Treppenfunktionen auf [a, b], die gleichmifig
gegenf:[a,b] — Rkonvergiert, so ist f integrierbar und I(f) = lim,, I(g,).

Beweis
Sei e >0, und sei €* < €/(2(b - a)) (wobei wir a < b annehmen, sonst ist die
Aussage klar). Nach Voraussetzung gibt es ein n, sodass

g, - & < f < g, + ¢ firallen 2n,.
Firalle nsind g, - € und g, + €* Treppenfunktionen auf [a, b] mit
I(g,+€) - (ga-€") = 1Q2e" 1) = 2e"(b-2a) < &
Also ist f integrierbar. Fiir alle n > n, gilt nach Monotonie
I(g,) - & < I(g, -¢9) < I(f) < I(g, +&) < I(g) + &
— Dies zeigt, dass I(f) = lim, I(g,).

Spiter werden wir sehen, dass die punktweise Approximation durch Treppen-
funktionen die Integrierbarkeit zerstéren kann. Bei der Diskussion des Regelin-
tegrals werden wir integrierbare Funktionen kennenlernen, die nicht gleichmi-
Big durch Treppenfunktionen approximiert werden konnen. Dass dies auch
punktweise nicht immer moglich ist, werden wir im zweiten Abschnitt mit Hilfe
der Cantor-Menge zeigen. Damit sind dann die vier Fragen beantwortet.
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Stetige Funktionen

Wir untersuchen nun, welche Funktionen integrierbar sind und welche nicht.
Zu hoffen ist, dass sich Funktionen mit gutmiitiger Oszillation integrieren las-
sen. Die Stetigkeit ist sicher eine solche Eigenschaft, und in der Tat sind alle ste-
tigen Funktionen integrierbar. Zum Beweis verwenden wir entscheidend die
gleichmifiige Stetigkeit einer stetigen Funktion auf einem kompakten Intervall.

Satz  (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)
Seif:[a,b] — R stetig. Dann ist f gleichmiflig durch Treppenfunktionen
approximierbar und also insbesondere integrierbar.

Beweis
Sei € > 0. Da f nach dem Satz von Heine gleichmiflig stetig ist, existiert ein
&> 0 mit:

(+) |fx) - f(y)| < & furallex,y e [a,b] mit |[x - y]| < &.

Sei p = (ty, X1k < €ine d-Partition, und sei f, die f und p zugeordnete
— Treppenfunktion. Nach (+) gilt dann || f - £, || < e.

Wir kénnen das Ergebnis noch verallgemeinern. Hierzu definieren wir:

Definition (stiickweise stetig)
Eine Funktion f: [a, b] — R heifit stiickweise stetig, falls es eine Partition
p = (ti, X1k <o vON [a, b] gibt, sodass fir alle k < n gilt:

(@) f|]ty, ty, [ iststetig, (b) lim, |, f(x) und lim,;,, , f(x) existieren.
Die Bedingung (b) besagt, dass sich fiir alle k die Funktion f|]ty, t; . [ stetig
nach [ty ti,] fortsetzen lisst. Diese Fortsetzungen lassen sich gleichmifig
durch Treppenfunktionen approximieren, und damit lisst sich auch f gleichmi-
Big durch Treppenfunktionen approximieren. Dies geschieht durch Zusammen-
fiiggen von Approximationen in den Partitionsintervallen, wobei wir an den Zer-

legungspunkten t, unsere Approximation gleich f(t,) setzen. Wir erhalten:

Korollar  (Integrierbarkeit stiickweise stetiger Funktionen)
Seif:[a,b] — R stiickweise stetig. Dann ist f gleichmiflig durch
"Treppenfunktionen approximierbar und also insbesondere integrierbar.

Fiir beschrinkte Funktionen des Typs ,unstetig an hochstens endlich vielen
Stellen® - das sind mehr als die stiickweise stetigen Funktionen! - gilt noch die
Integrierbarkeit, aber im Allgemeinen ist keine gleichmiflige Approximation
durch Treppenfunktionen mehr méglich. Wir kommen bei der Besprechung des
Regelintegrals und in den Ubungen darauf zuriick.
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Monotone Funktionen

Neben den stetigen Funktionen haben auch die monotonen Funktionen ein
besonders gutmiitiges Oszillationsverhalten. Auch sie lassen sich gleichmifig
durch Treppenfunktionen approximieren:

Satz  (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)
Seif:[a,b] — R monoton. Dann ist f gleichmifiig durch Treppenfunktio-
nen approximierbar und also insbesondere integrierbar.

Beweis
Wir nehmen an, dass f monoton steigend ist. Der Beweis fiir monoton
fallende Funktionen ist analog. Sei also € > 0, und sei (y} )y < , eine Partition
von [f(a), f(b)] der Feinheit €. Weiter sei

th = a
t, = sup{xe[a,b]| fx) <y} firallel <k<n.

Dann ist (t))y <, eine Partition von [a, b] (wobei t = t;, | fur gewisse k
moglich ist). Wir definieren g : [a,b] — R durch

gx) = v firallexe |, t, ;[ undk < n,
glt) = f(t) firallek<n+]l.

Nach Definition der t;, und Monotonie von f gilt
vi £ f(x) < yi,1 firallek<nundxe]g, g, [.

— Also ist g eine Treppenfunktion mit || f - g|| < .

Im Beweis starten wir mit einer e-Partition des Intervalls [f(a), f(b)], das den
Wertebereich von f umfasst. Diese Partition ,,lebt“ auf der y-Achse. Sie induziert
eine Partition (t} )y <, auf der x-Achse, mit deren Hilfe sich eine Treppenfunktion
g definieren lisst, die im e-Schlauch um f liegt. Genauer gilt

f-e < g <t
Ist f stetig und streng monoton steigend, so gilt
tp = f'(y) firallek<n+1.

Die Supremums-Definition der t, liefert aber auch bei Spriingen und Plateaus
eine geeignete Partition der x-Achse. Der Beweis ist zudem ein Beispiel dafiir,
warum es manchmal vorteilhaft ist, ,,t < ¢, statt ,t < t.,“ in der Definition
einer Partition zu fordern.
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Funktionen mit beschrinkter Variation

Wir fithren nun noch eine neue Klasse von Funktionen ein, deren Definition
bereits wie eine Integrierbarkeitsbedingung aussieht.

Definition (beschrinkte Variation, bv-Funktion)
Firf:[a,b] — R definieren wir die Variation var(f) € [0, o] von f durch:

var(f) = sup{ Dk<n |t 1) = f(t)| | (t)k<n ist eine Partition von [a, b] }

{ heilt von beschrinkter Variation oder eine bv-Funktion, falls var(f) < eo.
Weiter heifit die Funktion var;: [a,b] — [0, co] mit

varg(x) = var(f|[a,x]) firallexe [a,b]

die Variationsfunktion von f.

Die Abkiirzung ,,bv* ist auch im Englischen iiblich und steht dort fiir ,,boun-
ded variation“. Das folgende Diagramm illustriert, welche Verinderung oder
»Variation® von f durch den Begriff gemessen wird.

f(ts)
f(to)

f(t;) f(t) f

f(t,)

f(t3)

f(t3)

Die Summe X <5 |f(t, ) - f(t)| ist die Gesamtlinge der senkrechten Linien.
Die Variationvon f : [0, 1] — Rist definiert als das Supremum dieser Summen

fiir alle Partitionen von [0, 1].
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Die bv-Funktionen auf einem Intervall [a, b] sind abgeschlossen unter Linear-
kombinationen und bilden damit einen Unterraum des Vektorraums aller Funk-
tionen auf [a, b].

Hiufig verwendete und leicht nachzuweisende Eigenschaften sind:

Satz  (elementare Eigenschaften der Variation)
Firalle f,g: [a,b] — Rundallece Rundx € [a, b] gilt:

(a) var(cf) = |c|var(f), speziell var(f) = var(-f),

(b) var(f + g) < var(f) + var(g),

(c) var(f + ¢) = var(f),

(d) var(f) = |f(b) - f(a)|, mit Gleichheit, falls f monoton,
(e) var(f) = 0 genau dann, wenn f ist konstant,

() var(f) = var(f|[a, x]) + var(f|[x, b]),

(g) varg: [a,b] — R ist monoton steigend,

(h) varg(a) = 0, varg(b) = var(f).

Aufgrund von (d) ist jede monotone Funktion f auf [a, b] eine bv-Funktion,
und aufgrund von (f) gilt dies auch noch, wenn f stiickweise monoton ist. Die
Variationsfunktion kann fiir stiickweise monotone Funktionen einfach bestimmt
werden. Das folgende Diagramm gibt ein Beispiel hierzu.

4 [
varg(x)
3
2t
1F 9 - s}i{nixlz)
| L L | L L m L | |
1 N S 3 4 5

Die Variationsfunktion einer stiickweise monotonen Funktion f.

Es besteht der folgende bestechend schone Zusammenhang zwischen be-
schrinkter Variation und Monotonie:
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Satz  (Zerlegungssatz fiir bv-Funktionen)
Seif:[a,b] — R. Dann sind dquivalent:

(a) fisteine bv-Funktion.

(b) Es gibt monoton steigende g, h: [a,b] — Rmitf=g-hund
var(f) = var(g) + var(h).

(c) Esgibtmonotone g,h:[a,b] — Rmitf=g-h.

Beweis

(a) impliziert (b): Wir definieren g, h: [a,b] — R durch

o) = % (vare® + f®), h@) = %(Varf(x) - ).
Dann gilt f = g - h. Fiir x<y in [a, b] gilt nach (d) und (F):
2(g(y) - gx) = varg(y) - varg(x) - (f(x) - f(y)) =
var(f|[x,y]) - ((x) - f(y)) = var(f|[x,y]) - [fx) - (y)| = O.
Also ist g monoton steigend. Analog ist h monoton steigend. Damit ist
var(g) + var(h) = g(b) - g@ + h(b) - h(a) =
12 (var() + fb) = 0 = f(a) + var(f) - f(b) = 0 + f(a)) = var(b).
®) impliziert (c): Ist klar.

(¢) impliziert (a): Die bv-Funktionen auf [a, b] umfassen die monotonen
- Funktionen und sind als Vektorraum abgeschlossen unter Differenzen.

Die im Beweis konstruierte Darstellung f = g - h heifit die Fordan-Zerlegung
von f. Die Funktionen g und h erlauben eine weitere interessante Darstellung.
Wir definieren hierzu fir f: [a, b] — R die positive bzw. negative Variations-
funktion varf, varg : [a, b] — [0, o] von f durch

varf(x) = sup { Dien (f(te,1) = f(t)" | (<, Partition von [a, x] },

vari(®) = sup{ Xy<, (ft, ) - ft))" | ()<, Partition von [a,x] }, wobei

X = x| +x , X = dxl -x fiir alle x € R.
2 2

Dann gilt, wie wir in den Ubungen sehen werden, fiir die Jordan-Zerlegung
f = g - h einer bv-Funktion f:

g(x) = varf(x) + f(z_a)’ h(x) = vari(x) - % firallex € [a, b].
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Die Funktionen (var; + f)/2 und (var; - f)/2 der Jordan-Zerlegung sind also bis
auf eine Konstante genau die positive und negative Variation von f.

2.0¢ T
[ varg(x) l/ff -
150 PR
L s
[ varf(x) 7/
10f i
L 4 ‘(
L A
[ ,’ / .3
0.5 r SR —— 4 f(X) _ sin(x")
F ’ x+1
L L L L Il L L L L
1 2 3 N4 5

Die Jordan-Zerlegung der Funktion f. Wegen f(0) = 0 gilt f = varf - vary.

Aus dem Satz erhalten wir:

Korollar  (Integrierbarkeit von bv-Funktionen)
Jede bv-Funktion ist integrierbar.

Beweis
Jede monotone Funktion ist integrierbar und die Differenz zweier
- integrierbarer Funktionen ist integrierbar.

Zum Umfang der bv-Funktionen halten wir schliefilich noch fest:

Satz  (Lipschitz-stetige Funktionen sind bv-Funktionen)
Seif:[a,b] — R Lipschitz-stetig. Dann ist f eine bv-Funktion. Insbeson-
dere ist jede stetig differenzierbare Funktion auf [a, b] eine bv-Funkdon.

Beweis
Sei L eine Lipschitz-Konstante fiir f. Dann gilt fiir jede Partition (t )y < o

Zien It ) -] < Zyen Lt -t) = L(b-a).
— Alsoistvar(f) < L(b-a).

Die Voraussetzung der Lipschitz-Stetigkeit kann hier nicht zur Stetigkeit ab-
geschwiicht werden. Die Konstruktion einer stetigen Funktion f auf [0, 1] mit
var(f) = oo sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Bei der Diskussion von Kurven im R" im dritten Abschnitt werden wir auf den
Begriff der Variation zurtickkommen und dabei eine anschauliche Interpretation
von var(f) kennenlernen.
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Regelfunktionen und Regelintegral

Unsere Untersuchungen motivieren die folgende Definition:

Definition (Regelfunktion)
Eine Funktion f: [a,b] — R heifit eine Regelfunktion, falls f gleichmifig
durch Treppenfunktionen approximierbar ist.

L p \
S~ - \ \
| - - LN N I
SN
AY
a <\ b
\ \
\ \
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\
»f ist eine Regelfunktion“ bedeutet: In jedem N

e-Schlauch um f befindet sich eine Treppenfunktion.

Wir haben im Verlauf unserer Untersuchungen bereits gezeigt: Jede Regel-
funktion ist integrierbar (und ihr Integral ist der Limes von approximierenden
Treppenfunktionen), und jede stiickweise stetige oder monotone Funktion ist
eine Regelfunktion. Weiter gilt die folgende sympathische und nicht schwer zu
beweisende Charakterisierung:

Satz  (Charakterisierung der Regelfunktionen)
Seif:[a,b] — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(a) f isteine Regelfunktion.

(b) f besitzt links- und rechtsseitige Grenzwerte:

lim, 1 , f(x) und lim, | , f(x) existieren fiir alle p € ] a, b[,

x1p xlp

lim, | , f(x) und lim ; ;, f(x) existieren.

Die Aussage (b) trifft auf die stiickweise stetigen und die monotonen Funktio-
nen zu, sodass der Satz die Integrierbarkeit dieser Funktionen umfasst. Die Regel-
funktionen bilden wieder einen Unterraum des Vektorraums aller Funktionen auf
[a, b]. Damit ist auch jede bv-Funktion eine Regelfunktion, da sie als Differenz
zweier monotoner Funktionen eine Linearkombination von Regelfunktionen ist.
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Nicht jede integrierbare Funktion ist eine Regelfunktion: Ist f die uns schon
bekannte Zackenfunktion auf [0, 1] des folgenden Diagramms, so ist f Riemann-
integrierbar, aber nicht regelintegrierbar.

0 1/8 1/4 172 1

Die Zackenfunktion f definiert eine aus unendlich vielen Dreiecken

zusammengesetzte Fliche, ist aber nicht regelintegrierbar.

Bereits eine einzige Unstetigkeitsstelle kann also das Regelintegral tiberfor-
dern. Dennoch gilt, dass die Menge der Regelfunktionen recht umfassend ist,
und deswegen wird zuweilen das Integral lediglich fiir Regelfunktionen erklirt.
Dies geschieht fiir ein gegebenes Intervall [a, b] in zwei Schritten:

Konstruktion des Regelintegrals fiir ein gegebenes Intervall [a, b]
1. Schritt: Regelintegral fiir Treppenfunktionen

Seig = X<y Ck 1y, mit Intervallen I  [a, b]. Dann setzen wir
R(g) = Xi<n L), wobei wieder L(Iy) = sup(Ty) - inf(Ty).

2. Schritt: Ausdehnung auf alle Regelfunktionen

Sei f eine Regelfunktion auf [a, b], und seien (g,), « n Treppenfunktio-
nen auf [a, b], die gleichmiflig gegen f konvergieren. Dann setzen wir

R(F) = lim, R(g,)
Die reelle Zahl R(f) heifit das Regelintegral von f.

Zu zeigen ist in beiden Schritten die Wohldefiniertheit von R(f): Man muss
zeigen, dass R(f) nicht von der Wahl der Intervalle I und auch nicht von der
Wahl der Folge (g,,), <y abhiingt. Abgesehen von dieser technischen Hiirde be-
sticht die Definition durch ihre Ubersichtlichkeit. Das elementare Integral fiir
Treppenfunktionen wird durch einen sehr klaren Grenziibergang erweitert.

Zusammenfassend halten wir fest:

Fiir alle Regelfunktionen gilt R(f) = I(f), aber es gibt Funktionen f,
fiir die I(f) definiert, aber R(f) nicht definiert ist.
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Damit haben wir ein Beispiel fiir zwei nicht dquivalente Integralbegriffe ken-
nengelernt. Der Unterschied ist recht subtil. Eine Riemann-integrierbare Funk-
tion f ldsst sich durch Treppenfunktionen g so gut approximieren, dass

1) - 1(g)|

beliebig klein wird, aber sie ldsst sich im Allgemeinen nicht gleichmifiig (und
auch nicht punktweise) durch Treppenfunktionen approximieren. Die Aussage,
dass sich eine integrierbare Funktion ,,beliebig gut“ durch eine Treppenfunktion
approximieren lisst, ist also mit Vorsicht zu genieffen. Erst die Definition zeigt,
was ,beliebig gut“ bedeutet.

Zur Kiirze der obigen Definition bemerken wir, dass die Riemann-Integrier-
barkeit, speziell in Form der Darbouxschen Integrierbarkeitsbedingung, letzt-
endlich auch nicht komplizierter ist. Sie kommt zudem ohne ,,e-Schliduche® und
gleichmifige Konvergenz aus, die in der Schule nicht behandelt werden. Mathe-
matisch ist die Aquivalenz zum Jordan-Inhalt von Bedeutung, die das Riemann-
Integral vor dem Regelintegral auszeichnet. Auch aus historischer Sicht ist das
Riemann-Integral unverzichtbar. Das Lebesgue-Integral wurde um 1900 auf der
Basis des Riemann-Integrals entwickelt, das Regelintegral wurde dagegen erstin
der zweiten Hilfte des 20. Jahrhunderts eingefiihrt. Die Eleganz der gleichmifi-
gen Approximation durch Treppenfunktionen ist andererseits nicht zu bestrei-
ten. Weiter ist das Konzept der Approximation durch einfache Funktionen auch
eines der zentralen Motive der allgemeinen mafitheoretischen Integrationstheo-
rie. Es ist also gut, beide Integrale von Anfang an zu kennen. Im Folgenden be-
deutet ,integrierbar” wie bisher ,,Riemann-integrierbar, d.h., wir arbeiten mit
dem etwas umfassenderen Begriff. Auf den Komfort des Regelintegrals miissen
wir dabei, wie schon oben in den Beweisen der Integrierbarkeit der stetigen und
der monotonen Funktionen, nicht verzichten.

Komposition und Produkt

Uberraschenderweise sind die integrierbaren Funktionen nicht abgeschlossen
unter Komposition (der Leser vergleiche dies mit den stetigen und den differen-
zierbaren Funktionen). Wir werden dies in den Ubungen beweisen. Immerhin
gilt aber:

Satz  (Komposition einer stetigen und einer integrierbaren Funktion)
Seif:[a,b] — [c, d]integrierbar,undseig: [c,d] — R stetig.
Dannist h = ge f integrierbar.

Wir begniigen uns hier mit dem Beweis einer etwas schwicheren Version, die
aus didaktischer Sicht den Begriff der Lipschitz-Stetigkeit auffrischt. Der allge-
meine Satz folgt unmittelbar aus dem Integrierbarkeitskriterium von Lebesgue,
das wir im Ausblick unten vorstellen und im zweiten Abschnitt auch beweisen
werden. Fir viele Anwendungen geniigt die schwichere Version.
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Satz  (Komposition einer Lipschitz-stetigen und einer integrierbaren Funktion)
Seif:[a,b] — [c, d]integrierbar,undseig: [c,d] — R Lipschitz-stetig.
Dannist h = gof integrierbar.

Beweis
Sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante fiir g, sodass also

lgy) - gyl < L |y -y:| firalley;,y; €[c,d].

Wir beweisen das Darbouxsche Integrierbarkeitskriterium. Sei also € > 0.
Da die Funktion f integrierbar ist, gibt es eine Partition p = (t;)r <, von
[a, b] mit

€
Spf = s,f < —.
Pr T L

Dann gilt aber nach Wahl von L, dass
Sp(gef) - sy(gef) =
Y s SUPs e () |8ERD) = gf))] (e - 1) <
LY, suPy e [f6) = ()| (G -0) =
L (Spf - spf) <
- L -¢e/LL = e

Mit einem algebraischen Trick kénnen wir nun zeigen, dass das Produkt
zweier integrierbarer Funktionen wieder integrierbar ist:

Satz  (weitere Abgeschlossenbeitseigenschaften)
Seien f,g: [a,b] — R integrierbar. Dann sind auch die Funktionen

If], f°, fg

integrierbar.

Beweis
Die Behauptungen iiber |f| und f* folgen aus der Lipschitz-Stetigkeit der
Betrags- bzw. der Quadratfunktion auf dem aufgrund der Integrierbarkeit
beschrinkten Wertebereich von f. Die Integrierbarkeit des Produkts fg
folgt nun aus der Integrierbarkeit von (f + g)°, (f - g)* und der Polarisations-
formel

f+g’ - (-9’
. .

fg =
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Die Zerlegung in Positiv- und Negativteil

Von begrifflicher und anschaulicher
Bedeutung fiir die Integrationstheorie ist
schliefilich die Zerlegung einer Funktion f
in ihren positiven und negativen Teil.

Definition (Positivteil und Negativteil)
Seif:[a,b] — R. Dann sind
der Positivteil f*:[a,b] — Rund
der Negativteil ™ : [a,b] — R
von f definiert durch

1

" = — (|f] + f),
L (11 + 1 )
1
== — (|f] - f).
> (Ifl - f)
Nach Definition gilt also:
f* = max(f, 0),
-
f~ = - min(f, 0),
f =" -1,
[f] = 7+ "

Weiter giltx" =id*(x) und x™ = id"(x) fiir die bei der Diskussion der Variation ein-
gefiihrten Werte x* und x”.
Die Integration respektiert diese Aufspaltung in zwei Funktionen:

Satz  (Zerlegung in Positivteil und Negativteil)
Seif:[a,b] — R. Dann sind dquivalent:

(a) f istintegrierbar.
(b) £* und {~ sind integrierbar.
In diesem Fall gile I(f) = I(f*) - I(f").

Der Satz prizisiert das bei der Diskussion des Jordan-Inhalts geschilderte Vor-
gehen, die signierte Messung der Integration durch zwei unsignierte Flichen-
messungen zu ersetzen.
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Eine Verletzung der Integrierbarkeitsbedingung

Nach den zahlreichen positiven Ergebnissen wollen wir nun noch zeigen, dass
nicht alle Funktionen integrierbar sind. Wichtige Gegenbeispiele liefert die In-
dikatorfunktion der rationalen Zahlen:

Satz  (Nichtintegrierbarkeit der rationalen Indikatorfunktionen)
Seien a <b, und sei Q = @ N [a, b]. Dann ist die Indikatorfunktion 1, auf
[, b] nicht integrierbar.

Beweis
Ist p eine Partition von [a, b] mit lauter rationalen Stitzstellen, so gilt

b) P lo =
Ist p eine Partition von [a, b] mit lauter irrationalen Stiitzstellen, so gilt
2,1lo = 0.

Da es Partitionen beider Typen mit beliebiger Feinheit 8 > 0 gibt, ist die
— Integrierbarkeitsbedingung verletzt.

Es ist instruktiv, das Scheitern der Integration von 1, mit Hilfe des Darboux-
Integrals zu formulieren. Fiir jede Partition p von [a, b] gilt

Sp1Q=O, SplQ = l(b—a) = b—a.

sodasss1g = 0 <b -a =S1,. Die Unter- und Obersummen bleiben durch die
dichtliegenden 0-Stellen und die dicht liegenden 1-Stellen bei 0 bzw. 1 hingen.
Eine bessere Einschlieffung von 1, ist durch die Verwendung des Infimums und
Supremums in der Definition der Unter- und Obersummen nicht méglich.

Die Funktion 1, ist als Dirichletsche Sprungfunktion auf [a, b] bekannt. Obwohl
diese Funktion nur zwei verschiedene Werte annimmt und aus der Sicht der
iiberabzihlbaren Menge R ,fast tiberall“ gleich null ist, sprengt sie die Moglich-
keiten des Riemann-Integrals. Sie zeigt, dass die Abinderung einer Funktion an
abzihlbar vielen Stellen aus der Menge der integrierbaren Funktionen heraus-
fithren kann. Sie zeigt zudem, dass es nicht geniigt, nur rationale Stiitzstellen zu-
zulassen. Denn sind in p = (ty, X <, alle x, rational, so ist Y., 1 = b - a. Damit
wire 1o Riemann- 1ntegrlerbar wenn man nur rationale Stutzstellen zulisst.
Diese Uberlegungen zeigen, dass man sich bei der Beschrinkung auf dquidi-
stante Partitionen nicht auch noch auf linksseitige, mittige oder rechtsseitige
Stiitzstellen zuriickziehen kann, denn fiir rationale Intervallgrenzen a und b wi-
ren dann auch alle Stiitzstellen rational. Analoges gilt fiir ausschlielich irratio-
nale Stiitzstellen.

Weitere Beispiele fiir nichtintegrierbare Funktionen werden wir in den Ubun-
gen und im zweiten Abschnitt kennenlernen.
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Zur Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung

Wir stellen, dem Leitmotiv der Vertauschbarkeit von Operationen folgend,
die Frage:
b b
Giltstets f lim, _, .. f,(x) dx = lim, _ .. f f,(x) dx?
a

a

Das Riemann-Integral hat hier keine besonders guten Eigenschaften! Be-
reits die punktweise monotone Konvergenz von 0-1-wertigen Treppenfunktio-
nen kann eine nichtintegrierbare Grenzfunktion erzeugen:

Satz  (Verlust der Integrierbarkeit bei punkrweiser Konvergenz)
Es gibt Treppenfunktionen

g.:[0,1] = {0,1}, neN,

die punktweise monoton steigend gegen eine nichtintegrierbare Funktion
konvergieren.

Beweis
Sei (qu)ne n eine Folge, die alle rationalen Zahlen im Intervall [0, 1] ohne
Wiederholungen durchliuft, d. h., fir alle g € @ N [0, 1] gibt es genau ein
n mit q, = q. Wir setzen nun:

gn = lq...q, fiirallen.

Dann ist jedes g, eine Treppenfunktion und es gilt I(g,,) = 0, da sich g, nur

an endlich vielen Stellen von der Nullfunktion auf [0, 1] unterscheidet.

Aber die Folge (g,), < n konvergiert punktweise monoton steigend gegen
— die nichtintegrierbare Dirichletsche Sprungfunktion 1 auf [0, 1].

Bei gleichmifiiger Konvergenz ist dagegen alles gut. Oben hatten wir bereits
gezeigt, dass

I(hmn gn) = hmn I(gn)

gilt, wenn (g,,),  y eine Folge von Treppenfunktionen auf [a, b] ist, die gleichmi-
Big konvergiert. Allgemein gilt nun:

Satz  (Vertauschungssatz bei gleichmafSiger Konvergenz)
Sei (f,), e y eine Folge integrierbarer Funktionen auf [a, b], die gleichmiflig
gegeneinf:[a,b] — R konvergiert. Dann ist f integrierbar und es gilt

b b b
f fx)dx = f lim, £,(x) dx = lim, f £.(x) dx.



66 1. Abschnitt Integration

Beweis
Sei e > 0. Aufgrund der gleichmifligen Konvergenz der Folge gibt es ein ng
mit der Eigenschaft:

[f,x) - f(x)|] < ¢ firallexe[a,b]undn > n,.

Damit st f beschrinkt (durch | f, || + €), und fiir alle n > ny und alle
Partitionen p gilt:

ISy f = Spfy| < e(b-a) und |[s,f - s,f| < eb-a).

Diese Abschitzungen tibertragen sich auf die Ober- und Unterintegrale:

(+) |Sf - Sf,| £ e(b-a) und |sf - sf,| < e(b-a) firallen>n,.

Da f,, integrierbar ist, gilt Sf, = sf, . Nach (+) gilt also

|Sf - sf| < |Sf - Sf, | + |Sf,, - sf, | + |sf,, - sf| < 2e(b-a).

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist Sf = sf. Also ist f integrierbar. Weiter folgt aus
(+), dass Sf = lim,, Sf,. Also ist

— I(f) = Sf = lim, Sf, = lim, I(f,).

Die Integrierbarkeitsaussage des Satzes verallgemeinert das Ergebnis, dass
jede Regelfunktion integrierbar ist.
Fiir Reihen erhalten wir:

Korollar  (Vertauschungssatz fiir gleichmaifSig konvergente Reiben)
Sei X, f, eine Reihe integrierbarer Funktionen auf [a, b], die gleichmiflig
gegenein f: [a,b] — R konvergiert. Dann ist f integrierbar, und es gilt

b b
f Y.hEds = zn f f,(x) dx. (gliedweise Integration)
a a

Speziell gilt die Vertauschbarkeit von Limes und Integral also fiir die gleich-
miflig konvergenten Potenzreihen. Ist f = >,,a,(x - p)" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R und ist [a, b]  ]p - R, p + R[, so gilt

fabznan<x—p>ﬂ dx = Y a fab<x—p>ﬂ d.

(gliedweise Integration von Potenzreiben)

Wir wollen noch ein positives Ergebnis fiir die punktweise Konvergenz ohne
Beweis angeben. Es besagt, dass unter beschrinkten Bedingungen lediglich die
Integrierbarkeit der Grenzfunktion problematisch ist. Gilt sie, darf man Limes
und Integral vertauschen.
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Satz  (Vertauschungssatz fiir punktweise beschrinkte Konvergenz)
Sei (f,), e y eine Folge von integrierbaren Funktionen auf [a, b], die
punktweise gegen ein integrierbares f: [a,b] — R konvergiert. Die Folge
sei beschrinkt, d.h., es gebe ein s >0 mit || f, || < s fiir alle n. Dann gilt

b b b
f fx)dx = f lim, £,(x) dx = lim, f £ (x) dx.

a

Der Leser moge eine unbeschrinkte Folge von immer schmaler werdenden
Zackenfunktionen f,, : [0, 1] — [0, o[ mit den Eigenschaften

(@) I(f, =1 fiirallen,
(b) lim, f, = 0 (punktweise)

konstruieren. Sie zeigen, dass auf die Voraussetzung der Beschrinktheit der
Folge selbst bei stetigen Funktionen f, nicht verzichtet werden kann. Es ist wich-
tig, dass die Graphen der Funktionen f, in einem Rechteck [a, b] X [-s, s] leben.

Einen der Griinde, warum das Riemann-Integral von den Mathematikern
suberarbeitet“ wurde, kénnen wir nun klar angeben:

Man mochte ein Integral zur Verfiigung haben, das bessere
Eigenschaften hinsichtlich punktweiser Limesbildung besitzt.

Dieser Wunsch ist erfiillbar, und eine derartige Verbesserung des Riemann-In-
tegrals ist das Lebesgue-Integral. Dieses Integral ist unempfindlich gegeniiber
abzihlbaren Verinderungen und speziell ist die Dirichletsche Sprungfunktion
1 auf [a, b] Lebesgue-integrierbar mit Lebesgue-Integral 0. Dartiber hinaus
gilt der Vertauschungssatz fiir punktweise beschrinkte Konvergenz ohne die
Annahme der Lebesgue-Integrierbarkeit der Grenzfunktion. Diese Integrier-
barkeit wird gefolgert, nicht vorausgesetzt. Fiir alle Riemann-integrierbaren
Funktionen f stimmen das Riemann- und das Lebesgue-Integral fiir f iiberein,
sodass also das Lebesgue-Integral das Riemann-Integral so fortsetzt wie das
Riemann-Integral das Regelintegral. Der Erfolg des Lebesgue-Integrals ist zu
einem grofien Teil den verbesserten Vertauschungseigenschaften geschuldet,
die in der hoheren Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie an allen Ecken
und Enden gebraucht werden.

Unter Verwendung des Auswahlaxioms der Mengenlehre kann man erneut
0-1-wertige Funktionen konstruieren, die nicht Lebesgue-integrierbar sind.
Das Ziel, alle beschrinkten Funktionen auf [a, b] integrieren zu konnen, ist mit
dem Auswahlaxiom nicht vereinbar. Man kann das Lebesgue-Integral erneut
erweitern, aber jede solche Erweiterung hinterldsst nichtintegrierbare Funk-
tionen, und es ist keine ,ultimative Erweiterung” in Sicht. Irgendwann muss
man also authoren, den Integrationsbegriff auszureizen. Diese subtilen Fragen
sind im 20. Jahrhundert intensiv untersucht worden, und von der Analysis fiihrt
heute an dieser Stelle eine goldene Briicke in die Grundlagenforschung der
Mathematik.
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Ausblick: Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit

Wir haben gesehen, dass viele, aber nicht alle Funktionen f: [a,b] — Rin-
tegrierbar sind. Im Gegensatz zum Regelintegral haben wir jedoch noch kein
griffiges Kriterium fiir die Riemann-Integrierbarkeit erkennen kénnen. Ein
solches Kriterium kann mit Hilfe moderner mafitheoretischer Begriffe formu-
liert werden. Wir definieren hierzu:

Definition (Lebesgue-Nullmenge)
Ein P ¢ R heifit eine Lebesgue-Nullmenge oder eine Menge mit Lebesgue-
Maf$ Null, falls fiir alle € > 0 Intervalle I, = ]a,, b, [, n € N, existieren mit

(@ P c U, = {xeR|esgibteinnmitxel,},

b) X, L) = X, (by-a,) < &

Zur Uberdeckung von P diirfen abzihlbar viele Intervalle verwendet werden.

Eine Menge P reeller Zahlen hat also das Lebesgue-Maf§ Null, wenn P durch
abzihlbar viele offene Intervalle mit beliebig kleiner positiver Lingensumme
iiberdeckt werden kann. (Die Offenheit der Intervalle ist dabei nicht wesentlich,
man erhilt den gleichen Begriff, wenn man beliebige Intervalle zulisst.)

Satz  (Eigenschaften von Lebesgue-Nullmengen)
(a) Jede abzihlbare Menge hat das Lebesgue-Maf Null.

(b) Ist P, eine Lebesgue-Nullmenge fiir alle n, so istauch P = U P,
eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis
zu (a): Die Aussage ist klar fiir P =&. Seialso P ={x, | ne N'}. Seie >0
beliebig. Wir setzen €, = £/2"*? fiir alle n. Dann gilt
P c Une N Uen(xn)a zn L(Uan) = zn z811 = 2 L = &

= n Zn +1
zu (B): Seie> 0. Fir alle n sei (I);c eine Folge von Intervallen mit

€

2n+l .

Pn < UkIE, ZnL(Iﬂ) <

Dann st { I} | k, n € N } abzihlbar und es gilt

€
n 211+1

Pc U, I Z..Lap = X, 2. LAy < X
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Aussage (b) ist eine Verallgemeinerung von (a), denn fiir alle x € Rist { x } eine
Lebegue-Nullmenge. Um mit dem Argumentationstyp vertraut zu werden, ist
ein separater Beweis von (a) aber vielleicht instruktiver.

Eine iiberabzihlbare Lebesgue-Nullmenge werden wir im zweiten Abschnitt
mit der Cantor-Menge C kennenlernen.

Im Hinblick auf die Riemann-Jordan-Linge gilt: Ist P c [a, b] eine Menge mit
Jordan-Linge Null, d.h.

b
L(P) = f () dx = 0,

a

so ist P auch eine Lebesgue-Nullmenge. Dagegen ist 1p : [a,b] — R im Allge-
meinen nicht Riemann-integrierbar, wenn P  [a, b] eine Lebesgue-Nullmenge
ist. Ein Beispiel liefert die Dirichletsche Sprungfunktion. Denn Q = Q M [a, b] ist
als abzihlbare Menge eine Nullmenge, aber 1, : [a,b] — Rist nicht Riemann-
integrierbar.

Es gilt der ebenso beeindruckende wie niitzliche Charakterisierungssatz:

Satz  (Integrierbarkeitskriterium von Lebesgue)
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(a) fist Riemann-integrierbar.

(b) P = {xe[a,b] | fistunstetiginx }ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Die Riemann-integrierbaren Funktionen sind also genau die im Sinne von Le-
besgue ,fast tiberall” stetigen Funktionen. Speziell ist jede Funktion mit einer
endlichen oder abzihlbar unendlichen Menge an Unstetigkeitsstellen Riemann-
integrierbar. Das Ergebnis ist ein Paradebeispiel dafiir, wie die Moderne das Ver-
stindnis der Klassik vertiefen kann.

Wir werden den Satz im zweiten Abschnitt beweisen. Die Implikation von (a)
nach (b) konnte an dieser Stelle bewiesen werden und wir bereiten die Argumen-
tation in den Ubungen vor. Fir die Implikation von (b) nach (a) ist es jedoch hilf-
reich, den topologischen Kompaktheitsbegriff zur Verfiigung zu haben.






4. Differentiation und Integration

Wir haben das Integral bislang vor allem begrifflich untersucht. Wir kennen
viele interessante Eigenschaften und Feinheiten der Konstruktion, aber die Be-
rechnung von Riemann- und Darboux-Summen und der sich aus ihnen ergeben-
den Integrale ist nach wie vor mithsam. Durch ein tiberraschend einfach zu be-
weisendes weiteres theoretisches Ergebnis werden wir nun schlagartig in die
Lage versetzt, viele Integrale miihelos bestimmen zu kénnen. Das Zauberwort,
das das Tor 6ffnet, heifit Differenzieren. Anschaulich ist klar, dass zwischen der
Steigung einer Funktion und ihrem Integral ein enger Zusammenhang besteht.
Eine in einem Punkt p stark ansteigende positive Funktion f sammelt rechts von
p mehr Fliche unter sich als eine in p flachere Funktion g mit g(p) = f(p). Es zeigt
sich, dass dieser Zusammenhang nicht nur eng, sondern besonders einfach ist:
Die Integration erscheint als die Umkehrung der Differentiation. Wir diskutie-
ren zwei verschiedene Versionen dieses fundamentalen Zusammenhangs.

Stammfunktionen

Wir erinnern vorab noch einmal an den Begriff der Stammfunktion, der in
diesem Kapitel eine Schliisselrolle spielen wird:

Definition  (Stammfunktion)

SeiPc R, undseif: P — R. Dann heifit eine differenzierbare Funktion
F:P — R eine Stammfunktion von {, falls F” = {.

Im Folgenden sei I immer ein offenes, halboffenes, abgeschlossenes Intervall,
das beschrinkt oder unbeschrinkt sein kann. Fiir den unbeschrinkten Fall beno-
tigen wir noch:

Definition (lokale Integrierbarkeit)
Eine Funktion f: I — R heifit lokal integrierbar, falls f|[a, b] : [a,b] — R
fiir alle a < b in I integrierbar ist.

Jede stetige oder monotone Funktion f: R — R st lokal integrierbar. Weiter
ist zum Beispiel f:]0, o[ — R mit f(x) = 1/x lokal integrierbar.

Wir beweisen zwei Hauptsitze I und II, die den Zusammenhang zwischen
dem Differenzieren und Integrieren beschreiben. Entscheidend wird einmal der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung und einmal der Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung verwendet.
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Hauptsatz I:

Die Berechnung von Integralen durch Stammfunktionen

Wir zeigen, dass I(f) durch Auswerten einer beliebigen Stammfunktion von f an
den Integrationsgrenzen berechnet werden kann. In den Beweis geht aufier dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung nur die Definition des Integrals ein.

Satz  (Hauptsatz 1)
Seif:I — Rlokal integrierbar, und sei F : I — R eine Stammfunktion von f.
Dann gilt firallea, b e I:

b
f f = Fb) - F).

Beweis
Es gentigt, die Aussage fiir den Fall a <b und Def(f) = [a, b] zu zeigen.
Hierzu sei p = (ty)k <, eine Partition von [a, b] ohne Stiitzstellen. Nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es x, € [ty, t, 1] mit

Flt.,) - Flt) = F() (b, - t) firalle k<n.

Folglich gilt fiir die Partition p* = (t, x) <, wegen F = , dass
b = Zpen ) (1 -t) = Licn F&x) (tiy1 - 1) =
Yo (Flu,) - F) = Flta, ) - Flto) = F(b) - Fa).

Da f integrierbar ist, ist der Abstand zwischen I(f) und . -f = F(b) - F(a)
kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn wir p hinreichend fein wihlen.
- Folglich ist I(f) = F(b) - F(a).

Wir fassen das Argument noch einmal zusammen:

(a) Die Differenz F(b) - F(a) ist, fiir jede Wahl von Zerlegungspunkten,
eine gewisse Riemann-Summe fiir diese Zerlegungspunkete.

(b) Istf:[a,b] — Rintegrierbar, so konvergieren Riemann-Summen
gegen I(f) bei gegen Null konvergierenden Feinheiten. Nach (a) miissen
die reellen Zahlen I(f) und F(b) - F(a) also gleich sein.

Mit Hilfe des Hauptsatzes konnen wir Integrale bestimmen, ohne zu integrie-
ren, d.h., ohne Riemann- oder Darboux-Summen zu berechnen. Wir miissen
slediglich“ eine Stammfunktion der betrachteten Funktion f finden. Da jede Ab-
leitung auch eine Erkenntnis tiber Stammfunktionen mit sich bringt, kennen wir
bereits viele Stammfunktionen: Ist g” = f, so ist g eine Stammfunktion von f. Ta-
bellen fiir Ableitungen werden zu Tabellen fir Integrale. Stirker ist das Auffin-
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den von Stammfunktionen algorithmisch beherrschbar, sodass wir heute den
Computer nicht nur zur numerischen, sondern hiufig auch zur symbolischen In-
tegration verwenden konnen. Wir kommen bei der Diskussion der Integrations-
regeln in 1.5 noch einmal auf diesen Punkt zuriick.
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Diagramm zum Hauptsatz I und seinem Beweis: Zu einer vorgegebenen stiitzstel-
lenfreien Partition p = (t))r<, von [0, 2] existieren stets Stiitzstellen (xi)y<p, sodass

fx) (1 -t) = F() (b1 - t) = Flue) - Flw) = ft TR dx firallek,

Die in den Diagrammen dargestellten Riemann-Summen (der signierte Inhalt der
grauen Flichen) sind jeweils genau das Integral von f.
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Betrachtet man die Voraussetzungen des Hauptsatzes I, so erhebt sich die
Frage, ob die Integrierbarkeit von f nicht tiberflissig ist. Dies ist aber nicht der
Fall, denn es gibt eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — R, deren Ableitung
nicht integrierbar ist! Da jede stetige Funktion integrierbar ist, sind derartige
Beispiele im Expertenfeld der differenzierbaren, aber nicht stetig differenzierba-
ren Funktionen zu suchen. Wir werden nach der Diskussion des Hauptsatzes ein
derartiges F angeben. Mit der umgekehrten Frage, welche integrierbaren Funk-
tionen eine Stammfunktion besitzen, werden wir uns im Folgenden ebenfalls
noch genauer beschiftigen.

Bei der Bestimmung von Integralen treten Differenzen der Form F(b) - F(a)
auf. Es ist sinnvoll, hierfiir eine eigene Notation einzufiihren.

Definition (Auswertungsnotation)
FirF:P — Runda,b e P sei

b b
F|a = [F] = Fb) - F). .
Die Notation eignet sich auch F(b)r
fiir Terme, sodass etwa Fb) - K@)
- F(a
e’ |:E = b - e F(a)
tx2|:l: = bx - ax’. a b

Es gelten folgende Rechenregeln:

Satz  (Eigenschaften der Auswertungsnotation)
Fiir alle F, G, a,b gilt unter der Voraussetzung der Definiertheit:

@ F+Q)| =F|"+ G|, o F =-F[,

G(b)

© F| + F|" - F|", @ EQ)f) = Fg.

Ist F eine Stammfunktion einer lokal integrierbaren Funktion f: I — R, so gilt
fir alle a, b € I nach dem Hauptsatz, dass

b b

f f=F | . (Berechnung durch Auswertung)
a

Beispielsweise ist also

2
f RS dx = log|i = log(2) - log(1) = log(2).
1

X

Weit verbreitet ist die folgende Definition eines ,unbestimmten® Integrals
ohne untere und obere Integrationsgrenzen:
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Definition (unbestimmtes Integral)
Istf:I — R lokal integrierbar und besitzt f eine Stammfunktion, so heifit

f f = ff(x)dx = {F| F:1I — Rist Stammfunktion von f }
das unbestimmte Integral von f.

Wir hatten in der Analysis 1 gezeigt, dass sich zwei auf einem Intervall defi-
nierte Funktionen F und G mit F’ = G’ nur um eine Konstante unterscheiden.
Denn wegen (F - G)’ = 0 ist F - G konstant. Es gilt also:

Satz  (ldentifizierung aller Stammfunktionen bei gegebener Stammfunktion)
Istf:1 — R lokal integrierbar und F eine Stammfunktion von {, so gilt

ff - [F+c|ceR)

Die Definition des unbestimmten Integrals als Menge bringt zum Ausdruck,
dass eine Stammfunktion nicht eindeutig bestimmt ist. Diese Korrektheit ist oft
eher hinderlich denn niitzlich, und man vereinbart deswegen:

Konvention
Besitzt ein lokal integrierbares f : I — R eine Stammfunktion, so
bezeichnenf f und f f(x) dx auch irgendeine Stammfunktion von f.
Stammfunktionen werden wie Integranden zudem oft durch Terme in der

Integrationsvariablen angegeben.

Damitistfbf(x)dx - [ff}b = [ f) dx

, und wir kénnen schreiben:

fsin = cos, fsin(x)dx = cos(x), fexp = exp, fex dx = €,
J' 1 .. 1 .
— dx = log(x) furx >0, f — dx = log(]x]) furx # 0 usw.
X X

Die Konvention ist auch ein Ausdruck des Bediirfnisses, unter dem Integral ei-
ner Funktion ebenso eine Funktion zu verstehen wie unter der Ableitung. Ublich
ist daneben auch die ,,plus c“~-Notation, die der Tatsache besser gerecht werden
will, dass eine Stammfunktion nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.
Ist F eine Stammfunktion von f: I — R, so schreibt man hier

ff = F+g ff(x)dx = Fx) + ¢, fidx = log(x) + ¢ usw.
X

Sobald das unbestimmte Integral an zwei Grenzen ausgewertet wird, spielen
die fehlende oder unspezifizierte Konstante und die verwendete Variable keine
Rolle mehr. Die saloppen Notationen fithren in der Regel zu keinen Fehlern.
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Viele, aber nicht alle Eigenschaften des Integrals gelten auch fiir das unbe-
stimmte Integral. Sind f,g: I — R lokal integrierbar und sind F und G Stamm-
funktionen von f, so ist H = ¢F + d G eine Stammfunktion von cf + dg. Wir
kénnen also schreiben

f(cf +dg) = ¢ f f+d f g. (Linearitit des unbestimmten Integrals)

Dagegen folgt aus f < g nicht mehr notwendig, dass F < G, und damit gilt keine
Monotonie fiir das unbestimmte Integral.

Hauptsatz I1:

Die Existenz von Stammfunktionen fiir stetige Funktionen

Wir wissen nun, dass Stammfunktionen die Berechnung von Integralen er-
moglichen. Weiter wissen wir, dass wir mit einer Stammfunktion bereits alle
Stammfunktionen einer Funktion f auf einem Intervall kennen. Wir wissen
aber noch nicht, wie wir Stammfunktionen konstruieren kénnen und welche
Funktionen eine Stammfunktion besitzen. Diese Fragen kénnen wir fiir stetige
Funktionen mit Hilfe von Integration beantworten. Wir erhalten einen Exi-
stenzsatz fir Stammfunktionen, der uns nochmal den Hauptsatz I - einge-
schrinkt auf stetige Funktionen - liefern wird. Im Zentrum steht bei diesem
Ansatz die Funktionsbildung durch Variieren der Integrationsgrenze:

Definition (Integralfunktion zu einem Startpunkt)
Sei I ein Intervall, und sei f: I — R lokal integrierbar. Weiter sei s € L.
Dann heifit die Funktion F: I — R mit

Fx) = f f = f f() de firallexeI
S S

die Integralfunktion von f zum (unteren) Startwert oder zur (unteren) Grenze s.

08 20, F(x) = fxf(t) de.
i 0

2.0
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Die Integralfunktion F beschreibt in der Variablen x, welchen signierten Fli-
cheninhalt f zwischen s und x definiert. Es gilt F(s) = 0 und

F(b) - Fa) = fbf—faf - fbf+fsf - fbf.

Wir kénnen auch eine Funktion zu einem oberen Startwert s betrachten:
S
Gk = f f firallexel.
X

Wegen G(x) = - F(x) fiir alle x gentigt es aber, eine der beiden Integralfunktionen
zu untersuchen. Wir bevorzugen im Folgenden untere Startwerte.

Die Integralfunktion besitzt, wie der Leser zeigen moge, sehr gute Stetigkeits-
eigenschaften:

Satz  (Lipschitz-Stetigkeit der Integralfunktion)
Seif:[a,b] — Rintegrierbar, undsei F: [a,b] — R die Integralfunktion
von f zu einem Startwert s. Dann ist F Lipschitz-stetig. Genauer gilt: Ist
beschrinkt durch L, so ist L eine Lipschitz-Konstante fiir F.

Bei stetiger Ausgangsfunktion f ist die Integralfunktion sogar differenzierbar,
und ihre Ableitung ergibt wieder die Funktion f. Im Beweis spielt diesmal der
Mittelwertsatz der Integralrechnung die Hauptrolle:

Satz  (Hauptsarz II)
Seif:1 — Rstetig, undsei F: I — R die Integralfunktion von f zu einem
Startwert s. Dann ist F eine Stammfunktion von f.

Beweis
Seixel. Dann gilt fur alleh # 0 mitx + h e I:

x+h

<+ h) - Flx x+h X
FeboR L () L L

S S X

Auf der rechten Seite steht, sowohl fiir h > 0 als auch fiir h < 0, der Mittel-
wertvon f im durch x und x + h gegebenen Intervall. Da f stetig ist, ist der
Mittelwertsatz der Integralrechnung anwendbar und liefert ein von h ab-
hingiges p zwischen x und x + h mit

Fx+h) - F(x)

- = f(p).

Da f im Punkt x stetig ist, gilt

Fix+h) - F(x)
h

llmh 0

= lim, _  f(p) = (.

— Damitist F differenzierbar im Punkt x, und es gilt F'(x) = f(x).
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Als Korollar des Hauptsatzes II erhalten wir den Hauptsatz I, allerdings nur
noch in einer schwicheren Form fiir stetige Funktionen:

Korollar  (Hauptsatz 1 fiir stetige Funktionen)
Seif:I — R stetig, und sei G eine Stammfunktion von f. Dann gilt:

b
f f = Gb) - G).

Beweis
Sei F: I — R die Integralfunktion von { zu einem Startwert s. Da F eine
Stammfunktion von f ist, gibt es ein ¢ mit

G =F+c
Dann gilt aber

b
f f = Fb) - F@) = Fb) + ¢ - F@) +c) = Gb) - G).

Unsere Argumentation verlief diesmal wie folgt:
(a) Die Integralfunktion
X
Fx) = f
J

einer stetigen Funktion f ist eine Stammfunktion von f. Nach Defini-
tion von F gilt I(f) = F(b) - F(a).

(b) Da sich zwei beliebige Stammfunktionen nur durch eine Konstante

unterscheiden, gilt die Berechnungsformel in (a) fiir jede beliebige
Stammfunktion G von f.

Zusammenfassung

Wir bezeichnen - wie in der Literatur auch iblich - unsere beiden Sitze
»,Hauptsatz I und ,,Hauptsatz 1I“ zusammen als ,Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung®. Der Hauptsatz beinhaltet also ein Ergebnis tiber die Be-
rechnung von Integralen durch Stammfunktionen und ein Ergebnis iber die
Konstruktion von Stammfunktionen durch Integration. Beide Zuginge ergin-
zen sich, und beide Beweise beleuchten, wie es zum engen Zusammenspiel zwi-
schen dem seiner Natur nach lokalen Differenzieren und dem seiner Natur nach
globalen Integrieren kommt. Es ist bemerkenswert, dass die beiden Sitze letzt
endlich einfache Folgerungen aus den Mittelwertsitzen sind.
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Stammfunktionen und Integrierbarkeit

Wir haben gezeigt, dass jede stetige Funktion f: I — R eine Stammfunktion
besitzt. Offen sind noch die folgenden Fragen:

Sei F: [a,b] — R differenzierbar. Ist dann f = F’ integrierbar?

Seig:[a,b] — Rintegrierbar, und g besitze eine Stammfunktion G.
Ist dann g stetig (und damit G stetig differenzierbar)?

Die Antwort ist jeweils ,nein®. Gegenbeispiele liefern nicht stetig differenzier-
bare Funktionen, wie wir sie in der Analysis 1 bereits kennengelernt haben:

0.8
0.6
0.4

0.2

0.2 0)\/ 0.6 0.8 1.0
—02F
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0.01 F

0.05 \y/ 0.15
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g
OT/ v 0.10 0.15
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2. 2 2 X
F&) = x"sin(1/x7), falls x # 0, Gk = x“sin(1/x), falls x #0,
0, falls x=0. 0, falls x=0.
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Ausblick: Zur Ableitung der Integralfunktion

Wir haben gesehen, dass eine Integralfunktion einer stetigen Funktion f eine
Stammfunktion von f ist. Die Voraussetzung der Stetigkeit kann nicht fallenge-
lassen werden, denn bereits die Integralfunktionen von Treppenfunktionen wei-
sen Knicke auf. Dennoch hat eine Integralfunktion in der Regel sehr gute Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften. Speziell gilt der Hauptsatz II auch punktweise:

Satz  (Hauptsatz 11, punktweise Version)
Seienf:I — Rlokal integrierbar, undsei F: I — R die Integralfunktion
von f zum Startwert s. Dann gilt F'(x) = f(x) fiir alle x € I, in denen f stetig ist.

Wir kénnen obigen Beweis nicht tibernehmen, da wir den Mittelwertsatz
nicht anwenden konnen. Ein e-8-Stetigkeitsargument fithrt jedoch zum Ziel:

Beweis
Sei also f stetig in x € I. Nach Definition von F gilt fiir alle h #0 mitx + h e I:
Fx+h) - Fx) 1 b
2 - = — f () - f(x) dt.
Sei nun € > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f in x gibt es ein & > 0, sodass
[f(t) - f(x)| < efiirallete [x-08,x+ 8] N Istalso |h| < §, soist der
Integrand f(t) - f(x) des obigen Integrals beschrinkt durch € und damit gilt
Fx+h) - F(x) 1

- f < —— |hle = &
o ®) |hlllefs

Da e > 0 beliebig ist, folgt

Fix+h) - Fx)

D = f(x).

F&) = lim,

Der Hauptsatz I fiir stetige Funktionen folgtaus der punktweisen Version, so-
dass wir also einen Beweis gefunden haben, der ohne den Mittelwertsatz der In-
tegralrechnung auskommt. Die Argumentation liefert allgemeiner:

Satz  (Hauptsatz II, Version fiir Regelfunktionen)
Seif:1 — R lokal integrierbar, und sei F : I — R die Integralfunktion
von f zu einem Startwert s. Weiter sei x € I derart, dass der rechtsseitige
Grenzwert f(x+) = limy, | o f(x + h) existiert. Dann gilt F'(x+) = f(x+) fiir die
rechtsseitige Ableitung F’(x+) von F an der Stelle x. Analoges gilt fiir
linksseitige Grenzwerte und Ableitungen. Ist also f eine Regelfunktion,
so ist F rechts- und linksseitig differenzierbar mit F'(x+) = f(x+) und
F'(x-) = f(x-) fur alle x € L.
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An einer Stetigkeitstelle fallen der links- und rechtsseitige Grenzwerte f(x+)
und f(x-) mit dem Funktionswert f(x) zusammen, und damit verallgemeinert die-
ser Satz noch einmal den punktweisen Hauptsatz II.

Beweis
Sei also x € I derart, dass der rechtseitige Grenzwert

f(x+) = limy | f(x +h).
existiert. Dann gibt es fiir ein gegebenes € > 0 ein § > 0 mit
[f(t) - f(x+)| < € firallete]x,x+d].

Wie im Beweis der lokalen Version des Hauptsatzes II folgt hieraus, dass
fiir alle h mit 0 <h < & gilt:

Fx+h) - F(x)

o - f(x+)

_ |% Lx+hf(t)—f(x+) dt| < e

Dies zeigt, dass fur die rechtsseitige Ableitung gilt:

Fx+h) - F(x)

o = f*(x).

F,(X+) = limhlo

Analog gilt F'(x-) = limy, 1 ¢ (F(x +h) - F(x))/ h = f(x-), falls f(x-) existiert.

Ist f eine Regelfunktionen, so existieren alle einseitigen Grenzwerte. Dies
— zeigtden Zusatz.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass gute Eigenschaften von f: [a,b] — R zu
noch besseren Eigenschaften der Integralfunktion F von f zu einem beliebigen
Startwert s fithren:

Istf:[a,b] — R... soistF:[a,b] — R ...
integrierbar Lipschitz-stetig
stetig stetig differenzierbar
f(x+) existiert F(x+) = f(x+)
f(x-) existiert F(x-) = f(x-)
fix-) = f(x) = f(x+) Fx) = f(x)
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Beispiele fiir Integralfunktionen F(x) = f f(t) dt mit unstetigen Integranden.
0



5. Anwendungen des Hauptsatzes

Fiir das Produkt und die Verkettung zweier Funktionen gibt es keine allgemei-
nen Integrationsregeln. Wir kénnen aber die Ableitungsregeln mit dem Haupt-
satz kombinieren, um unseren Integrationskalkiil zu verbessern. Dies fiihrt zur
"Technik der partiellen Integration, die wir aus der Produktregel gewinnen, und
zur magischen Technik der Substitution, der die Kettenregel zugrunde liegt.

Als weitere Anwendungen des Hauptsatzes beweisen wir die Irrationalitit von
7, den Satz von Taylor mit Restglied in Integralform sowie einen Satz tiber die
Vertauschung von Differentiation und Grenzwertbildung.

Die partielle Integration

Die Umkehrung der Produktregel liefert:

Satz  (partielle Integration)
Seien f,g: I — R stetig differenzierbar. Dann gilt:

[ = fg - [ o).
Folglich gilt fiir alle a,b € I:

fab(fg’) - fg|’ - fab(f'g)-

Beweis
Die Funktionen f’g, f g’ und (fg)" =’ g + f g’ sind nach Voraussetzung
stetig. Also existieren die unbestimmten Integrale dieser Funktionen.
Weiter ist fg eine Stammfunktion von (fg)’. Damit gilt nach der Linearitit
des unbestimmten Integrals, dass

fg = [(ey = [g+fe) = [E0+ [ ().

Der Zusatz folgt aus der Berechnung eines bestimmten Integrals durch
— Auswertung einer Stammfunktion und Linearitit des bestimmten Integrals.
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Wir kénnen also unter guten Voraussetzungen ein Produkt fh wie folgt inte-
grieren: Integration von h liefert ein g mit g’ = h. Nun differenzieren wir f und
integrieren dann f’g, was einfacher sein kann als die Integration von fh = fg’.
Die Formel der Produktregel erlaubt uns dann das Integral von fh zu bestim-
men. Eine Ableitung in einem Faktor eines Produkts kann also auf den anderen
Faktor verschoben werden, auf Kosten einer Auswertung des Produkts an den
Integrationsgrenzen.

Besonders iiberzeugend ist der Ubergang von f g’ zu f’g, wenn f eine kompli-
zierte Funktion wie log oder arctan ist, die eine relativ einfache Ableitung besitzt:

Beispiel 1: Integration des Logarithmus
Fiir alle a,b > 0 gilt:

b b 2r
f log(x)dx = f log(x) 1dx =
a a lo,
b b 'l :
log(x)xl - f — xdx = F
a a2 X
0 ‘ ‘ ‘
b b 1 2 3 4
lo - 1 dx =
gwx], - [ 1dx
-1
b
x(log(x) - 1) | L F(x) = x(log(x) - 1)
Beispiel 2: Integration des Arkustangens
Fir alle a, b € R gilt 15,
b ¥ 1O arctan
f arctan(x) 1 dx =
a 05k
b b X ‘ ‘ | ,
arctan(x) x | .- fa [ dx = -2 -1 L 1 2
2y 1 b —10F
arctan(x) x | - { log(1—+x) ] =
2 2 a -5t
{arctan(x) . 10g(12+ xz) } b. F(x) = arctan(x) x - log(l +x*)/2

Eine Stammfunktion von x/(1 + x*) haben wir hier wgeraten” (vgl. aber die
Beispiele zur Substitutionsregel unten).

Schliefilich betrachten wir noch ein Beispiel, bei dem der zweite Faktor ebenso
kompliziert ist wie der erste - er ist sogar identisch mit dem ersten:
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Beispiel 3: Integration von sin’

f sin(x)dx = f sin(x) sin(x)dx = fsin(x) (-cos)) dx =
_ sin(x) cos(x) - f sin(x)’ (= cos(x)) dx =

- sin(x) cos(x) + f cos’(x) dx.

Einen Moment lang sieht es so aus, als hitten wir nichts gewonnen. Da
aber sin’(x) + cos*(x) = 1 fiir alle x gilt, erhalten wir durch Addition des
Integrals tiber sin’(x) auf beiden Seiten, dass

2 f sin’(x)dx = - sin(x)cos(x) + f cos’(x) + sin’(x) dx =

- sin(x) cos(x) + X.
Damit gilt also

x - sin(x) cos(x)

f sin’(x) dx = 5

Alternativ kann man die Formel
sin’(x) = (1 + cos(2x))/2 zur
Berechnung des Inte-

grals verwenden. X = sin(x) cos(x)

Ry = XSRERE

x  sin(2x)

2 2

In den Ubungen werden wir eine Rekursionsformel fiir f sin"(x) dx, n > 2,

herleiten und daraus eine unendliche Produktdarstellung von © gewinnen:

2.2 4.4 6.6 8.8
TC/Z = =
13 35 57 79
lim, 224 4..-n-2n (Wallis-Produkt)
133-...-Gn-1)-2n+1)

Das Wallis-Produkt konvergiert recht langsam. Fiir n = 1000 ist das Doppelte
des Partialprodukts zum Beispiel gleich 3,1400...
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Die Substitutionsregel

Die Umkehrung der Kettenregel fithrt zu einer anwendungsreichen Erweite-
rung des Kalkiils, die das Integrieren in den Ruf gebracht hat, eine Mischung aus
Kunst und Wissenschaft zu sein:

Satz  (Substitutionsregel)
Seienf: I — Rstetigunds: ] — I stetig differenzierbar. Dann gilt

f((fos)s') - (ff) o s,

Folglich gilt fiir alle ¢,d € J:
s(d

fd((fo s)s’) = f((

c s(c)

s(d

)f, d.h. f df(s(t))s'(t)dt - f )f(x) dx.

s(c

Beweis
Nach Voraussetzung sind f und (f°s) s stetig, sodass die unbestimmten
Integrale des Satzes existieren. Sei nun F eine Stammfunktion von f. Dann
gilt nach der Kettenregel

(fos)s = (Fes)s” = (Fos).

Dies zeigt die Behauptung iiber das unbestimmte Integral. Die Aussage fiir
das bestimmte Integral ergibt sich daraus:

@99 - (fr)es]’

C

d s(d)
= Fos \ - F(s(d) - F(s(0) = f f.

s(c)

Die Funktion s wird oft auch als ,,Substitutionsfunktion® bezeichnet. Der Sinn
dieser Sprechweise wird besonders deutlich, wenn wir die Regel von rechts nach
links lesen (was in Anwendungen hiufig der Fall ist). Ist ndmlich ein Integral

fab f(x) dx

zu bestimmen, so kénnen wir dies durch eine geeignet oder genial gewihlte
youbstitution” x = s(t) in das gleichwertige Integral

d
f f(s() §'(t) dt

iiberfithren, wobei die Grenzen c und d so zu wihlen sind, dass s(c) = a und
s(d) = b (Urbildsuche). Hierbei ist nur auf die stetige Differenzierbarkeit von s
und auf die Definiertheit von f(s(t)) fiir alle Punkte t zwischen ¢ und d zu ach-
ten. Es ist nicht notwendig, dass s injektiv ist.
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Beispiel
Fiirx = s(t) = ¢ glltwegen\F |t] und s’(t) = 2t, dass
4
f ! =f LI M f 1de = 1,
1 2Vx 1|t
4 2 1 2

1 :f_t dt:f—t dt+f—t dt = 0+ 1,

1 2Vx -1 |t -1 |t 1t
4 2 -1
| 1dx=fL = - [ -tde =1
1 2Vx 1|t -2

Ist s injektiv, so konnen wir schreiben:

fabf(x)dx - fs i(ab fs()s' () dt  bzw. f f = f (Fos)s)os!

Die Bestimmung eines unbestimmten Integrals durch eine injektive Substitution
notieren wir in termlastigen Berechnungen auch suggestiv in der Form

x =50, t=s"'(), f fx)dx = f f(s) s@®) dt = G = G X).

Beim zweiten Integral ,steckt“ die Anwendung der Funktion s™' in der Variab-
len t, was durch t = s™' (x) zum Ausdruck gebracht wird. Diese Notation ist nicht
ganz korrekt, da Variablen keine funktionale Information tragen. Sie liefert
aber in Termnotation eine korrekte Stammfunktion G(s™'(x)) von f(x) und lei-
stet damit, was man mochte.

Eine der grofien Stirken der Leibniz-Notationen fiir die Ableitung und das
Integral ist, dass sie die Substitutionsregel quasi beinhalten:

Merkhilfe zur Substitution
Ist x = s(t), so ist dx = ds(t) (was immer das ,,d“ genau bedeuten soll) und
damit

f fx)dx = f f(s(0) ds(t) = f f(s(t) % dt = f f(s(0) s'(0) dt.

Die Version mit Integrationsgrenzen erhilt man, indem man explizit no-
tiert, welche Variablen von wo nach wo laufen:

x=b s(t)=b

f bf(x) dx = f fx) dx =,y f ‘ f(s(t)) S de =

a X=a

t=s"(b) s (b)

f f(s(t)s'(®) dt = f f(s(0)) '(0) dt .
) s'()

t=s
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In den folgenden Beispielen nehmen wir die Definiertheit der Ausdriicke still-
schweigend an. Wenden wir die Regel von links nach rechts an (Entfernung der
Funktion s, Anwendung von s an den Integrationsgrenzen), so starten wir mit
der Variablen t. Bei Anwendung von rechts nach links (Einfithrung von s, Ur-
bildsuche fiir die Grenzen) starten wir mit der Variablen x. Prinzipiell sind die
Variablennamen natiirlich beliebig.

Beispiel 1: Translation
d d+w
f flt+w)dt = f f(x) dx. (Translationsregel)
(& C+wW

Dabei ist die Translationskonstante w € R beliebig. Die Substitutionsfunk-
tion ist s(t) = t + w mit s’(t) = 1. Ausfiihrlich notiert lautet die Umformung:

d d s(d) d+w
ft+w) dt = fi ‘(0 dt = f(x)dx = f(x) dx.
[ feewde = [ fs@s@de = [ o [

C+W

Zur Illustration wenden wir die Regel auch noch von rechts nach links an.
Hier schreiben wir:

x=s®) =t-w, @O =1, t =s'® =x+w

f bf(x+w) dx = f 1 (b)f(s(t)+w)s'(t)dt - f b+wf(t) dt.

a s (a) a+w

Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

f fx+w)dx = f f(s(0) +w)s'(0) dt = f fdt = F@©) = Flx+w).

04f fx+1)
02}
0.0 : ‘ ‘ ‘
0.5 1.0 15 2.0
_onl Tllustration der Translati-
s onsregel fiir die Grenzen
a=0,b=1und die Trans-
f© lationskonstante w = 1.
i t .
04 Die Inhalte der grauen
02 Flichen sind gleich.
0.0 ‘ ‘ : ‘
0.5 1.0 15 2.0
—02f
—04}
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Beispiel 2: Skalierung
Fiir alle w # 0 gilt

b 1 wb
f flwx)dx = — f f(t) dt. (Skalierungsregel)
W Ywa

a

Hier wird die Substitution x = s(t) = t/w, s’(t) = 1/w, t = wx verwendet.

0.4 045
fit
f(2x) o
02F 0.2 2
0.0 ‘ ‘ 0.0 ‘ ‘ ‘ ‘
0.5 1.0 0.5 1.0 1.5 2.0
-0.2+ -0.2
—04f —04]

Mlustration der Skalierung fiira =0, b =1, w = 2. Der Graph links wird um den
Faktor 2 waagrecht gestreckt und um den Faktor 1/2 senkrecht gestaucht. Die
grauen Flichen haben den selben Inhalt.

Beispiel 3: Logarithmische Ableitung
Fiir alle stetig differenzierbaren Funktionen s : [c, d] — ]0, o[ gilt

d s(d)
s'(9) B 1 ~ s d
fc s(t) = fs(c) T &S log(®) |, = log(s() | -

(Fur f gilt hier f(x) = 1/x.) Dies lisst sich auch mit Hilfe des Hauptsatzes
direkt einsehen, wenn man mit der logarithmischen Ableitung

’

L(s) = (loges = - vertrautist.
S
1 cos(®) Logarithmische Ableitung mit
Lor co(t) = sin(t) der Funktions: [¢,d] — R mit
r t) = sin(t) fiirallet,
05F s(t) = sin(t) fiir alle
wobeic,de]0, n|.
0.0f ‘ ‘
[ c n/2 d
d d
H B cos(t) _
~05| fc cot(t)dt = fc —sin(t) dt =
4 0:, log(sin(d)) - log(sin(c))
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Beispiel 4: Kreisfliche
Sei r > 0. Wir betrachten die Kreisscheibe
K={GxyeR |£+y <1}
mit Radius r > 0 und Mittelpunkt 0 und definieren f : [-r,r] — R durch
fx) = Vit -x* fiirallexe [-r,r].

Der Graph von f ist die obere Hilfte der Kreislinie von K. Der Inhalt
J(X) von K ist damit gleich 2I(f). Wir kénnen diesen Wert mit Hilfe der
Substitution

x = s(t) = rcos(t), s’(t) = —rsin(r)

und dem oben bestimmten Integral iiber sin® berechnen:

r 0
2I¢F) = 2 f Vii-xdx = -2 f V r? - 1% cos’(t) rsin(t) dt =
-r T

T T
212 f V1 - cos(t) sin(®de = 21 f sin’(t) dt
0 0

Zrz[ x—cos(zx)sm(x) } _ P
0

g(t) = 8sin’(t)

fx) = V4-x
8
6
4
1
2
2 -l 1 2 o o~ oz =
4 2 4

Kreisflichenberechnung durch Substitution fiir den Radius r = 2.
Die beiden Flichen haben den selben Inhalt * 1/2 = 2.

Damit haben wir das klassische Problem der Berechnung einer Kreisfliche
mit Hilfe des Integrationskalkiils unter Einsatz der trigonometrischen Funk-
tionen gelost. Im Ausblick zu diesem Kapitel werden wir eine geometrische
Methode besprechen, mit der die alten Griechen Kreisflichen approximierten.
In Abschnitt 6 werden wir die Formel r* n durch zweidimensionale Integration
in Polarkoordinaten erhalten. Schliefilich eignet sich auch die Leibnizsche Sek-
torformel, die wir in den Erginzungen E7 kennenlernen werden, zur Berech-
nung von Kreisflichen.
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Beispiel 5: Fliche einer Ellipse
Seien a,b > 0. Wir betrachten die Fliche

efee | (2 (3 1]

einer Ellipse mit Mittelpunkt 0,
deren Halbachen mit den Koordi-

natenachsen zusammenfallen. Ist
f:[-a,a] — R definiert durch

fx) = bV1 - (xa) = b Va? - x* firallexe[-a,a],
a

fx) = b a’ - X
a

—a a

so ist der Graph von f die obere Hilfte der Ellipse, die nun als ein um dem
Faktor b/a entlang der y-Achse skalierter Kreis mit Radius a erscheint. Die
Fliche J(E) berechnet sich nach dem vorherigen Beispiel zu

IE) = 2 Ef Va2 -x dx = Eazn = abm.
a -a

a

Beispiel 6: Unbestimmtes Integral der Kreisfunktion
Obige Berechnung der Kreisfliche lief von —r bis r und die Grenzen wurden
bei der Substitution durch Urbildsuche angepasst. Ist man an einer Stamm-
funktion von f interessiert, so verlduft die Substitution wie folgt. Mit

x = s(t) = rcos(t), s'(t) = -rsin(t), t = arccos(x/r)

firx e [-r, 1] gilt:
ff(x)dx = f Vit dx = - f V1% - 1% cos’(t) r sin(t) dt =

2
r

-1 f sin?(t) dt = 5 (cos(t) sin(t) - t) =
rz_z (cos(arccos(x/r)) sin (arccos(x/)) - arccos(x/r)) =

! 2
r—(im - arccos(x/r)) = % r-x - %os(x/r)

2 r
Dabei haben wir die fiiralley € [-1, 1] giiltige Formel
sinz(arccos(y)) =1- cosz(arccos(y)) = 1- y2

verwendet. Auswerten der Stammfunktion an der unteren Grenze —r und
oberen Grenze r liefert die Fliche r’ /2 der oberen Kreishilfte.
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Beispiel 7: Elimination von Sinus und Kosinus
Der Arkustangens ist eine Substitutionsfunktion mit Kultstatus. Er ist
iiberall definiert, injektiv und besitzt eine rationale Ableitung. Aus cos(x)
und sin(x) wird bei der Substitution x = s(t) = arctan(t):

! sin(arctan(t)) = t

\/1+t2’ 1+t2.

(Die erste Formel folgt aus cos(x) = (1 + tan’(x))™"? fiir x € |- n/2, /2 [,
wenn man x = arctan(t) setzt; die zweite folgt mit sin(x) = tan(x) cos(x) aus
der ersten.)

(+) cos(arctan(t)) =

Um die beim Integrieren oft storenden Wurzelausdriicke in (+) zu eliminie-
ren, betrachten wir die unscheinbare Variante

s(t) = 2arctan(t), s’(t) = 2/(1+¢), t = tan(x/2).
Im Zusammenspiel mit den Verdopplungsformeln
cos(2t) = cos’(t) - sin’(t), sin2t) = 2 sin(t) cos(t)
liefert (+):

1-¢ . 2t
——, sin(2arctan(t .
1+¢ ( ()) 1+¢

(++) cos (2 arctan(t)) =

Damit gilt also:

Die Substitution x = s(t) = 2 arctan(t) verwandelt jeden Integranden,
der aus sin(x) und cos(x) mit Hilfe der Grundrechenarten aufgebaut ist,
in einen rationalen Integranden.

Manche Integrale lassen sich auf diese Weise einfach l6sen. Ein Beispiel ist:

[ oo [0 g
1 + cos(x) 1 + cos(s(t)

2
f 1+ (1 + (-1 +1)) de = fldt = t = un(/2).

Die Elimination von Sinus und Kosinus ist jedoch kein Allheilmittel. Fiir
das oben mit Hilfe von partieller Integration relativ leicht gefundene Inte-
gral iiber sin’(x) liefert die Methode:

- 8t t( - 1)
f Sin (X) dX = f m dt = W + arCtan(t),
wobei Partialbruchzerlegung, Tabellen oder der Computer zur Bestim-
mung der Stammfunktion eingesetzt werden. Einsetzen von t = tan(x/2)
ergibt schliefflich wie gewiinscht (x - sin(x) cos(x))/2.
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Beispiel 8: Stammfunktion des Sekans
Eine Stammfunktion von 1/cos zu finden gelingt vielleicht am einfachsten
mit den Hyperbelfunktionen und der Substitution

x = s(t) = arctan(t), s'(t) = /(1 +t%), t = tan(x)

wie in Beispiel 7. Die Umrechnung (+) liefert

1 1
f sec(gdx = f cos(x) dx = f cos(arctan(t)) (1 + t°) de =

1 . .
——— dt = arsinh(t) = arsinh(tan(x)).
f V1 + ¢
Die Logarithmus-Darstellung arsinh(x) = log(x + V1 + x* ) des Areasinus
Hyperbolicus liefert die alternative Form

arsinh(tan(x)) = log(tan(x) +V1+ tanz(x)) = log(tan(x) + sec(x)).

Der Leser moge die Substitution noch einmal mit x = s(t) = 2arctan(t)
durchfithren und (++) verwenden. Hier taucht der Areatangens Hyperboli-
cus auf und man erhilt als Stammfunktion

Zartanh(tan(x/2)) = log(l + tan(x/2)) - 10g(1 - tan(x/Z)) =
log(cos(x/Z) + sin(x/Z)) - log(cos(x/Z) - sin(x/Z)).

Zur Integration der elementaren Funktionen

Wir sind nun in der Lage, viele symbolisch gegebene integrierbare Funktio-
nen symbolisch zu integrieren. Dies ist aber nicht in allen Fillen méglich, und
dass dem so ist, liegt nicht etwa an bislang noch unentdeckten Integrationsre-
geln. Liouville hat bereits im 19. Jahrhundert gezeigt, dass es keine elementare
Stammfunktion von sin(x)/x gibt, wobei ,,elementar” genauer ,,aus den rationalen
Funktionen, den Wurzeln und den transzendenten Funktionen exp, log, sin,
arcsin, cos, arccos, ... aufgebaut® bedeutet. Gleiches gilt fiir 1/log(x) und sin(x’).
Die Integration fiihrt also aus der Menge der elementaren Funktionen heraus.
Dieses Phinomen kennen wir bereits, wenn wir die rationalen Funktionen 1/x
oder 1/(1 + x*) und log(x) bzw. arctan(x) betrachten. Fine Stammfunktion von f
kann einen wesentlich hoheren Komplexititsgrad besitzen als f. Die elementa-
ren Funktionen sind wie die rationalen Funktionen nicht reichhaltig genug, um
alle ihre Stammfunktionen zu umschliefien. Es ist aber algorithmisch entscheid-
bar, ob eine elementare Funktion f eine elementare Stammfunktion F besitzt,
und F kann im positiven Fall auch algorithmisch gefunden werden. Der Compu-
ter kann also kiinstlerische Handfertigkeiten ersetzen. Eine ,minimalistische
Kunst des Integrierens® bleibt aktuell, damit nicht bereits bei den einfachsten In-
tegralen der grofie Bruder des Taschenrechners zu Hilfe gerufen wird. Und ein
kiinstlerischer Einsatz der Integration wie im folgenden Zwischenabschnitt
bleibt Menschensache.
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Die Kreiszahl 1t ist irrational

Der erste Nachweis der Irrationalitit von & gelang Johann Heinrich Lambert
1761 mit Hilfe von Kettenbriichen. Im Jahr 1947 gab Ivan Niven den folgenden
trickreichen Beweis mit Hilfe von Integration.

Satz  (Irrationalitit der Kreiszahl )
7% ist irrational. Insbesondere ist 7t irrational.

Beweis
Annabme, 7 ist rational. Dann gibt es p,q € N mit * = p/q. Wir definieren
£, F,:[0,1] — R fiir alle n durch:

Xll (1 _ X)n

s @ = q" D (D ROP ).

fn (X) =

Sei nun n beliebig. Fiir alle k gilt £%0), f99(1) € Z und damit gilt auch
F.(0), F (1) € Z. Unter Verwendung von { ® = 0 fiir k > 2n erhalten wir:

F() = " Xpcp (D ROV PR D =
Q" Licren (DI ROV LY () <
Q" Xicken CDF POV EN () = - (Fu) - ¢t £(0):
Damit gilt
(FJ/@ sin(mx) - mF,() cos(nx)” = (F,"(x) + ' F,(x) sin(rx) =
q" "2 f,(x) sin(mx) = w¢ p” f,(x) sin(mx).

Nach dem Hauptsatz ist also

=1

) lnp“fn(x)sin(nx)dx L [Fy/®sin(s) - nF,()cos(nx) | =
0 T

x=0
x=1
-F,(x) cos(nx)| 0 F,(0) + F (1) € Z.

Wegen sin(nx) € [0, 1] und f,(x) € [0, 1/n!] fir alle x € [0, 1] gilt aber

1 n
0 < [ mp"fu@sinmy) ds < TP
0

n!

Ist n hinreichend grof}, so besitzt das Integral also einen Wertin |0, 1[, im
—  Widerspruch zu F,(0) + F,(1) € Z.
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Die Taylor-Formel mit integralem Restglied

In der Differentialrechnung hatten wir das Restglied im Satz von Taylor in der
Lagrange-Form angegeben, in der gewisse nicht weiter spezifizierte Zwischen-
stellen auftauchten. Das Ergebnis lautete: Bei hinreichend guter Differenzier-
barkeitvonf:1 — R gilt

n f(n+1> n+
f) = TRFG) + (n—l(f) x-p,

mit einem von x abhingigen Punkt & zwischen x und dem Entwicklungspunkt p
und dem Taylor-Polynom T3 f: R — R n-ter Ordnung mit

N f® .
Tt = zkgn k(!p) (X—p)k fiir alle x € R.

Die Lagrangesche Form hatte Anwendungen, aber sie bleibt durch die Darstel-
lung des Restglieds unbefriedigend. Der Hauptsatz erméglicht nun einen einfa-
chen Beweis einer Formel, in der das Restglied durch ein Integral exakt erfasst
wird. Dieser Beweis zihlt zu den Juwelen der Analysis. Der Hauptsatz erscheint
als der Spezialfall der Ordnung Null und die Taylor-Polynome werden durch
partielle Integration induktiv aufgebaut, also durch den Beweis gefunden.

Satz  (Satz von Taylor, Integralform des Restglieds)
Seif:1 — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, und sei p € I.
Dann gilt fir allex € I:

fx) = TU@ + %fx(x—t)nf(ml)(t) dt.
. P

Das Lagrange-Restglied ldsst sich aus dem integralen Restglied durch eine
Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung gewinnen, sodass sich
unsere alte Form aus der neuen rekonstruieren lisst.

Beweis
Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 0:
Zu zeigen ist, dass fiir alle x € I gilt:

) = fp) + % [ -0 f OO de = fp) + i " F(e) de.
P P

Da {’ stetig ist, folgt dies unmittelbar aus dem Hauptsatz.
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Induktionsschritt von n - 1 nach n fiirn > 1:

Fiir x € I gilt nach Induktionsvoraussetzung und partieller Integration:

1

f) = Tp 'f(x) + o

fx(x— " @) de =
p

T - fp(("n‘—‘t)) FO ) de =

O (x—)* =¥ X (x — )"
Tyl - [N P e g

t=p P n.

(n) n X
T;—If(x) " f (P)(X‘P) + LJ‘ (X _ t)n f(n+1)(t) de
n! n! Jp

n 1 X n n+
TI () + Ffp (x- 0" £ (o) dt.

! Beispiele
(1) Fir f(x) = exp(x), p= 0 und x = 1 liefert der Satz
von Taylor:

1 1 !
e - ZkgnF = Ffo (l—t) & dt.

I (2) Firn=1gilt
\
'\ n _ n-1 _ |
\ @ jogary - DT @-D
Y hyo X (1+x)

\ Mit f(x) = log(x + 1), p = 0, x = 1 erhalten wir

!

1

log(2) - Y . fol DT

1<k<n k (t+ 1)r1+1

Die Integrale streben gegen 0 fiirn — oo,
Damit erhilt man erneut den Grenzwert log(2)
der alternierenden harmonischen Reihe.
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Der Vertauschungssatz fiir Ableitungen

Wir hatten mit Methoden der Differentialrechnung bewiesen, dass wir kon-
vergente Funktionenreihen unter bestimmten Bedingungen gliedweise differen-
zieren dirfen. Mit Hilfe des in Kapitel 1.3 bewiesenen Vertauschungssatzes fiir
die Integration und des Hauptsatzes konnen wir nun zeigen:

Satz  (Vertauschungssatz fiir Ableitungen)
Seien f, : I — R stetig differenzierbare Funktionen, die punktweise gegen
f: I — R konvergieren. Die Folge (f;)), < ny der Ableitungen konvergiere
gleichmifiig. Dann ist f stetig differenzierbar und es gilt

£ = lim, f/.

Beweis
Sei g =lim, f,”. Dann ist g als gleichmifiger Limes stetiger Funktionen
stetig. Also existiert die Integralfunktion G: I — R von g zu einem
beliebigen fest gewihlten Startwert s € I. Dann gilt fur alle x € I:

X x , ' x
+ GK) = fs g = fs lim, f,” = 11mnfS £/ =

lim,, (fn(x) - fn(s)) = f(x) - f(s).

Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir den Vertauschungssatz fiir die
Integration verwendet und beim vorletzten den Hauptsatz I. Da G stetig
differenzierbar ist, ist nach (+) auch f - {(s) und damit f stetig differenzier-
bar. Nach dem Hauptsatz Il ist G eine Stammfunktion von g. Also gilt

- lim, fi'x) = gkx) = G = (f(x) - f(s))’ = f'(x) firallexel.

Aus dem Satz lisst sich, wie wir in den Ubungen sehen werden, auch unser frii-
heres Ergebnis tiber das gliedweise Differenzieren von Potenzreihen herleiten
(vgl. Kapitel 4.6 in Band 1).

Liegt lediglich punktweise Konvergenz der Ableitungen vor, so kann die
Vertauschbarkeit von Limesbildung und Differentiation verletzt sein, selbst bei
stetiger Grenzfunktion der Ableitungen. Ein Gegenbeispiel liefern die Funk-
tionen f, : [0, 1] — R mit

n+1 n+2
f,x) = nz( X -2 ) fiirallexe [0, 1] undn e N.

n+l n+2

Die folgenden Diagramme visualisieren einige Funktionen f, der Folge und ihre
Ableitungen f;/.
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1.0 6r
. st ’
08t fis - fs
4 L
0.6F
041
02f
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Die Folge (f;), e n konvergiert trotz der auftretenden Ausschlige punktweise ge-
gen die Nullfunktion. Dagegen konvergiert die Folge (f,), c y punktweise gegen
die im Punkt 1 unstetige und damit nicht differenzierbare Indikatorfunktion 14,
auf [0, 1].

Weiter halten wir fest, dass aus der gleichmifiigen Konvergenz von stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen im Allgemeinen nicht einmal die punktweise und da-
mit sicher nicht die gleichmiflige Konvergenz der Ableitungen gefolgert werden
kann. Ein Gegenbeispiel liefern die Funktionen g, : [0, 2] — R mit

sin(nx)

g.(x) = firallexe [0,2n]und n > 1.

Es giltlim, 5 g, = 0 (gleichmifiig), aber
g/(x) = cos(nx) furallexe [0,2n]undn>1,

sodass (g,),>1 nicht punktweise konvergiert. Es geniigt also nicht, die Funktion-
folge auf gleichmifiige Konvergenz zu iiberpriifen, wenn man den Satz anwen-
den méchte; man muss im Allgemeinen die Ableitungen betrachten.

’
g2
~
v‘ N

05+ /-~ o 05

-1.0"




5. Anwendungen des Hauptsatzes 99

Ausblick: Die Kreisberechnung bei Archimedes

Obige Bestimmung der Fliche eines Kreises erforderte ein vergleichsweise
hohes Maf} an Hilfsmitteln. Neben dem Hauptsatz und der Substitutionsregel
haben wir vor allem auch die trigonometrischen Funktionen eingesetzt. Wir be-
sprechen nun noch eine ,sinusfreie“ Methode, mit der Archimedes die Kreisfli-
che berechnet hat. Dabei wird ein Kreis durch regelmifiige einbeschriebene und
umschriebene n-Ecke approximiert, deren Flichen sich elementargeometrisch
bestimmen lassen. Niitzlich hierzu sind die drei klassischen Mittelwerte zweier
positiver Grofien:

Definition (arithmetisches, geometrisches, harmonisches Mittel)
Fiir alle reellen Zahlen a,b > 0 sei

A@,b) = 2 ; b (arithmetisches Mittel)

G(a,b) = Vab, (geometrisches Mittel)

H(,b) = 2 .2 ab . (harmonisches Mittel)
1/a+1/b a+b

Die Mittel wachsen monoton in beiden Argumenten a und b und liegen stets
im durch a und b definierten Intervall. Fiir a = b sind alle Mittel gleich a und fiir
a<bgilt

2
A(a,b) - Ga,b) = M > 0,
2
G(a,b) - H(a,b) = Vab M > 0

a+b ’

sodass A(a, b) > G(a, b) > H(a, b). (Merkregel: AGH wie im Alphabet.) Es gilt
zum Beispiel

A1,9) =5, G(,9) = 3, H(1,9 = 9/5 = 1,8.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die Kreisberechnung durchfiihren.
Sei also K ein Kreis mit Radius r. Fiir alle n > 3 sei

A, »der Flicheninhalt eines in K einbeschriebenen regelmifiigen n-Ecks®,
B, = ,der Flicheninhalt eines K umschliefenden regelmifiigen n-Ecks*“.

Die folgenden Diagramme zeigen A4 und Bg.
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Die Zerlegung in 6 gleichseitige Dreiecke mit Seitenlinge bzw. Hohe r zeigt:
+) Ay = 1 %\/?, B, = 1223

Entscheidend sind nun die folgenden Rekursionsformeln fiir die Verdopplung
der Eckenzahl:

(++) AZn = G(Am Bn)a BZn = H(AZmBn)~

Die erste Formel ergibt sich aus folgendem Diagramm:

D

o A AB
(1) 2A, = n ABMS 6 —= - =
B, CE
) 2B, = n CEMD S
6 M AB MS
(3) 2A,, = n AB MD B, CE MD
&) E = E AB’? Anm
CE MD M CE>  B?

Dabei haben wir die Dreiecksflichenformel ,halbe Grundfliche mal Hohe* fiir (1) und
(2), die Formel AB - MD/2 fiir die Fliche des Drachenvierecks MADB fiir (3) und den
Strahlensatz fiir (4) verwendet. Aus (1) - (4) folgen (5) und (6). Die Multiplikation von (6)
mit B? liefert die erste Rekursionsformel.
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Fiir die zweite Rekursionsformel betrachten wir:

(7) B,, = 2n AFMA

8) B,-B,, = nAFAC

MA +AC CE
9 — = —
AB

MA

Fiir (8) verwenden wir, dass B, - B, in 2n zu ACF kongruente Dreiecke zerfillt. Der
Strahlensatz liefert (9). Die linke Seite in (10) folgt aus (7) - (9) und die rechte aus (5). Um-
formung von (10) liefert (11) und damit die Behauptung.

Ausgehend von (+) lassen sich mit Hilfe der Rekursionsformeln (++)
A4, Bg, Apn, Bio, Ay, Boay ooy Agn, Bgo, ol
berechnen. Fiir den Radius r = 1 ergibt sich zum Beispiel
Ay = 3,1326286132..., By = 3,1460862151...
Ag 0 = 3,1415921059..., Bg = 3,1415929273...

Fiir r = 1 definieren wir
T = sup, Ag.» (= 3,1415926535...)

Es gilt t = inf, B.,» (Beweis als Ubung). Fiir beliebige Radien r erhalten wir r* 1
als Grenzwert der Approximation, da der Faktor r* in (+) durch die Rekursions-
formeln weitervererbt wird.

Die Methode des Archimedes zur Berechnung der Kreisfliche liefert also die
Formel r’ &t mit einer Konstanten 7, die als Grenzwert einer rekursiv definierten
Folge definiert ist. Die Folge eignet sich auch zur numerischen Berechnung von
w. Im Gegensatz zum Faktor 4/3 bei der Quadratur der Parabel haben wir kei-
nen einfachen Wert fiir & gefunden. Es gibt auch gar keinen: 7 ist nicht nur, wie
wir oben gesehen haben, irrational, sondern, wie Ferdinand von Lindemann
1882 bewies, sogar transzendent und damit ist die Konstruktion von 7 mit Zirkel
und Lineal unméglich.
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Kreisfliche und Kreisumfang

Ebenfalls dem Archimedes zu-
geschrieben wird eine anschauli-
che geometrische Argumentation,
die den Zusammenhang zwischen
Flicheninhalt und Umfang eines
Kreises aufzeigt. Wir teilen hierzu
einen Kreis K mit Radius r in 2n
gleich grofie Sektoren Sy, ..., S,,
(Kuchenstiicke) und ordnen diese
Sektoren wie in den Diagrammen
rechts an.

Die Figuren besitzen den Fli-
cheninhalt A = r’x und den Um-
fang U + 2r, wobei U der Umfang
von K ist. Strebt n gegen unend-
lich, so nihern sich die Figuren ei-
nem Rechteck der Breite U/2 und
Héhe r an. Damit ist

U 2

—r = A = r'm
2

woraus sich
U = 2rm

ergibt. Umgekehrt kann man so
die Flichenformel r’m erhalten,
wenn man den Umfang U = 2rn
bereits kennt.

T

T

T

T



6. Uneigentliche Integrale

Wir erweitern das Integral auf halboffene und offene Definitionsbereiche, die
auch unbeschrinkt sein konnen. Wir beweisen das Integralvergleichskriterium,
das eine neue Methode zur Untersuchung der Konvergenz von unendlichen
Reihen zur Verfiigung stellt. Weiter besprechen wir die Euler-Mascheroni-
Konstante, die sich als uneigentliches Integral definieren ldsst. In einem Aus-
blick gehen wir auf die Gaufische Glockenkurve und die Eulersche Gammafunk-
tion niher ein.

Das uneigentliche Riemann-Integral

Wir erweitern die Definition des Integrals durch Grenziiberginge:

Definition (uneigentliche Riemann-Integrale)
Seif:[a,b[ — R eine lokal integrierbare Funktion mit —ec <a <b < oo,
Dann setzen wir im Fall der Existenz:

I(f) = fbf - lichbef € [=oo, oo].

Wir nennen dann die Funktion f uneigentlich (Riemann-) integrierbar und
I(t) das uneigentliche (Riemann-) Integral von f.

Analog wird das uneigentliche Riemann-Integral fiir eine lokal integrier-
bare Funktion f: ]a,b] — R mit - < a < b < oo erklirt.

Schliefilich definieren wir das uneigentliche Riemann-Integral fiir eine
lokal integrierbare Funktion f: ]a, b[ — R mit —ec <a <b < o im Fall der
Existenz durch

If) = fbf - fsf+ fbf € [oo, o],

fiir ein beliebiges s € ]a, b[. Wir setzen hierbei voraus, dass die rechte Seite
keine undefinierte Summe der Form - + o0 oder oo — oo ist.

Dass die letzte Definition unabhingig von der verwendeten Zwischenstelle s
ist, folgt aus der Aufspaltungseigenschaft.
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b
Das uneigentliche Integral f f(x) dx wird fiir f: Ja, b[ — R durch zwei unabhiingige
a

Grenziiberginge erklirt. Die Zwischenstelle s ist beliebig.

Die meisten der elementaren Eigenschaften des Integrals bleiben auch fiir die
uneigentlichen Integrale erhalten, so etwa die Linearitit, die Monotonie und die
Aufspaltungseigenschaft. Dagegen lisst sich ein uneigentliches Integral im Allge-
meinen nicht mehr als ,,Fliche des Positivteils minus Fliche des Negativteils“ auf-
fassen. Entsprechende Beispiele werden wir in den Ubungen diskutieren.

Auch der Jordan-Inhaltlisst sich fiir gewisse unbeschrinkte Teilmengen P der
Ebene definieren. Wir setzen hierzu im Fall der Existenz:

J®) = lim, .. J® N [-n,n]%) € [0,].

Durch diese Erweiterung entspricht der Jordan-Inhalt nicht mehr vollkommen
dem Riemann-Integral. Die Funktion f: [-1,1] — R mit

f) - |x| ™2 falls x # 0,
- 0 falls x = 0. 5

schlieffit zum Beispiel mit der
x-Achse ein Jordan-messbares
unbeschrinktes P mit

JP) = 2 folx-“z dx = 4

ein. Die Funktionen f|]0, 1]
und f|[-1, O[ sind uneigent- -1.0 -0.5 0.5 1.0
lich integrierbar, nicht aber f,

dajede uneigentlich integrier-

bare Funktion per Definition auf jedem kompakten Intervall integrierbar und
damit dort beschrinkt ist. Eine nochmalige Erweiterung der Definition des un-
eigentlichen Riemann-Integrals ist moglich. Wir verzichten hier auf eine
Durchfiithrung, erwihnen aber, dass Riemann in seiner Originalarbeit, in der er
das heute nach ihm benannte Integral diskutiert hat, derartige Fille zuldsst und
also die Funktion f integrieren wiirde.
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Das Integralvergleichskriterium

Als Anwendung der uneigentlichen Integration beweisen wir ein neues Krite-
rium zum Nachweis der Konvergenz oder Divergenz von Reihen.

Satz  (Integralvergleichskriterium)
Seif:[0,eo[ — [0, eo[ monoton fallend. Dann sind dquivalent:

(a) X, f(n) konvergiert.
(b) I(f) < oo.

Beweis
Sei k € N beliebig. Da f monoton fillt, gilt

flk) > f(x) > f(k+ 1) firallexe [k, k+1].

[
|

|

|

|

|

1

k k+1
Nach Monotonie des Integrals ist also

k+1
fk) = fl -1 > fk fdx > fk+1)-1 = fk+1).

Summation und die Aufspaltungseigenschaft ergeben, dass fiir alle n gilt:
n+l
Sicnf) = [ 9 ds 2 Ticizp £,
— Die erste Ungleichung zeigt ,,(a) impliziert (b)“, die zweite ,,(b) impliziert (a)“.

Ein entsprechender Satz gilt natiirlich auch fiir monoton fallende Funktionen
f:[k, o[ — [0, o[ und Reihen Y, 5 f(n) fiir einen Startwert k > 0.

Beispiele
(1) Farf:[1,eo[ — [0, e[ mitf(x)=1/x fiirallex>1 gilt

If) = lim,_ .. log®9) | = lim,_ .. logb) = .
Nach dem Vergleichskriterium gilt also
Yoz fn) = ZooiUn = oo
(2) Ists>1undf:[1,e[ — [0, o[ mitf(x)=1/x°firallex> 1, so gilt

1-s x=b 1-s
I¢f) = limy . .. ’1‘_5 = limy, _, .. blf;l < oo,

dal-s<0.Alsogilt X5, I/n® < .
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Die Euler-Mascheroni-Konstante

Bei der Diskussion der Divergenz der harmonischen Reihe X5 1/n hatten
wir erwihnt, dass die Partialsummen

1
Sn = zlskSnf

dieser Reihe wie der natiirliche Logarithmus log wachsen, und dass stirker
vy = lim, (sn - Iog(n)) (Euler-Mascheroni-Konstante)

existiert (vgl. Kapitel 2.3 in Band 1). Dies wollen wir nun mit Hilfe von Integra-
tion beweisen. Das wesentliche Element der Argumentation ist die Formel

b
f — dx = log(b).
1 X

Wir zeigen mit Hilfe dieser Formel und einer die Logarithmus-Reihe bemiihen-
den Abschitzung, dass lim, (s, - log(n)) existiert. Danach diskutieren wir einen
dquivalenten Zugang, der uneigentliche Integrale verwendet.

Satz  (Existenz der Euler-Mascheroni-Konstante)
Fiir alle n > 1 seien

1
S, = z’lngnf’ t, = s, - log(n).

Dann gilt
(@ t, > 0 fiirallen>1,
(b) (ty)ne n ist monoton fallend.

Insbesondere existiert y = inf,, t = lim,, t,,.

AF .
[ S R
§ Sn = zlgkgn? ©

3 L. log

2

1; . = Sy - log(n)

Y / ....... e ¢ o s 4 a4 a4 4 4 4 oa 44 eoa o
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Beweis
zu (@): Seif:[1,00[ — [0, e[ die Funktion mit f(x) = 1/x fiir alle x > 1.
Weiter sei n 2 1 und p die Partition von [ 1, n] der Linge n - 1 mit den
Zerlegungspunkten 1, 2, ..., n - 1. Dann gilt

n

1 1
= — = > — =
Sn_1 21§k<n n S,f = fl . dx log(n).

Damitists, >s,_; = log(n) und folglich t, > 0.

zu (b): Sein = 1. Dann gilt unter Verwendung der Logarithmus-Reihe:

th = the1 = Sy - logn) - s, + logln+1) =
10g< n+l ) - ! = log(l + i) - ! =
n n+1 n n+1
» 1V
k=1 k n+1

n-1 1
— 4 —— > 0,
2n’(n + 1) zk23 kn®

denn der erste Summand ist nichtnegativ und die Summe rechts ist
- positiv nach dem Leibniz-Kriterium.

Wir zeigen nun, dass die Euler-Mascheroni-Konstante der Inhalt einer an-
schaulichen unbeschrinkten Fliche ist. Ist g : [1, eo] — [0, oo [ die Stufenfunk-
tion 1/floor auf [1, e[, d.h.

o) = 1 - % fiiralle x € [k, k + 1 [und k> 1,

lim, s, flnL L dx = limnzl(sn_l - log(n)) =

e 1 - )
11Inn >1{th - — | = 7.
n

Da der Integrand nichtnegativ ist, wichst das Integral monoton in n und damit
konvergiert die Folge (t, - 1/n)),>; monoton steigend gegen .
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Die Uberlegung zeigt, dass y der Inhalt der im folgenden Diagramm grau dar-
gestellten Fliche ist.

Ir ] [x]
VA
\
\ 1
\
075 \
\
\
\
1 \
0.5F - Ne—
\\AZ
N
N
S A3
025F e
| | | | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dass der Inhalt A; + A; + A; + ... dieser Fliche endlich ist, kann man auch unab-
hingig von obigen Uberlegungen ohne Verwendung der Logarithmusreihe ein-
sehen. Es gilt

1 1 1

A, < - H)y-1 = — - = firallen>1
h (g(n) g+ )) n n+l n(n+1) raten

und damit

znZIAn < Z 17 =

n21 n(n+1)

Man kann also alternativ Y von vorneherein als die unendliche Summe der Ein-
zelflichen A, definieren, d.h., als das uneigentliche Integral

<1 1
_ = — dX = 2n> An.
f1 [x] X =1

Dassy = lim,»; t, = lim, > s, - log(n) gilt, gewinnt man dann aus
v = limys; (t, - 1/n) = lim,s; t,.
Die ersten Nachkommastellen von 7 lauten:
vy = 0,5772156649015328606065120900824024310421593359399235988...

Esistnicht bekannt, ob v irrational ist. Die Konstante 7 spieltin der analytischen
Zahlentheorie eine wichtige Rolle, im Vergleich zu m, e und dem Goldenen
Schnitt hilt sie sich dagegen in geometrischen Figuren und der mathematischen
Naturbeschreibung vornehm zuriick.
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Die Gaufische Glockenkurve

Zu den wichtigsten uneigentlichen Integralen gehért das Integral iber die
Gaufl-Funktion oder Gaufische Glockenkurve. Sie spieltin der Wahrscheinlich-
keitstheorie eine zentrale Rolle.

Definition (GaufS-Funktion)
Die Gauf$-Funktion f: R — R
ist definiert durch

fx) = e firallexe R.

Gaufi-Funktion f
mit eingeschlosse-

ner Fliche V27

Dass das uneigentliche In-
tegral iber die Glocken-
kurve, auch Feblerintegral
genannt, existiert, lisst sich
aufgrund des starken Ab-
falls der Funktion leicht
einsehen. Dagegen ist die Berechnung weitaus schwieriger. Es gilt:

Satz  (GaufS-Integral oder Euler-Poisson-Integral)
f e dx = Vam

—oo

Wir geben im Ausblick zu diesem Kapitel einen vergleichsweise elementaren
Beweis dieses Satzes. Weiter fithren wir dort die Eulersche Gammafunktion ein
und zeigen, dass das Gaufi-Integral bei einer systematischen Untersuchung die-
ser Funktion mit abfillt. Eine {iberraschend einfache, auf Siméon Poisson zu-
riickgehende Berechnung des Fehlerintegrals ist unter Verwendung der mehrdi-
mensionalen Integrationstheorie moglich. Wir werden den Beweis von Poisson
in Abschnitt 6 kennenlernen.

Die Taylor-Polynome

2k
X

THE) = Spen (D" —
2%k!

erlauben eine numerische Be-
rechnung des Fehlerintegrals.

Es gilt zum Beispiel

3
f fo dx = 2,499...,
-3

V2 = 2,5066...
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Die Zissoide des Diokles

Wir betrachten einen

Halbkreis
g:[0,2r] — [0,

mit Radius r und Mittel-
punkt (r, 0),

Vit - (x-r1)
= Vx(2r - x).

Die Zissoide (Kissoide)
f:[0,2r[ — [0, 00

g(x)

bzgl. g ist nun wie folgt
definiert. Istx € [0, 2r[,
so sei h die Gerade durch
0und A = (t, g(t)), wobei

t = 2r - x.

Wir setzen nun

f(x) = h(x).

Die Gerade h besitzt die

Steigung g(t)/t = g(x)/t. Damit ist

f) = h() = 89

2r-x

2r

7

B = (x, f(x))

r-t=Xx-r

firallexe [0, 2r][.

Aus dem Strahlensatz ergibt sich folgende Proportionseigenschaft:

) A7C _ 2r -t
0B X

1.

Diese Eigenschaft lisst sich auch zur Definition der Zissoide verwenden: Ist ein
Punkt A auf dem Halbkreis gegeben, so ist der Punkt B auf der Geraden durch 0
und A so zu wihlen, dass (+) gilt. Durchlduft A alle Punkte des Halbkreises, so
durchliuft B alle Punkte der Zissoide. Fiithrt man die Konstruktion fiir den gan-
zen Kreis durch, so erhilt man die Graphen von fund - f als Bild. Diese Figur er-
innert (recht vage) an die Spitze eines Efeu-Blattes, was die Namensgebung mo-
tiviert (griech. kissos = Efeu).
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Die Zissoide 16st das Delische Problem

Ist ein Wiirfel der Kantenlinge r gegeben, so hat ein Wiirfel mit dem doppel-
ten Volumen die Kantenlinge a = \[Zgr. Man weif§ heute, dass sich die Grofie a
aus r nicht mit Hilfe von Zirkel und Lineal konstruieren lisst (Unlosbarkeit des
Delischen Problems der Wiirfelverdopplung). Lisst man jedoch die Zissoide als
Hilfsmittel zu, so ist dies, wie Diokles entdeckt hat, moglich. Wir verbinden
hierzu den Punkt H = (r, 2r) mit (2r, 0) und erhalten so den Punkt B = (x, f(x)) auf
der Zissoide. Die Gerade h durch 0 und B definiert nun die Punkte A = (t, g(t))
und D = (r, (g(t) + f(x))/2). D ist, wie wir sehen werden, der ,,Delische Punkt®.

2r - H

\
\
|
\
\
|
\ \
\ \
| |
\ \
\ \
| |
\ \
l l
0 t r X 2r

Die Gerade von H = (r, 2r) nach (21, 0) hat die Steigung -2 und damit ist
flx) = 2r - 2(x-r) = 2Q2r-x) = 2t

Nach Definition von f gilt also 4¢ = f(x)* = x’/t, sodass

4¢ = x.

Damit hat h die Steigung f(x)/x = 2t/x = *V/2. Die mit Hilfe der Zissoide kon-
struierbare Strecke von 0 nach D besitzt also die gewiinschte Linge a = *V2 r.
Startet man mit H = (1, cr), so erhilt man analog Wer.

Die Zissoide ist (im Gegensatz etwa zur dritten Wurzel) konstruktiv in dem
Sinne, dass zu jeder gegebenen Stelle p der Punkt (p, f(p)) mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ist. Die Stelle x der Losung des Delischen Problems ist allerdings
nicht konstruierbar (es gilt t = 2r/(1 + d), x =2rd/(1 + d) mitd = V9.
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Die Fliche unter der Zissoide

Die Zissoide ist von vielen Mathematikern untersucht worden. Pierre de
Fermat untersuchte ihre Tangenten, Christiaan Huygens und John Wallis be-
stimmten den Inhalt der durch sie definierten unbeschrinkten Fliche und Isaac
Newton gab eine alternative Konstruktionsmethode an. Wir beweisen hier
noch das Ergebnis von Huygens und Wallis.

Satz  (Integral der Zissoide)
Fiir das uneigentliche Integral der Zissoide f : [0, 2r[ — [0, o[ gilt

2r b 3
. 3
fx) dx = limy _ 5, X Yax = 2 Pn

fo (x)dx imy, zfo(Zr—X) b 2r
Die Zissoide hat also die dreifache Fliche g ‘
des ihr zugeordneten Halbkreises. ;
|
Beweis . :
Mit den Substitutionen }
|
x =5 =t}, t=s() = V2rsin() i
6 I
und arcsin(1) = /2 erhalten wir }
|
b 3/2 ‘
limb — 2r f X— dX = 5r :
0 V2r -x }
|
Vb 4 :
2 limy _ 5, f Y g - i |
0 V2r - ¢ |
|
arcsin(Vb/V2r) L [
81 limy, _. 5, f sin*(u)du = } !
0 \
|
|
/2 2F I
8r’ f sin*(u) du = :
0 l
3 2 br :
|
8rf — sin’(u) du = !
4 fO (u) du :

/2
612 if lda = = g,
2 Yo 2

wobei wir die Rekursionsformel fiir die bestimmten Integrale tiber sin”(x)
— von 0 bis n/2 verwendet haben (vgl. die Ubungen in 1.5).
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Ausblick: Gaufi-Integral und Gamma-Funktion

Wir zeigen so elementar wie moglic

Satz

fm e dx

—oco

©en
= Vr, f e ¥ dx
—_00

h:

(GaufS-Integral oder Euler-Poisson-Integral)

= Vom

Der folgende trickreiche Beweis folgt einer Darstellung von Robert Wein-

stock aus dem Jahr 1990.

Beweis

Es geniigt, das erste Integral zu berechnen (das zweite ergibt sich durch

Skalierung von x*/2 = (x/ V2)? (vgl.
durch

Fx) = foxe-tz dy, HE = - f

0

1

1.5).) Wir definieren F H: R — R

e—x(l +tz)
i dt fiirallex e R.

+t

Die sog. Fehlerfunktion F ist bis auf einen Faktor 1/2 die Integralfunktion

der Gaufi-Funktion zum Startwert

s = 0. Die Funktion H ist eine Hilfsfunk-

tion. Der Wert H(0) kann kann durch den Arkustangens bestimmt werden,

wodurch 1 ins Spiel kommen wird.

0.5

Weiter ist lim, _, ., H(x) = 0.

-0.5
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Die Funktion H ist differenzierbar und die Ableitung von H ergibt sich
durch Ableiten des Integranden in der Definition von H nach x (wir gehen
unten hierauf gleich noch ein). Damit gilt:

1 -X Vx -X
HE) = X g o & edt = S F(Vx).
® J‘o Vx fo Vx )

Folglich gilt fiir alle b > 0 nach dem Hauptsatz I und II:

b b _-x
H(b) - H(0) = fo H(x)dx = fo e—\/;(F(\/;() dx =

Vb, Vb
f 2¢ " Fde = f 2F(O) Fo) de =
0 0

Vb
f F?'dt = F(Vb): - F0)) = F(Vb).
0

Wegen
1
1 1 T
H@O) = - dt = -arctan = - —
© fo 1+t 0 |
gilt also

lim, . . FVb)? = % + lim, . . Hb) = %,

sodass
w Vb,
f e ¥ dx = 2limb_,mf e dx = 2lim,_ . F(Vb) = V.
- Y 0

Im Beweis haben wir H ,,unter dem Integral® differenziert. Um diese Vertau-
schung von Limesbildung und Integration zu rechtfertigen, betrachten wir ein
beliebiges x € R und eine Nullfolge (h,), ¢ . Dann gilt

“h(1+t) 1

im, HG&+h) - H® g fl oxlied) © de
h, 0 ~h,(1+¢)

Die durch den Integranden rechts in der Variablen t bei festem x definierte Funk-
tionenfolge (f,), y auf [0, 1] konvergiert gleichmifiig (da der Bruch gleichmiflig
gegen 1 konvergiert). Nach dem Vertauschungssatz in 1.3 kann also der Limes
in das Integral hineingezogen werden, woraus die Behauptung folgt. Diese Ver-
tauschbarkeit gilt auch in dhnlichen Fillen. Wir werden einen allgemeinen Satz
hierzu in 3.4 beweisen.
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Die Eulersche Gamma-Funktion

Eine wichtige Funktion der reellen und komplexen Analysis ist die Gamma-
Funktion. Sie lisst sich durch ein uneigentliches Integral definieren:

Definition (Gamma-Funktion)
Die Eulersche Gamma-FunktionT :]0, [ — Rist definiert durch

I'x) = f:tx'le'tdt fiir alle x > 0.

Der Funktionswert I'(x) wird also durch ein von x abhingiges uneigentliches
Integral definiert. Im Integranden ,kimpft“ die Potenz t*~' gegen die schnell
abfallende Funktion e™* an. Die Diagramme auf der folgenden Seite illustrieren
die so entstehenden Produkte *~! ™" und die dadurch definierten Werte der

*+1e7t < 1 und damit

Gamma-Funktion. Ist t hinreichend grof}, so ist t

tlet < 2

Dies zeigt, dass
b

limy, _, . f t* et dt
1

existiert. Fir alle x> 0 gilt zudem

L ¢ (et 1 - 1
() lim, o [ ©7de = lim, o — = lim, | I
a X t=a X X

Da e "< 1 fiir alle t > 0 gilt, zeigen diese Uberlegungen, dass das uneigentliche
Integral in der Definition der Gamma-Funktion fiir alle x > 0 existiert.

Eine Anwendung der Substitutionsregel erlaubt eine Darstellung mit Hilfe
des Logarithmus:

Satz  (Logarithmus-Darstellung der Gamsma-Funktion)
Fiir alle x> 0 gilt

1
) = fo [log(u)|*~" du.

Beweis
Seix > 0. Mit der Substitution t = s(u) = -log(u), s'(u) = - 1/u, gilt

b e x-1
limalo,h—"x’ f tx_le_tdt = limalo’b_,oo f - M d
a e u

u =

. < 1 ! 1
lim, | op— « f—b [log(w)|*™ " du = fO [log(w)|*™" du.
€
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x = 1/2

o) = 12 e

0.4r

021

0.1

0.0

0 5 10 15 20 25

I'(x) ist der Inhalt der grauen unbeschriinkten Flichen. Istx € ]0, 1 [, so

strebt f(t) gegen oo, wenn t gegen 0 strebt. Fiir x > 1 zeigen sich ,,Buckel.

x = 1/2

st f©) = |log®] !

x = 3/2

fit) = [log®|** "

Zur Logarithmus-Darstellung der Gamma-Funktion
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Die Funktionalgleichung

Aus unseren Uberlegungen gewinnt man, dass
lim, | g I'(x) = oo (nach (+)inetwawie 1/x) und lim, _ . I'(x) = oo.

Um den Verlauf der Gamma-Funktion genauer beschreiben zu kénnen, bewei-
sen wir mit Hilfe partieller Integration:

Satz  (Funktionalgleichung der Gamma-Funktion)
Fiir alle x> 0 gilt

I'x+1) = xI'(x) firallex > 0. (Funktionalgleichung fiir T)
Speziell istalso T(n + 1) = n! fiirallen e N.

Beweis
Seix > 0. Dann gilt

b
F(X+1) = limalo’bwa txe_tdt =
a

t=b b 1
ST e'tdt) -
t=a a

0 -0 + Xf tletdt = xT().
0

-t

limalo’btw (—txe

Damit ist die Funktionalgleichung bewiesen. Wegen

() = f:e'tdt = limb_,w(—e'tnzz) = e =1

— ergibtsich induktiv, dass I'(n + 1) = n! fur alle n.

12r
10}
I interpoliert Verhalten von T’
811 die Fakultit or
6,
8,
al
2t or
1 2 3 4 ar
2,
r)=0=1 I =1! = 1
rey=2=2 1r4=3'==¢6 02 04 06 08 1.0
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Dass sich T'(x) wie 1/x verhilt, wenn x von oben gegen Null strebt, hatten wir
oben schon bemerkt. Die Funktionalgleichung erlaubt einen einfachen Beweis:
')

1/x

lim, | = lim, | ¢xT(x) = lim, | Tx+1) = T'(1) = L

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Gamma-Funktion ist:

Satz  (logarithmische Konvexitiit)
Die Funktion 4

logeT:]0,00o[ — R

ist konvex.

Der Beweis kann mit Hilfe der logeT
Holderschen Ungleichung, die
wir im zweiten Abschnitt kennen-
lernen werden, einfach gefiihrt
werden. Wir begniigen uns an die-
ser Stelle mit einer Visualisierung.

Aus der logarithmischen Kon-
vexitit gewinnt man die (bereits Euler bekannte) Darstellung:

Satz  (GaufS-Darstellung der Gamma-Funktion)
Fiir alle x > 0 gilt

X

n!'n

I'x) = lim,

x(x+1)...(x+n)

| X
I' und einige Approximationen f, mit f,(x) = nn fiir alle x> 0.

x(x+1)...(x+n)
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Beweis
Sei x>0, und sei f = log o T". Nach der Funktionalgleichung gilt

fix+1) = log(F(x+ 1)) = log(F(x) X) = log(F(x)) + log(x) = f(x) + log(x)
und allgemeiner
(+p) fx+n+1) = fx) + log(x x+1)...&x+ n)) fiir alle n.

Fiir alle p < q sei a(p, q) die Steigung der Sekante von log o I' bzgl. p und q.
Sei ke Nmitk > x + 1. Weiter sei n € N* beliebig. Da f konvex ist, gilt

an,n+1) < aln+Lx+n+1) £ aln+kn+k+1),

d.h.
fx+n+1) - fi(n+1)

X

fln+1) - f(n) < < fn+k+1) - f(n+k).

Damit gilt

logn) < f(x) + log(x x+1)...(x+ n)) - log(n!) < logln + k)

X

wobei wir links und rechts (+); sowie (+), und f(n + 1) = log(F(n + 1)) =log(n!)
in der Mitte anwenden. Umformung liefert

0 < f(x) + log(x x+1)... (x+n)) - log(n!) - xlog(n) < x log(l +k/n).
Da dies fiir alle n gilt, folgt

. n!n*
lim,,

fx) - 10g< )’ < lim, xlog(1 +k/n) = 0.

x(x+1)...(x+n)
— Aus f=logeT'und der Stetigkeit von exp = log™' folgt die Behauptung.

Im Beweis haben wir die Integraldefinition gar nicht verwendet, sondern nur
einige Eigenschaften von I'. Wir erhalten:

Korollar  (Charakterisierungssatz von Bobr-Mollerup)
Seig:]0,e0[ — ]0, oo[ eine Funktion mit

@ g) = 1,
(b) gx+1) = xgkx) firallex>0, (Funktionalgleichung)
(c) logog :]0,o[ — R ist konvex. (logarithmische Konvexitiit)

Dann giltg =T.
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Beweis
Obiger Beweis bleibt mit g statt I giiltig, da wir dort nur (a) - (¢) bzw.
Folgerungen aus diesen Eigenschaften wie g(n + 1) = n! verwendet haben.
— Fir g gilt also die Gauf§-Darstellung und damit g =T.

Dass auf (c) nicht verzichtet werden kann, zeigen Funktionen der Form hT,
wobeih:]0, e[ — ]0, e[ eine beliebige Funktion der Periode 1 mith(1) =1 ist.

Fortsetzung der Gamma-Funktion

Die Funktionalgleichung erlaubt eine Fortsetzung der Gamma-Funktion
nach R-{0, -1, -2, ... }. Denn die Unformung

re) = I'x+1)

X
kénnen wir zur Definition von T" im Intervall | -1, 0[ dann zur Definition von T’
im Intervall | -2, -1[ usw. verwenden. Das folgende Diagramme zeigt die entste-
hende (wieder I genannte) FunktionT": R-{0,-1,-2, ...} — R.

Alternativ kann man die Gaufi-Darstellung zur Definition von I'(x) fur alle x
verwenden, die keine negativen ganzen Zahlen sind.

I [

I 1
I /
i

-

-4

10

I" und die Approxi-

mation f; der Gauf}-

Darstellung wie im

sl Diagramm oben
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Der Wert ['(1/2)

Der Wertvon I an der Stelle 1/2 hiingt eng mit dem Wert des Gaufi-Integrals
zusammen. Kennt man einen der
beiden Werte, so kennt man auch
den anderen. Denn mit der Sub-
stitution

x = s(t) = V2t
1 V2 i
2

s'(t) = = t

V2t

erhalten wir:

o 2 b 2
f e_X/z dX = 2 lima 10,b1e f e_x 2 dX =
a

—oo

\f |t|’”2 e ltl

b’/2
li V2 -2 et de = V2 T(1/2
m, 10,b1 o 7/2 t € t ( )
2

Damit gilt also

ran) = V. 5 2 O

Aus der Funktionalgleichung er-
geben sich weitere Werte:

TG/2) = ? T/2) = % Vi, T(/2) = % V.

Der Wertvon I an der Stelle 1/2 fliefit auch aus einer weiteren bemerkenswerten
Formel, die wir ohne Beweis angeben:

Satz  (Eulerscher Erganzungssatz)
Firallexe R - Z gilt

rON(l-x) = —=~

sin(mx)
Speziell gilt [(1/2) = V.
Die Gamma-Funktion erlaubt eine Fortsetzung ins Komplexe (genauer nach

C-{0,-1,-2, ... }. Das genauere Studium dieser faszinierenden Funktion ist
eine Aufgabe der Funktionentheorie.
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1. Lineare Punktmengen

In diesem Kapitel lernen wir eine Reihe grundlegender Begriffe der modernen
Mathematik am Beispiel der reellen Zahlen kennen. Darunter fallen ,offene
Menge“, ,,Umgebung eines Punktes®, ,,abgeschlossene Menge®, ,Inneres einer
Menge“, ,Abschluss einer Menge“ und ,,Rand einer Menge®. Im nichsten Kapi-
tel werden wir sehen, wie sich die Stetigkeit einer Funktion mit Hilfe dieser Be-
griffe formulieren lisst.

Einfache Mengen reeller Zahlen

Neben den Zahlenmengen N ¢ Z ¢ @ < A ¢ R hatten wir Teilmengen der
reellen Zahlen bislang vor allem in Form von Definitions- und Wertebereichen
von Funktionen f: P — R kennengelernt. Die wichtigsten Beispiele waren of-
fene, halboffene oder abgeschlossene Intervalle, die beschrinkt oder unbe-
schrinkt sein konnten, und endliche Vereinigungen derartiger Intervalle, wie
etwa der Definitionsbereich |-, 0[ U ]0, o[ der Funktion f mit f(x) = 1/x fur
alle x # 0. Im Folgenden wollen wir allgemeinere, aber immer noch in einem
gewissen Sinne einfache Teilmengen der reellen Zahlen betrachten. Dabei
nehmen wir einen ,topologischen Standpunkt* ein, der vor allem geometrische
Struktureigenschaften im Blick hat. Ist ein beschrinktes Intervall I gegeben, so
fragt der Topologe nicht, wie lang das Intervall ist, sondern ob I seine Rand-
punkte enthilt. Natiirlich ist die Linge eines Intervalls eine wichtige mathema-
tische Grofie. Dass aber auch die topologische Frage ihre Berechtigung hat,
wird der Leser sofort einsehen, wenn er die Intervalle |0, 1] und [0, 1] betrach-
tet und die unbeschrinkte stetige Funktion g auf ]0, 1] mit g(x) = 1/x mit dem
Satz vergleicht, dass jede stetige Funktion auf [0, 1] ihr Maximum und ihr Mi-
nimum annimmt und gleichmiflig stetig ist. Der Randpunkt 0 der Intervalle
10, 1[und [0, 1] ist ein kleiner - und fiir die Lingenfrage sogar nichtiger - Un-
terschied mit grofier Wirkung. Die genaue Analyse dieses Unterschieds fithrt
in eine eigenartige Welt, in der der Begriff der Stetigkeit in einem besonders
klaren und weitreichenden Licht erscheint, das uns zu neuen Entdeckungen
einlidt. Wir gewinnen dort auch einen ersten Eindruck von der ungeheuren
Komplexitit der Potenzmenge P(R) = { X | X < R} der reellen Zahlen. Bereits
vergleichsweise einfach zu definierende Teilmengen des Kontinuums bergen
Uberraschungen und werfen schwierige Fragen auf.
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Fiir den Anfinger ist die topologische Betrachtung oft nicht leicht nachvoll-
ziehbar. Die Grundbegriffe sind ungewohnt, die vertrauten Funktionen wer-
den zunichst durch die Mengen verdringt, das Ziel des Unterfangens mag
nicht klar zu sehen sein, und die Beweise scheinen oft nur aus elementaren
Umformungen zu bestehen, die zusammengenommen eine undurchsichtige
Argumentation ergeben. Auch deswegen wird fiirs Erste die reelle Zahlenge-
rade zugrunde gelegt. Sie gibt der Anschauung Halt und ist ja auch der histori-
sche Nihrboden der Topologie. Weiter darf man um Geduld bitten, denn das
Neue braucht Zeit, um richtig gesehen zu werden.

Wir beginnen mit einigen Wiederholungen. Fiir jedes € > 0 hatten wir die of-
tene e-Umgebung U, (p) eines Punktes p € R definiert durch

Up) = Jp-&p+el = {xeR|p-e<x<p+e}
Die Menge U, (p) kénnen wir auch mit Hilfe des Abstands |x - y| definieren:
Uup) = (xeR | [x-p| <e).

Der iiber den Betrag definierte Abstand besitzt die folgenden Eigenschaften, die
fiir alle reellen Zahlen x, y, z giiltig sind:

(@ |x-y| = 0 genaudann,wenn x =y,
b) |x-y| = ly-x| (Symumetrie)
© |x-z|] < |x-vy| + |y-z| (Dreiecksungleichung)

Fiir das Folgende sind vielleicht noch einige Bemerkungen zur Verwendung
von Bezeichnungen hilfreich.

Konventionen
Fiir einen Punkt oder eine Teilmenge von R verwenden wir wie schon
bisher bevorzugt p bzw. P als Bezeichnungen: ,,p* fir ,,Punkt“ (engl.
ypoint®) und ,,P* fiir ,Punktmenge” (engl. ,,point-set). Sind p oder P
vergeben, so sind x bzw. X gute Variable fiir Punkte und Punktmengen,
etwa in

Up) = {xeR||x-p|<e}, PP) = (XcR|XcP).

Istlediglich P vergeben, so verwenden wir p oder x als bevorzugte Punktva-
riable, etwa in

R-P = {peR|peP} = {xeR|x¢P} usw

Punktmengen eines bestimmten Typs werden hiufig durch eigene Buchsta-
ben angezeigt. Dies kennen wir schon fiir reelle Intervalle, die wir mit ,,I*
bezeichnet hatten (daneben wird ,,I“ aber auch fir beliebige Indexmengen
verwendet). Im Folgenden werden ,signalisierende Buchstaben® fiir sog.
offene Mengen, Umgebungen und abgeschlossene Mengen hinzukommen.
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Offene Mengen

Die anschauliche Eigenschaft, Randpunkte nicht zu enthalten, besitzen ne-
ben den offenen Intervallen ] a, b [ beispielsweise auch die Mengen der Form
]a, b[ U ]c, d[. Eine unendliche Vereinigung wie etwa

10,1[ v 12,3[ v 145[ U ... U Inn+1[ U ..

hat ebenfalls diese topologische Struktur. Sie lisst sich allgemein mit Hilfe der
e-Umgebungen einfangen:

Definition (offen)
Ein U c R heifit offen, falls fiir alle x € U ein & > 0 existiert mit Ug(x) c U.

Eine offene Menge enthiltalso mitjedem ihrer Punkte ein offenes Intervall, in
dem dieser Punkt liegt. Ist U offen, so liegt anschaulich jedes Element von U in
der Menge U und nicht an ihrem Rand. Insbesondere verhalten sich auf einer of-
fenen Menge U definierte Funktionen f : U — Rin der Nihe eines p € U so, wie
wir es von Funktionen, die auf offenen Intervallen definiert sind, gewohnt sind.
Zum Beispiel sind die Funktionswerte f(p = 1/n) fiir hinreichend grofie n defi-
niert.

Unsere bevorzugten Buchstaben fiir offene Mengen sind U und V. Die Ver-
wendung von ,,O“ fiir ,,offen® bzw. engl. ,,open” ist nicht tiblich.

Jede Menge U,(p) ist offen. Allgemeiner sind alle offenen Intervalle ]a, b [
mit —eo < a < b < e offen. Die leere Menge und R sind offen. Die leere Menge
ist die einzige endliche offene Menge. Stirker gilt: Ist P < R abzihlbar und
nichtleer, so ist P nicht offen. Dies liegt daran, dass jede nichtleere offene
Menge ein offenes Intervall |a, b[ mit a < b enthilt, und dass jedes derartige In-
tervall iiberabzihlbar ist. Genauer zeigt die Uberlegung, dass jede nichtleere
offene Menge gleichmichtig zu R ist.

Unmittelbar aus der Definition folgt:

Satz  (offene Mengen als Vereinigung von e-Umgebungen)
Sei U ¢ R. Dann sind dquivalent:

(a) U ist offen.

(b) U isteine Vereinigung von Mengen der Form U(p).

(c) Uisteine Vereinigung von offenen Intervallen.

Wir werden gleich sehen, dass wir die Aussage (c) dieses Satzes noch verstir-

ken konnen: Eine offene Menge U zerfillt in paarweise disjunkte (beschrinkte
oder unbeschrinkte) Intervalle. Die offenen Teilmengen von R haben also eine

sehr anschauliche Struktur.
Stindig im Einsatz sind die folgenden Eigenschaften:
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Satz  (Abgeschlossenbeitseigenschaften der offenen Mengen)
Sei I eine Menge, und seien U; c R offen fiir alle i € I. Dann gilt:

(@) U;<q U ist offen.
(b) IstIendlich, soist M. U; offen.

Hier und im Folgenden verwenden wir die Konvention (1 & = R, sodass die
zweite Aussage auch dann gilt, wenn die Indexmenge I leer ist.

Beweis
2u (a): Sei U= U, ;Uj, und sei p € U. Dann existiert ein i € I mit p € Us.
Da U; offen ist, gibt es ein € > 0 mit U,(p) c U;. Wegen U; c U ist
dann aber auch U,(p) c U. Dies zeigt, dass U offen ist.

zu (): Sei U =(;.;Uj, und sei p € U. Fiir alle i € I gibt es ein g > 0 mit
U, (p) c U;. Aufgrund der Endlichkeit von I existiert

€ = minielei > 0.

Es gilt Uy(p) ¢ Ug,(p) c U fiir alle i € I, und damit ist U,(p)  U. Dies
- zeigt, dass U offen ist.

Insbesondere ist also U, . U, offen, falls Uy, Uy, U,, ... eine Folge offener
Mengen ist. Die Aussage (a) gilt aber auch fiir die Vereinigung iberabzihlbar vie-
ler offener Mengen.

In Kurzform lautet der Satz: Die Vereinigung beliebig vieler und der Durch-
schnitt endlich vieler offener Mengen ist offen. Dagegen ist das Komplement
U® = R - U einer offenen Menge U im Allgemeinen nicht mehr offen. Weiter
zeigen zum Beispiel die offenen Mengen

U, = ]-1/n,1/n[ = U,,(0), n =1,

dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen nicht mehr offen sein
muss. Es gilt (5, U, = {0}, und die Menge { 0 } ist nicht offen.

Wir beweisen nun die angekiindigte einfache Struktur der offenen Teilmen-
genvon R. Im Gegensatz zu den Abgeschlossenheitseigenschaften beruht sie auf
der linearen Ordnung der reellen Zahlen, und sie wird sich deswegen nicht auf
die mehrdimensionalen Kontinua R" oder auf allgemeinere metrische Riume
ibertragen.

Satz  (Darstellungssatz fiir offene Mengen in R)
Sei U ¢ R offen. Dann ist U die Vereinigung von abzihlbar vielen
paarweise disjunkten offenen Intervallen.

Beweis
Wir definieren fiir alle x,y € U:

x ~y, falls [min(x,y), max(x,y)] c U.
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Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf U, und die Faktorisierung

A ={x/~|xeU}

liefert eine Darstellung wie gewiinscht:
(a) Die Elemente von AU sind paarweise disjunkte nichtleere Mengen.
(b) Jedes U € U ist ein offenes Intervall.
(c) AU ist abzihlbar.

Zum Beweis von (c) wird benutzt, dass jedes nichtleere offene reelle Inter-

vall eine rationale Zahl enthilt, sodass es nur abzihlbar viele paarweise

disjunkte solche Intervalle geben kann. Die anderen Aussagen sind einfach
— zuzeigen.

Ein offenes U c R zerfillt in abzihlbar viele offene Intervalle.

Die Aquivalenzrelation des Beweises hat eine sehr anschauliche Bedeutung:
Es gilt x ~ y fiir x,y € U, wenn wir entlang der reellen Zahlengeraden von x
nach y gehen konnen, ohne dabei die Menge U zu verlassen. Ist zum Beispiel

U = ]J-,0[ v JL,2[ U ]4,8],

so sind die drei offenen Intervalle der Definition von U genau die Aquivalenz-
klassen von ~. Allgemein heifien die Aquivalenzklassen von ~ die Zusammen-
bangskomponenten der offenen Menge U c R.

Umgebungen

Wir kommen nun zu einem weiteren Grundbegriff der Topologie. Er stellt
eine Relation zwischen einer Menge und einem Punkt her.

Definition (Umgebung, offene Umgebung eines Punktes)
Seien N ¢ R und p € R. Dann heifit N eine Urmgebung von p, falls ein
offenes U existiert mit p € U und U € N. Ist N eine Umgebung von p und
ist N zudem offen, so heifit N eine offene Umgebung von p.

Eine Menge N ist also eine Umgebung eines Punktes p, wenn p ein Element
von N ist und wir zudem eine offene Menge um p herumlegen kénnen, ohne da-
bei N zu verlassen. Anstelle der Existenz eines offenen U mit p € U ¢ N kénnen
wir gleichwertig fordern, dass ein € > 0 existiert mit U.(p) < N.
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Der Buchstabe N steht fiir engl. neighbourhood. Da eine Umgebung von p im-
mer eine offene Umgebung von p als Teilmenge enthilt und im Deutschen
»,Umgebung® mit ,,U“ beginnt, werden wir hiufig auch den Buchstaben U fiir
Umgebungen verwendet. Eine Umgebung eines Punktes muss aber selbst nicht
offen sein. So sind zum Beispiel sowohl ] 0, 1[ als auch [0, 1] Umgebungen des
Punktes 1/4. Dagegen ist [ 0, 1] keine Umgebung von 0 oder von 1.

Eine Menge der Form U,(p) ist eine offene Umgebung aller ihrer Punkte.
Denn fiir alle x € Ug(p) ist Us(x) < Ug(p) fiir & = min(|x - (p-¢)|, |x - (p +€)]).
Allgemein gilt:

Satz  (offene Mengen und Umgebungen)
Sei U ¢ R. Dann sind dquivalent:

(a) U ist offen.

(b) U ist eine Umgebung aller Elemente von U.

Wir hatten Umgebungen mit Hilfe offener Mengen definiert. Der Satz zeigt,
dass wir umgekehrt auch die offenen Mengen definieren kénnen, wenn wir wis-
sen, was unter ,,Umgebung eines Punktes® zu verstehen ist.

Ist p € R, so beschreiben die Umgebungen von p die lokale Topologie des
Punktes p. Die reellen Zahlen sind homogen in dem Sinne, dass die lokale Topo-
logie in jedem Punkt gleich aussieht. Fiir alle Punkte p, q € Rund alle N c R gilt
firt=q-p:

N ist eine Umgebung von p genau dann, wenn
N + t ist eine Umgebung von q,

wobei N + t = {x + t | x € N} die Translation von N um tist. Ebenso gilt fiir alle
peR,NcRundc#0:

N ist eine Umgebung von p genau dann, wenn
cN ist eine Umgebung von p,

wobei cN = { cx | x e N} die Streckung von N um den Faktor c ist.
Fiir jede Menge P lassen sich alle Punkte aufsammeln, fiir die P eine Umge-
bung darstellt:

Definition (Inneres einer Menge, innerer Punkt)
Sei P ¢ R. Dann setzen wir:

int(P) = {peR | Pisteine Umgebung von p }.

Die Menge int(P) heifit das Innere von P, und jedes p € int(P) heifit auch ein
innerer Punkt von P.

Hier steht ,int“ fiir engl. ,interior”. Neben int(P) ist auch die Bezeichnung P°
iiblich.
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Beispiele
int([0, 1]) = 10, 1[, int([0,1]-{1/2}) =]O,1[ - {1/2},
intR) = R, int(@) = int(R - Q) = &, int(P) = & fiir P abzihlbar.

Fiir die Bildung des Inneren gilt:

Satz  (Eigenschaften des Inneren)
Fiir alle P c R gilt:

(@) int(P) = U{UcP | Uoffen}.

(b) int(P) ist die grofite offene Teilmenge von P, d.h.:
(1) int(P) ist offen.
(ii) Ist U c P offen, so ist U < int(P).

(c) int(P) = P genau dann, wenn P ist offen.

() int(inte(P)) = int(P).

Abgeschlossene Mengen

Da die offenen Mengen nicht abgeschlossen unter Komplementbildung sind,
erhalten wir durch die Komplementbildung einen neuen Mengentyp:

Definition (abgeschlossen)
Ein A c R heifit abgeschlossen, falls R - A offen ist.

Bevorzugte Buchstaben fiir abgeschlossene Mengen sind A, B, C (das an engl.
»closed“ erinnernde ,,C* wird aber auch fiir die Cantor-Menge verwendet, die
wir unten definieren werden). Weiter ist auch F fiir franz. ,,fermé“ tiblich.

Die leere Menge und R sind abgeschlossen, da R und & offen sind. Sie bilden
damit Beispiele fiir Mengen, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind. Dar-
iber hinaus gibt es keine weiteren derartigen Mengen: Ist P ¢ R offen und abge-
schlossen, soist P = @ oder P = R. Diese Tatsache werden wir im néchsten Kapitel
fiir einen topologischen Beweis des Zwischenwertsatzes verwenden.

Jedes abgeschlossene Intervall [a, b] ist abgeschlossen, da sein Komplement
die Vereinigung zweier offener Mengen ist. Daneben sind auch die Intervalle der
Form ] -eo, b] und [a, o[ abgeschlossen. Jede endliche Menge ist abgeschlossen,
und auch die Mengen N und Z sind abgeschlossen. Wihrend den offenen Men-
gen also nur die Michtigkeiten 0 und ,iiberabzihlbar“ zukommen, kénnen die
abgeschlossenen Mengen also endlich, abzihlbar unendlich oder tiberabzihlbar
sein. Dies ist ein erstes Beispiel fiir die bemerkenswerte Tatsache, dass abge-
schlossene Mengen komplizierter sind als offene Mengen. Und es erheben sich
nichttriviale Fragen wie etwa:
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Ist jede diberabziiblbare abgeschlossene Menge A C R gleichmiichtig zu R ¢

Die Antwort st ,,ja“, aber der Beweis istim Gegensatz zur analogen Frage fiir die
offenen Mengen nicht mehr einfach.

Fiir die abgeschlossenen Mengen gelten die dualen Eigenschaften der offenen
Mengen:

Satz  (Abgeschlossenbeitseigenschaften der abgeschlossenen Mengen)
Sei I eine Menge, und seien A; c R abgeschlossen fiir alle i € I. Dann gilt:

(@) M1 A ist abgeschlossen.
(b) IstIendlich, soist U;.; A; abgeschlossen.

Die zweite Aussage ist fiir abzihlbare Vereinigungen im Allgemeinen nicht
mehr richtig:

Beispiel
Die Menge P = { 1/n | n> 1} ist die abzihlbare Vereinigung der abge-
schlossenen Mengen A, = { 1/n}, n 2 1, aber P ist nicht abgeschlossen. Der
Menge ,fehlt“ der Punkt 0. Die Menge P U { 0 } ist dagegen abgeschlossen,
denn das Komplement dieser Menge zerfillt in die offenen Intervalle

]_°°’O[’ ]1700[, ]1/2,1[, ]1/3a1/2[a

Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den Begriff des Hiufungspunkts
einer Menge:

Definition (Hiufungspunkt einer Menge)
Seien P c Rund p € R. Dann heifit p ein Haufungspunkt von P, falls fir alle
Umgebungen U von p gilt:

U-{p}) n P istnichtleer. (Hiufungspunktbedingung)

Tatsichlich enthilt eine Umgebung U eines Haufungspunktes p von P immer
sogar unendlich viele Punkte von P, sodass man auch ,,U m P ist unendlich® statt
»U N P enthilt einen von p verschiedenen Punkt“ in der Definition verwenden
kann. Will man aber zeigen, dass ein Punkt p € R ein Hiufungspunkt von P ist,
so geniigt es, fiir jede (ohne Einschrinkung offene) Umgebung U von p ein einzi-
ges von p verschiedenes x zu finden, das in P n U liegt. Die Bedingung der Defi-
nition lisst sich spiter zudem unverindert fiir topologische Riume iibernehmen.

Wir betonen noch einmal, dass Hiufungspunkte zu P gehoren konnen oder
nicht. Die Null ist ein Hiufungspunktvon ]0, 1[und von [0, 1]. Allgemein ist ein
Punkt p genau dann ein Haufungspunkt von P - { p }, wenn p ein Hiufungspunkt
von P U {p}ist

Wir zeigen nun, dass sich die Komplementbildung der offenen Mengen mit
Hilfe von Hiufungspunkten formulieren lisst.
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Satz  (Hiufungspunkt-Charakterisierung der Abgeschlossenhbeit)
Sei A ¢ R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Aistabgeschlossen.
(b) Fir alle p € R gilt: Ist p ein Hiufungspunktvon A, so ist p € A.

Beweis
(a) impliziert (b): Sei p ein Haufungspunkt von A. Fiir alle Umgebungen
U von p ist dann U N A nichtleer, also U keine Teilmenge von R - A.
Da R - A offen ist, ist also p ¢ R - A und damit p € A.

() impliziert (n): Seip € R - A. Dann gibt es eine Umgebung U von p mit
U N A=, dasonst p ein Hiufungspunkt von A wire und p € A gelten
wiirde. Aber U N A = @ ist gleichwertig zu U c R - A. Alsoist R - A
eine Umgebung von p. Da dies fiir alle p € R - A gilt, ist R - A offen
- und damit A abgeschlossen.

Eine Menge ist also genau dann abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungs-
punkte enthilt. Leicht einzusehen ist die folgende Variante des Charakterisie-
rungssatzes fiir Folgen:

Satz  (Folgen-Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen)
Sei A ¢ R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Aistabgeschlossen.

(b) Jede Cauchy-Folge in A konvergiertin A, d.h., ist (x,), < €ine
Cauchy-Folge mit x, € A fiir alle n, so gilt lim, x, € A.

Historisch wurden die abgeschlossenen Mengen sogar vor den offenen Men-
gen untersucht. Die auf Georg Cantor zuriickgehende Bezeichnung ,abge-
schlossen®wird durch die beiden Charakterisierungssitze motiviert. Abgeschlos-
sene Mengen sind abgeschlossen unter der Bildung von Hiufungspunkten und
Grenzwerten. Heute stehen in der Topologie in der Regel die offenen Mengen
(oder gleichwertig die Umgebungen) an der Spitze. Sie sind, wie wir schon ange-
deutet haben und bei der Diskussion der Cantor-Menge noch einmal sehen wer-
den, einfacher als die abgeschlossenen Mengen. Da die offenen Mengen aber die
Komplemente der abgeschlossenen Mengen sind, kann man prinzipiell auch mit
den abgeschlossenen Mengen beginnen. Setzen wir

AU = {UcR|Uoffen}, o = {AcR | Aabgeschlossen },

sogilt U = {R-A|Aed}, d = {R-U| UeWU}. Es gilt jedoch nicht, dass
U=PR)-A={XcR | Xe o}, und ebenso istist A = P(R) - U nicht richtig,
man betrachte etwa das Intervall ]0, 1], das weder zu U noch zu s gehort. Den
Bereich P(R) - (U U o) der Teilmengen von R, die weder offen noch abgeschlos-
sen sind, werden wir im Ausblick genauer untersuchen.
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Die Punktmengenableitung

Eine weitere topologische Operation ist das Aufsammeln aller Hiufungs-
punkte einer Menge:

Definition (Cantorsche Punktmengenableitung)
Fiir alle P ¢ R setzen wir:

P’ = {peR | pistein Hiufungspunkt von P }.
Die Menge P’ heifit die (Cantorsche) Ableitung von P.
Beispiele

(1) Firjede endliche Menge P gilt P’ = &. Ebenso ist Z" = &. Ist P unendlich
und beschrinkt, so gilt P’ # @ nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafi.

(2) IstPdichtinR, d.h., gilt PN Ug(p) # @ fiir alle p € Rund € > 0, so gilt
P’ =R. Insbesondere ist @ = (R - @) = Rund A" = (R - A)' = R.

Die Menge Q zeigt, dass eine abzihlbare Menge tiberabzihlbar viele Hiu-
fungspunkte besitzen kann. Weiter zeigen Q und R - Q, dass zwei disjunkte
Mengen dieselbe Ableitung besitzen kénnen.

Nach dem obigen Satz ist eine Menge P reeller Zahlen genau dann abge-
schlossen, wenn P” ¢ P gilt. Weiter gilt:

Satz  (Eigenschaften der Ableitungsoperation)
Fiir alle P, Q c R gilt:

(a) P” < P, d.h., P"ist abgeschlossen,
(b) P < Q impliziert P" < Q,

© PuQ =P uQ,

d PnQ c P nQ.

Mit Hilfe der Ableitungsoperation kénnen wir eine Abschlussoperation fiir
Mengen einfiihren:

Definition (Abschluss einer Menge)
Fiir alle P ¢ R setzen wir

cdP) = P u P.
Die Menge cl(P) heifit der Abschluss von P.

Hier steht ,,cl“ fiir engl. ,,closure®. Neben cl(P) ist auch P iiblich.
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Beispiele
(1) <l([0,1]) = [0,1], c(@) = (R-Q) = R.
2) df1/n|n=21}) = {I/n|n=21}uU{0}.
(3) Ist U offen, so gilt U c U’" und damitist cl(U) = U".
(4) Ist A abgeschlossen, so gilt A” ¢ A und damit ist cl(A) = A.

Esistinstruktiv, die Definition des Abschlusses mit Hilfe von Umgebungen zu
formulieren und sie mit der des Inneren zu vergleichen. Fiir alle P ¢ R gilt:

c®P) = {peR| firalle Ungebungen Uvon p gilt UNP = I},
int(P) = {pe R | es gibt eine Umgebung U von pmitU c P}.

Ist €4(p, P) die definierende Eigenschaft fiir cl(P) und €;,(p, P) die fiir int(P) in
diesen Darstellungen, so gilt fiir alle pe Rund P c R:

€a(p, P) genau dann, wenn non €;,(p, R - P).

Aus dieser logischen Umformung gewinnt man:

Satz  (Inneres und Abschluss)
Fiir alle P c R gilt:

(@ int(P) = R - cl(R - P)
(b) cl(P) = R - int(R - P)

cl(Pe),
int(P°)°.

Die Bildung des Inneren und des Abschlusses sind also duale Operationen,
und damit ldsst sich eine Eigenschaft einer Operation in eine Eigenschaft der an-
deren iibersetzen. Auf diese Weise oder natiirlich auch durch direkten Nachweis
erhalten wir:

Satz  (Eigenschaften der Abschlussoperation)
Fiir alle P c R gilt:

(@) cl(P) = M {A o P | Aistabgeschlossen }.

(b) cl(P) ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von P, d.h.:
(i) cl(P) ist abgeschlossen.
(i) Ist A o P abgeschlossen, so ist cl(P) c A.

(c) cl(P) = P genau dann, wenn P ist abgeschlossen.

@) c(clP)) = cl(P).

Firalle Pc R gilt int(P) P < cl(P). Die Mengen links und rechts der Menge
P sind hierbei die besten offenen bzw. abgeschlossenen Approximationen an P.
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Perfekte Mengen

Beim Ubergang von P zu P’ gehen genau die Punkte von P verloren, die keine
Hiufungspunkte von P sind. Wir definieren:

Definition (isolierter Punkt)
Sei P ¢ R, und sei p € P. Dann heifit p ein isolierter Punkt von P, falls eine
Umgebung U von p existiert mitP "' U = {p}.

Nach Definition gilt also

P - P’ = {peP | pisteinisolierter Punkt von P }.

Beispiele
Ist P endlich, so ist jedes Element von P ein isolierter Punkt. Ebenso ist
jeder Punkt von Z isoliert. Das Intervall [0, 1[ hat keine isolierten Punkte.
IstP={1/n | n21}u{0}, sosind alle Punkte bis auf 0 isoliert.

Die abgeschlossene Menge P={1/n | n21}u {0} der Beispiele ist nicht per-
fekt im Sinne der folgenden Definition:

Definition (perfekt)
Ein P c R heifit perfekr, falls P abgeschlossen ist und keine isolierten Punkte
besitzt.

Alle abgeschlossenen - beschrinkten oder unbeschrinkten - Intervalle sind
perfekt. Insbesondere sind @ und R perfekt. Weiter sind die perfekten Mengen
abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen und Schnitten. Aus der Charakte-
risierung der abgeschlossenen Mengen erhalten wir:

Satz  (Ableitungscharakterisierung der perfekten Mengen)
Sei P ¢ R. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) P ist perfekt.
(b)y P’ =P.

Der neugierige Leser wird vielleicht fragen:

Die Eigenschaft ,,P” < P heifst ,abgeschlossen® und ,,P” = P heifst ,,perfekt*.
Hat nicht auch die Eigenschaft ,P < P’“ eine Bedeutung ?

In der Tat! Die Eigenschaft ,P P’ besagt, dass jeder Punkt von P ein Hiu-
fungspunktvon P ist. Mengen mit dieser Eigenschaft nennt man in sich dicht. Bei-
spiele sind alle offenen Mengen sowie Q und [a, b] n Q fiir alle a <b. Die perfek-
ten Mengen sind genau die Mengen, die abgeschlossen und in sich dicht sind.
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Randpunkte und Rand einer Menge

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffs konnen wir auch definieren, was wir unter
einem Randpunkt einer Menge verstehen wollen:

Definition (Randpunkt)
Sei P c R. Ein p € R heifit ein Randpunkt von P, falls fiir jede Umgebung
U von p Punkte x,y € U existieren mitx€ Pundy ¢ P.

Umgebungen von Randpunkten enthalten also immer sowohl Punkte der
Menge als auch Punkte ihres Komplements. In e-Formulierung lautet die Be-
dingung:

Fiirallee> 0 gilt Ug(p) " P # & und Ug(p) - P = &.

Beispiele
Ist P endlich, so ist jedes Element von P ein Randpunkt von P. Der Punkt
1 ist ein Randpunktvon [0, 1],]0, 1[, [0, 1[und [0, 2] - {1}, obwohl er
anschaulich nicht unbedingt ,,am Rand“ der letzten Menge liegt.

Sammeln von Randpunkten definiert eine weitere topologische Operation:

Definition (Rand)

Fiir alle P ¢ R heifit
bd(P) = {p € R | pist ein Randpunkt von P }
der Rand von P.

Hier steht ,,bd* fiir engl. ,boundary“. Neben bd(P) ist auch 0P iiblich. Es gilt:

Satz  (Eigenschaften des Randes)
Fiir alle P c R gilt:

(@) bdP) = cl®) - int(P) = clP) N (R - int(P)),
(b) bd(P) = cl(P) n cI(R-P) = bd(R-P).
Die Darstellungen zeigen den Rand als Durchschnitt zweier abgeschlossener
Mengen und trivialisieren den Nachweis seiner Abgeschlossenheit. Sie sind ein

schones Beispiel fiir die ,elementarmagischen” Umformulierungen der Topologie.
Fiir offene U und abgeschlossene A gelten:

bd(U) = cl(U) - int(U) = (UL U) -U = U - U,
bd(A) = cl(A) - int(A) = A - int(A).
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Topologische Operatoren

Mit int(P), cl(P) und bd(P) haben wir drei topologische Operationen kennen-
gelernt, die fiir jede Teilmenge P von R erklirt sind. Wir konnen

int, cl, bd : PR) — PR)

schreiben, d.h., wir konnen int, ¢l und bd als Funktionen auffassen, die auf P(R)
definiert sind und Werte in P(R) annehmen. Das Gleiche gilt fiir die Punktablei-
tung, die eine Teilmenge P von R in die Teilmenge P’ von R iberfiihrt.

Wir vergleichen die Operatoren noch einmal durch e-Bedingungen und ein
Diagramm.

p € int(P) Je>0 Uyp) P
pel’ Ve>0 Up)nP-{ph=9I
p e cl(P) Ve>0 Up)nP =
p € bd(P) Ve>0 (Ug(p) NP =3 A Uyp)-P = D)
P
O ® L] o o .-"‘i oO————0 [ ]
int(P)
o o o—0
PI
[ 4 @ [ ] e
cl(P)
[ 2 L ] [ ] o O 0 0 *—o [ ]
bd(P)
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Cantor-Menge und Cantor-Funktion

Jede nichtleere offene Menge U enthilt ein Intervall positiver Linge, d.h., es
gibt a <b mit ]a, b[ € U. Wir betrachten folgende Frage:

Enthiilt jede iiberabziblbare abgeschlossene Menge ein Intervall positiver Linge?

Die Antwort ist nein. Ein Gegenbeispiel liefert eine von Cantor entdeckte
Menge, die durch wiederholtes Entfernen von offenen mittleren Drittelinterval-
lenvon [0, 1] definiert werden kann. Wir setzen hierzu

Cy = [0,1]
Co
und entfernen aus C, das of-
fene mittlere Drittelintervall
11/3,2/3[. Wir erhalten so c
1

C, = [0,1/3] U [2/3,1].

Nun entfernen wir aus C; die
beiden offenen mittleren Drit- _ — _— — G
telintervalle und erhalten

C, = [0,1/9] U [2/9,3/9] U

- == - —-= G
[6/9,7/9] u [8/9,1].
So fortfahrend erhalten wir ab-
geschlossene Teilmengen — e e e
4

ChoCo...oC, 2 ...

des Intervalls [0, 1]. Wir defi- . ! ! \
nieren nun: 0 1/3 2/3 1

Definition (Cantor-Menge)
Die Menge C = M, C, heifit die Cantor-Menge.

Die wichtigsten Eigenschaften der Cantor-Menge sind:

Satz  (iiber die Cantor-Menge)
(a) Cist perfekt.
(b) Cistiiberabzihlbar. Genauer gilt |C| = |R].

(c) C enthilt kein Intervall [a, b] mita <b.

() bd(C) = C.
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Beweis
zu (1): Daalle C, abgeschlossen sind, ist auch ihr Durchschnitt C
abgeschlossen. Ist P die Menge der Randpunkte der Intervalle der
Mengen C,, so ist P c C und jedes Element von C ist ein Hiufungs-
punkt von P, sodass P’ = C. Damit ist C perfekt.

zu (b): Fir alle 0-1-Folgen (b,), > definieren wir Teilintervalle D, der
Mengen C,, indem wir Dy = C, setzen und rekursiv D, , ; als das linke
oder rechte Drittelintervall von D,, definieren, je nach dem, ob b, = 0
oder b, = 1 gilt. Jeder 0-1-Folge konnen wir so ein Element von C
zuordnen, nimlich das eindeutige Element im Durchschnitt aller
Intervalle D,,. Diese Zuordnung liefert eine Bijektion zwischen allen
0-1-Folgen und C. Da es zudem eine Bijektion zwischen R und allen
0-1-Folgen gibt, ist C gleichmichtig zu R.

zu (¢): Seie>0,und sei n derart, dass (2/3)" < €. Dann enthilt C, kein
Intervall der Linge €. Also enthilt auch C ¢ C, kein solches Intervall.

zu (d): Nach (a) und (c) gilt
- bd(C) = cl(C) - int(C) = C - J = C.

Die Cantor-Menge lisst sich auch mit Hilfe der 3-adischen Entwicklung reel-
ler Zahlen elegant darstellen:

Satz  (3-adische Darstellung der Cantor-Menge)

C = {xe[0,1] | x besitzt eine 3-adische Darstellung, in der
nur die Ziffern 0 und 2 vorkommen } =

(Y11 /3% | (ap)s ist eine Folge in { 0,2} }.

Zum Beweis des Satzes ordnet man in Analogie zum Beweis von (b) jedem Ele-
mentx von C eine 0-2-Folge zu, die den links-rechts-Pfad beschreibt, der inner-
halb der Mengen C,, zu x fithrt. Wir diskutieren diese Darstellung in den Ergin-
zungen E4 genauer.

Die Cantor-Menge taucht in vielen topologischen und mafitheoretischen Fra-
gestellungen als Generator fiir Gegenbeispiele auf. Sie lisst sich zum Beispiel zur
Konstruktion von Peano-Kurven verwenden (vgl. den Ausblick in 3.1). Hier be-
trachten wir noch eine Anwendung fiir die Integrationstheorie.

Cantor-Menge und Riemann-Integral

Die Indikator-Funktion 1¢ : [0, 1] — R der Cantor-Menge ist keine Regel-
funktion, da keine Treppenfunktion im offenen 1/2-Schlauch um 1 liegt (oder
da der Grenzwert lim, |  1c(x) nicht existiert). Fiir das Riemann-Integral ist die
Funktion 1 iiberraschenderweise noch zuginglich:



1. Lineare Punktmengen 141

Satz  (Riemann-Integral iiber 1)
Die Indikatorfunktion 1¢ : [0, 1] — R der Cantor-Menge ist integrierbar
mitI(1¢) = 0. Allgemeiner gilt dies fiir 1p : [0, 1] — Rfiiralle P c C.

Damit ist C eine tiberabzihlbare Teilmenge der reellen Zahlen der Riemann-
Jordan-Linge L(C) = I(1¢) = 0.

Beweis
Fiir alle n ist die Treppenfunktion 1¢_: [0, 1] — R integrierbar mit
I(1¢,) = (2/3)", sodass

(+) lim, I(1¢) = O.
Ist nun P ¢ C und £ > 0, so gibt es ein n mit I(1¢; ) < €. Dann ist aber
0 < SIP < Slp < Slc < Slcn = I(lcn) < E&.

— Hieraus folgen alle Behauptungen.

Entscheidend fiir das Argument ist, dass sich Lingen der entfernten Intervalle
zu 1 aufsummieren (dies ist dquivalent zu (+)). Entfernen wir in einer analogen
Konstruktion Teilintervalle mit einer Gesamtlinge kleiner als 1, so ist die Indika-
torfunktion der verbleibenden Menge nicht mehr Riemann-integrierbar.

Mit Hilfe des Satzes konnen wir ein offenes Problem aus dem ersten Abschnitt
16sen. Wir verwenden dabei die Sprechweise

»es gibt M-viele x mit der Eigenschaft €(x)“.
Dies bedeutet, dass |[M| = [{x | €(x) }].

Korollar  (Mdchtigkeit der Riemann-integrierbaren Funktionen)
Es gibt P(R)-viele Riemann-integrierbare Funktionen auf [0, 1]. Insbeson-
dere ist nicht jede Riemann-integrierbare Funktion ein punktweiser Limes
von Treppenfunktionen.

Beweis (Skizze)
Die erste Aussage folgt aus dem vorangehenden Satz, da | P(C)| = | P(R)].
Zum Zusatz: Es gibt R-viele Treppenfunktionen auf [0, 1], da jede
Treppenfunktion durch eine endliche Folge von reellen Zahlen gegeben
ist (Zerlegungspunkte und Werte), und da die Menge aller endlichen
Folgen in R die Michtigkeit von R hat. Damit gibt es R"-viele Folgen
von Treppenfunktionen. Da |R| = |R"V| gilt, gibt es nur R-viele derartige
Folgen, und damit gibt es hochstens R-viele Funktionen auf [0, 1], die ein

— punktweiser Limes von Treppenfunktionen sind.

Aus der Sicht der Michtigkeitstheorie ist der Unterschied zwischen dem
Riemann-Integral und dem Regelintegral also enorm: Es gibt nur | R | -viele Re-
gelfunktionen, aber | P(R)|-viele Riemann-integrierbare Funktionen.
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Die Cantor-Funktion

Mit Hilfe der Cantor-Menge lisst sich die Cantor-Funktion oder Teufels-
treppe f: [0, 1] — [0, 1] definieren. Wir bauen f schrittweise auf. Zunichst
setzen wir f(0) = 0 und f(1) = 1. Nun betrachten wir die Abschliisse der in der
Konstruktion von C entfernten Drittelintervalle, also die Intervalle

T, = [1/3,2/3], 1, = [1/9,2/9], 1, = [7/9,8/9], 1 = [1/27,2/27], ...

und definieren f rekursiv auf diesen Intervallen: Wir setzen { konstant gleich
c auf I, wobei c das arithmetische Mittel der bereits definierten Funktions-
werte der beiden Stellen ist, die unmittelbar links und rechts von I,, liegen. Die
Funktion f ist also konstant gleich 1/2 auf [1/3, 2/3 ], konstant gleich 1/4 auf
[1/9, 2/9], konstant gleich 3/4 auf [7/9, 8/9] usw. Die folgenden Diagramme
visualisieren diese Konstruktion.
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Damit haben wir eine monoton steigende Funktion
f:J - [0,1]’ J = {071} Y UneNIn

konstruiert. Der Wertebereich dieser Funktion ist { k/2" | ne€ N, k<n } und da-
mit dichtin [0, 1]. Wir setzen nun f nach [0, 1] fort vermoge

fx) = supecyceyf(t) = infi,,jf(t) firallexe[0,1]-].

Die Menge [0, 1] - J istdie Cantor-Menge C ohne die Punkte 0 und 1 und ohne
die Randpunkte der ..

Definition (Cantor-Funktion oder Teufelstreppe)
Die Funktion f: [0, 1] — [0, 1] heifit die Cantor-Funktion oder Teufelstreppe.

Aus der Konstruktion ergibt sich:

Satz  (Eigenschaften der Cantor-Funktion)

(a) f ist monoton steigend.

(b) f nimmt jeden Wert zwischen 0 und 1 an.

(c) f iststetig.

(d) f istin allen Punkten x € [0, 1] - C differenzierbar mit Ableitung 0.

(e) f istin0, I und den Randpunkten der entfernten Drittelintervalle
nicht differenzierbar.

Die Menge [0, 1] - C hat den Riemann-Jordan-Linge 1 und dort verschwin-
det die Ableitung von f. Die Teufelstreppe ist also ,,fast iiberall“ flach, und den-
noch steigt sie stetig von 0 nach 1. Als stetige Funktion auf [0, 1] ist die Cantor-
Funktion sogar gleichmifig stetig. Dagegen ist sie nicht Lipschitz-stetig und
stirker auch nicht absolutstetig (vgl. Kapitel 3.2 in Band 1).

Die Konstruktion der Cantor-Funktion lisst sich in verschiedenen Varianten
durchfiihren. Interpoliert man die in den obigen Diagrammen dargestellten
Graphen linear, so ergeben sich monotone und stiickweise lineare Funktionen
f,: [0, 1] — [0, 1], die gleichmifig gegen f konvergieren. Damit erscheint f
als gleichmifliger Limes einer einfachen Funktionenfolge. Weiter lisst sich die
Cantor-Funktion auch direkt mit Hilfe von 2- und 3-adischen Darstellungen
definieren. Hierzu definieren wir fiir jede Folge (a))>; in {0, 1, 2 } eine Folge
(bk>11in{0, 1}, indem wir (1) alle a,-Glieder nach der ersten 1 gleich 0 setzen
(gibt es keine 1, so tun wir nichts), (2) jede 2 durch eine 1 ersetzen. So wird aus
©,2,2,0,1,1,0, 2, ...) zum Beispiel (0, 1, 1,0, 1, 0, 0, 0, ...). Dann gilt

b y ,
f<zk21 %) - sz 2_11§ fiir alle Folgen (ai)i»1 in {0, 1,2 }.

Wir besprechen diese Darstellung ebenfalls in den Erginzungen E4.
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Ausblick:

G;-, F;-Mengen und Bairescher Kategoriensatz

Die offenen und abgeschlossenen Mengen bilden zwei Typen von Teilmengen
von R. Bereits die einfachen halboffenen Intervalle der Form ]a, b] und [a, b[ ge-
horen nicht zu diesen Typen. Gleiches gilt fiir die Menge Q. Die nichste Kom-
plexititsstufe fiir Mengen reeller Zahlen erhalten wir durch die Bildung von ab-
zihlbaren Vereinigungen und Durchschnitten:

Definition (Gs- und Fs-Mengen)
Ein P ¢ R heifit eine Gg-Menge, falls offene U, n € N, existieren mit
P=N,U.,.

Analog heifit ein P ¢ R eine F-Menge, falls abgeschlossene A, n e N,
existieren mit

P=U,A,.

Das kleine ,,0“ erinnert an ,,Durchschnitt“ und das kleine ,,6“ an ,,Summe*.
»G“ steht fiir ,,GGebiet, eine traditionelle deutschsprachige Bezeichnung fiir
(nichtleere) offene Mengen. Schliefilich steht ,,F“ fiir franz. ,fermé“, abge-
schlossen. Die Bezeichnung stammen von Felix Hausdorff.

Alle halboffenen Intervalle ]a, b] und [a, b[ sind sowohl Gg-Mengen als auch
Fs-Mengen. Jede abzihlbare Menge P = { p,, | n € N} ist eine F;-Menge, da

P = U, {p,}, mitabgeschlossenen Mengen {p, }.

Ebenso ist jedes P, dessen Komplement R - P abzihlbar ist, eine Gz-Menge.
Speziell ist Q eine Fy-Menge und R - Q eine Gs-Menge.
Es gilt:

Satz  (elementare Eigenschaften der Gg- und Fo-Mengen)
(a) Jede offene und jede abgeschlossene Menge ist sowohl eine Gs-Menge
als auch eine Fs-Menge.

(b) Ist P eine Gs-Menge, so ist R - P eine F;-Menge.
Ist Q eine F;-Menge, so ist R — Q eine Gz-Menge.

(¢) Sind P, n e N, Gg-Mengen, so ist [, P, eine Gs-Menge.
Sind Q,, n € N, F;-Mengen, so ist U, Q, eine Fs-Menge.

(d) Sind Py, ..., P, Gs-Mengen, so ist Uy < , Py eine Gsg-Menge.
Sind Qy, ..., Q, Fs-Mengen, so ist [ ., Q, eine F;-Menge.
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Der Bairesche Kategoriensatz

Bislang ist nicht klar, ob die Gg- und die F;-Mengen zusammentfallen. Dies ist
aber nicht der Fall. Hierzu beweisen wir:

Satz  (Bairescher Kategoriensatz)
Seien A, n € N, abgeschlossene Mengen, die keine Intervalle positiver
Linge enthalten. Dann enthilt auch U, A, kein Intervall positiver Linge.

Beweis
Sei [a, b] ein Intervall mit a < b. Wir konstruieren rekursiv Intervalle
[a,, by] mita, <b, mit den Eigenschaften:

(a) [a’b] ) [301b0] =2 [al’bl] 2 .- 2 [ambn] 2 -

() [a,b,] N A, = D fiirallen.

Derartige Intervalle existieren, denn ist [a,_1, b,_{ ] konstruiert fiir ein

n 20 (mit der Festsetzung [a_;, b_; | = [a, b]), so gibt es nach Voraussetzung
einx, € ]a,_q, b,_1 [ mitx, ¢ A,. Dieses x,, ist kein Hiufungspunkt von A,
da A, abgeschlossen ist. Also ist [x, - €, x,, + €] fiir ein hinreichend kleines

€ > 0 disjunkt von A, und damit ein Intervall [a,, b, ] wie gewiinscht.

Nach dem Prinzip der Intervallschachtelung gibt es ein x* € 1, [a,, b, ].
Dann ist x* € [a, b], und nach (b) istx* ¢ U, A,, da x* € [a,, b, ] fiir alle n.
— Alsoist [a, b] keine Teilmenge von U, A,.

Bevor wir den Baireschen Kategoriensatz anwenden, wollen wir ihn noch etwas
umformulieren. Hierzu definieren wir:

Definition (nirgends dicht, irgendwo dicht, mager)
Ein P ¢ R heifit nirgends dicht, falls int(cl(P)) = &. Andernfalls heifit P irgendwo
dicht. Ein M c R heifit mager, falls es nirgends dichte P,, gibt mitM = U P,.

Die Bedingung ,,int(cl(P)) = @ besagt genau, dass der Abschluss von P kein
Intervall positiver Linge enthilt. Damit erhalten wir:

Satz  (Bairescher Kategoriensatz, Unformulierung)
Eine magere Menge besitzt ein leeres Inneres. Insbesondere ist jedes
Intervall positiver Linge nicht mager.

Beweis
Ist M = U, P, mit nirgends dichten P, so ist M ¢ U, cl(P,)) und die
— Mengen A, = cl(P,) sind wie im Kategoriensatz.

Ist P nirgends dicht, so gilt dies auch fiir jede Teilmenge von P. Analoges gilt
fir die mageren Mengen. Weiter sind die nirgends dichten Mengen abge-
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schlossen unter endlichen Vereinigungen. Die mageren Mengen sind abge-
schlossen unter abzihlbaren Vereinigungen. Ein P ist genau dann nirgends dicht,
wenn cl(P) nirgends dicht ist. Dagegen ist der Abschluss einer mageren Menge
im allgemeinen nicht mager, denn eine magere Menge kann dicht sein: Durch-
lduftqg, qq, -+, Qns - -- alle rationalen Zahlen und ist P, = { q, } firalle n, so istjedes
P, nirgends dicht, aber die magere Menge U P, = Qist dichtin R.

Ist U offen und dicht, so ist U® nirgends dicht. Hieraus erhilt man:

Satz  (Bairescher Kategoriensatz, duale Formulierung)
Ein abzihlbarer Durchschnitt von offenen dichten Mengen ist dicht.

Beweis
Ist D = M, U, mit offenen und dichten U,, so ist D = U, US mit
nirgends dichten Mengen U . Also ist D® mager. Nach dem Kategorien-
— satz ist int(D°) = & und damit ist D dicht.

Aus der dualen Formulierung folgt umgekehrt die erste Version: Denn ist
M = U, P, mager, so ist M = U, cl(M,). Also ist M* o M, cl(P,)° dicht und
damit int(M) = &.

Wir betrachten nun einige Anwendungen des Kategoriensatzes. Wir begin-
nen mit der oben aufgeworfenen Frage:

Verschiedenheit der F;- und G;-Mengen

Satz  (Komplexitiit von Q und R - Q)
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist eine F;-Menge, aber keine
G;-Menge. Ebenso ist die Menge R - Q der irrationalen Zahlen eine
G;-Menge, aber keine F,-Menge.

Beweis
Als abzihlbare Menge ist Q eine F;-Menge, und damit ist R - Q eine
G;s-Menge. Wir zeigen, dass R — Q keine F;-Menge ist. Dann ist Q keine
Gs-Menge. Annabme, es gilt

R-Q = UneNAn

tiir abgeschlossene Mengen A,. Da Q dicht in R ist, ist jedes A, nirgends
dicht (sonst enthielte A, = cl(A,) ein Intervall positiver Linge und damit ein
Element von Q). Folglich sind auch die Mengen

Bn = An o {qn}a

nirgends dicht, wobei qg, qi, ..., qu, ... eine Aufzihlung aller rationalen
Zahlen ist. Dann gilt aber

Uan = Un(AnU{qn}) = UnAan:D = R’

— im Widerspruch zum Baireschen Kategoriensatz.
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Es ist instruktiv, den Beweis mit der dualen Version des Kategoriensatzes zu
wiederholen: Annabme, es gilt @ = (M, U, mit offenen U,,. Dann ist jedes U, eine
Obermengen von @ und damit dicht. Dann gilt aber @ = M, (U, - { q, }) mit of-
fenen dichten Mengen U, - { q,, }, Widerspruch.

Allgemein zeigt das Argument, dass jede abzihlbare dichte Teilmenge von R
eine F-, aber keine Gs-Menge ist.

Uberabzihlbarkeit echter Intervalle
Der Bairesche Kategoriensatz zeigt auf neue Art und Weise:

Satz  (Uberabziblbarkeit reeller Intervalle)
Seien a < b. Dann ist [a, b] iiberabzihlbar.

Beweis
Da jede Einermenge { x } nirgends dicht ist, hat nach dem Baireschen

Kategoriensatz jede abzihlbare Menge ein leeres Inneres. Damit gilt
— [a,b] #{x, | ne N}fiir jede Folge (x,),en in [, b].

Strenge Monotonie des Integrals

Mit Hilfe des Kategoriensatzes konnen wir eine Frage beantworten, die sich
unmittelbar nach der Einfilhrung des Integrals gestellt hatte:

Satz  (strenge Monotonie des Integrals)
Seiena<bundf,g:[a,b] — Rintegrierbar mitf < g. Dann ist I(f) < I(g).

Beweis
Seih=g-f Dannisth:[a,b] — ]0, e [. Wegen I(h) = I(g) - I(f) geniigt es
zu zeigen, dass I(h) > 0. Wir setzen hierzu

M, = {xe[a,b]|h®x) 2 1/n} furallen>1.

Wegen U, »; M, =[a, b] gibt es nach dem Baireschen Kategoriensatz ein
n* 2 1 derart, dass M+ irgendwo dicht ist. Seien also ¢ < d in [a, b] mit

(+) [C, d] c Cl(Mn*)'
Sei h*=h|[c, d]. Dann gilt

I(h) > I(h*) = Sh* > > 0,

wobei wir (+) und die Definition des Oberintegrals bei der zweiten
Abschitzung verwenden: Da M, - dichtin [¢, d] und h(x) 2 1/n* auf M, ist,
— istjede Darbouxsche Obersumme S, h* grofiergleich (d - ¢)/n*.
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Topologische Begriffe (mit P c R, p € R)

Ue(p) {xeR| [x-p| < ¢}
P offen VpeP 3e>0 Up)cP
Je>0 Uyp) P
P Umgebung von p

JU c P (p e U U offen)

p Hiufungspunkt von P

Ve>03dxeP (xzp A xe Ugp))

p isolierter Punkt von P

Je>0 U(p)nP ={p}

P’ { p € R | p Hiufungspunkt von P }
VpeRVe>0PNUy(p) =D
P dicht b o
PP=R
P¢ ist offen
P abgeschlossen
P'cP
P perfekt P =P
P in sich dicht PcP
int(P) {peR | Pist Ungebung von p }
cl(®) PUP
p Randpunkt von P Ve>03x,ye Up) xePAayeP)
{p e R | pist Randpunktvon P }
bd(P)

cl(P) - int(P)

P nirgends dicht

int(cl(P) = @

P G;s-Menge

P = N,y U, mit U, offen

P F;-Menge

P = U,y A, mit A, abgeschlossen
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Beispiele
Ue(p) U,2) = 11,3
P offen g, R, 10,1[, 10,1[u]2,[, R-{0}
10, 1] ist Umgebung von 1/2 und 1/10,
P Umgebung von p
aber keine Umgebung von 0 oder von 1
p Hiufungspunkt von P 0 ist Hiufungspunktvon {27" | ne N }
p isolierter Punkt von P allepe {27" | n e N} sind isoliert
P’ 10, 1Ju{z2}) =[0,1], @' =R
@, R - @, A, R_Za Ra
P dicht
R - C mit der Cantor-Menge C
[0,1], [0,1]u{2}, [0,1]U[2, e
P abgeschlossen
9, {1L {L,2}, N, Z, R
P perfekt [0, 1], Cantor-Menge C, R
P in sich dicht g, An[0,1[, @, R-Q, R
int(P) int(]0, 1]) = 10, 1[, int(@) = int(R - Q) = &
cl(P) ([0, 1[) = cl([0,1]-@) = [0, 1]
p Randpunkt von P 0 und 1 sind Randpunkte von ]0, 1]
bd([0, 1) = bd({0,1}) = {0,1}
bd(P)
bd([07 2]_ { 1 }) = {07 17 2 }7 bd(@) =R
P nirgends dicht &, Z, {27" | ne N}, Cantor-Menge C
P G;s-Menge R-Q=Nyen®R-{q,})
P F;-Menge Q=U,n{qn}, wobeiQ={q, | neN}
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Wir formulieren den Begriff der Stetigkeit einer Funktion f: P — RmitPc R
topologisch. Die e-3-Stetigkeit lisst sich mit Hilfe des Umgebungsbegriffs aus-
dricken, und wir erhalten so verschiedene Urbild-Bedingungen, die die Stetig-
keit von f einfangen. Weiter gelangen wir zu einer Formulierung der Stetigkeit,
die sich als Prizisierung der Anschauung des ,,Erhalts von Nihe“ lesen lisst.

Relativbegriffe

Wir wollen unsere Begriffsbildungen nun noch von R auf eine beliebige
Punktmenge P ¢ R relativieren. Der Leser denke hierbei zum Beispiel wieder an
ein Intervall oder eine Vereinigung von Intervallen. Die Menge P ist ein redu-
ziertes ,,Universum®, dessen Teilmengen wir untersuchen. In den Stetigkeitsfor-
mulierungen wird P der Definitionsbereich einer reellen Funktion sein.

Definition (relativ offene Mengen)
Sei P ¢ R. Dann heifit ein V < P offen in P oder relativ offen bzgl. P, falls ein
offenes U c R existiert mit V=U N P.

Beispielsweise ist [0, 1 [offenin P =[0,2],da [0, 1[=]-1, 1[ n P. Dagegen
ist [0, 1/2] nicht offen in [0, 2]. Fir alle Pc Rist Poffenin P,daP=P N R
fiir die offene Menge R gilt. Auch die leere Menge ist stets offen in P. Allge-
mein iibernimmt das Mengensystem

Y = {UAP|UeU} = {UAP|Uistoffenin R}

die Rolle der offenen Mengen. Ist P = R, so fillt die Offenheit von U in P mit Of-
fenheit von U zusammen. Dies gilt fiir alle folgenden Relativierungen.

An die Stelle der e-Umgebungen U, (p) treten die entsprechenden Schnitte
mit der Grundmenge P. Setzen wir

Usp) = Up) n P (relative e-Umgebung von p)

so ist eine Menge U c P genau dann offen in P, wenn fiir alle p € U ein € > 0 exi-
stiert mit U (p) c U.

Alle anderen topologischen Begriffsbildungen leiten sich nun wie frither aus
dem Begriff der offenen Menge ab. Der Umgebungsbegriff relativiert sich zum
Beispiel wie folgt:
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Definition (relative Umgebungen)
Sei P < R. Weiter seien N ¢ P und p € P. Dann heifit N eine Umgebung
von p in P oder relativ zu P, falls ein in P offenes U existiert mitp € U < N.
Ist N offen in P, so heifit N eine offene Umgebung von p in P.

Gleichwertig zur Existenz eines relativ offenen U mit p € U N ist die Exi-
stenz eines € > 0 mit UL (p) < N. Relative Umgebungen eines Punktes enthalten
also wieder eine offene e-Umgebung, wobei die e-Umgebung aus der Sicht der
Menge P betrachtet wird.

Ist P offen, so fallen die relative Offenheit und der relative Umgebungsbegriff
mit den Begriffen fiir R zusammen: Die in P offenen Mengen sind in diesem Fall
genau die offenen Teilmengen von P, und die Umgebungen eines p € P relativ zu
P sind genau die Umgebungen von p, die Teilmengen von P sind.

Relativ abgeschlossene Mengen kénnen wir wieder tiber Komplemente ein-
fithren:

Definition (relativ abgeschlossene Mengen)
Sei P ¢ R. Dann heifit ein A ¢ P abgeschlossen in P oder relativ abgeschlossen
bzgl. P, falls P — A offen in P ist.

Beispielsweise sind |0, 1/2] und { 1/n | n > 1} abgeschlossenin P =]0, 1] und
ebensoin Q=[-1,1]-{0}. Der Punkt0 ,fehlt“ diesen Mengen nur aus der Sicht
von R, aus der Sicht von P oder Q gibt es diesen Punkt nicht.

Gleichwertig zur Abgeschlossenheit von A in P ist die Existenz einer abge-
schlossenen Menge B € R mit A = B n P. Denn es gilt:

A istabgeschlossen in P genau dann, wenn
esgibteinoffenesUcRmitP-A =UnP genau dann, wenn
es gibt ein abgeschlossenes Bc R mit P - A = (R-B) N P genau dann, wenn
es gibt ein abgeschlossenes B € R mit A = B n P.

Aus der Schnitt-Darstellung folgt, dass fiir alle Q < P die Menge cl(Q) N P die
kleinste in P abgeschlossene Obermenge von Q ist. Damit ist ein A c P genau
dann abgeschlossen in P, wenn

A=cdA) NP = AUA)NP = AU ANDP),
d.h.,wenn A’ " P c A. Es giltalso folgende Hiufungspunkt-Charakterisierung:

Ein A c P ist genau dann abgeschlossen in P, wenn jeder Hiufungspunkt von A,
der in P liegt, zu A gehort.

Gleichwertig ist, dass jede Folge in A, die in P konvergiert, einen Grenzwertin A
besitzt. Fir P =]0, 1] und die in P abgeschlossene Menge A =10, 1/2] ist diese Be-
dingung fiir eine Nullfolge (x,),n in P nicht verletzt, da eine solche Folge in P
nicht konvergiert.
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Auch die topologischen Operatoren lassen sich nach P relativieren, indem wir
in den Definitionen die Relativbegriffe einsetzen. Wir erhalten so Operatoren

int", ()%, cI”, bd" : P(P) — P(P). Fiir alle Q c P gilt
int"(Q)

{peP | Qisteine Umgebungvon pin P} =
{peP |esgibteine>0mit Ul (p) c Q},
Q" =QnP

d'Q = Qu QT = dQ NP

bd" Q) = d*(Q) - int’(Q).

Fiir die Operatoren int” und bd® gilt keine Schnittdarstellung wie fiir die relative
Ableitung und den relativen Abschluss. Fir P = [0, 1] ist zum Beispiel

int”([0,1]) = [0,1] # ]0,1[ = int([0,1]) N P,

bd?([0,1]) = @ # {0,1} = bd([0,1]) A P.

Allgemein gilt int"(P) = cI”(P) = P und damit bd"(P) = @. Eine offene und zu-
gleich abgeschlossene Menge besitzt keine Randpunkte.

Die topologische Umgebungsstetigkeit

Mit unseren topologischen Begriffen konnen wir nun die Stetigkeit einer
Funktion neu formulieren. Der Leser kann beim ersten Lesen annehmen, dass P
offen ist (etwa P = R), sodass die relativen Zusitze ,,in P* wegfallen.

Satz  (Umgebungsformulierung der Stetigkeit in einem Punkt)
Seif:P — R, und sei p € P. Dann sind dquivalent:
(a) f iststetig im Punkt p.
(b) Fiir jede Umgebung N von f(p) ist f "' [N] eine Umgebung von p in P.

(c¢) Fiirjede offene Umgebung U von f(p) ist f'[U] eine Umgebung
von pin P.

(d) Firjedese>0istf 0, (f(p))] eine Umgebung von p in P.

Beweis
(a) impliziert (b):
Sei also f stetig im Punkt p, und sei N eine Umgebung von f(p). Dann
existiert ein € > 0 mit U (f(p)) € N. Aufgrund der Stetigkeit von f in p
gibt es ein & > 0 mit der Eigenschaft:
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(+) Firallexe P mit [x - p| < & gilt [{(x) - f(p)| < e.
Dies ist gleichbedeutend mit:

(++) Firallex e Ug(p) N P gilt f(x) € U ((p)).

Also gilt

Us(p) n P c f'[Ufp)] < f[N],

und damit ist f ' [N] eine Umgebung von p in P.

() impliziert (c), (c) impliziert (d):
Jede offene Umgebung von f(p) ist eine Umgebung von f(p) und jede
e-Umgebung von f(p) ist eine offene Umgebung von f(p).

(d) impliziert (a):
Wir zeigen die e-8-Stetigkeit von f im Punkt p. Sei also € > 0, und sei

N = f[U(p)] = {xeP| |f - f(p)| <e}.

Nach Voraussetzung ist N eine Umgebung von p in P. Also existiert ein
&> 0 mit Ug(p) N P < N. Dann gilt:

Fiir alle x € Ug(p) N P gilt f(x) € U (t(p)).
Also gilt wie gewtnscht:

- Fiir alle x € P mit |x - p| < 3 ist |[{(x) - f(p)| < &.

Der Beweis besteht im Wesentlichen aus einer Ubersetzung der e-3-Stetigkeit
in die topologische Sprache. Dennoch ist das Ergebnis zumindest psychologisch
neu. Die Formulierungen (b) und (c) reden, ganz ohne €, nur iber Umgebungen.
Wir haben eine Erhaltungseigenschaft entdeckt, die man der e-8-Formulierung
nicht unbedingt gleich ansieht. Sie ist keine Eigenschaft von f selbst, sondern
eine Eigenschaft der durch f definierten Urbildoperation

1] PR) — PP).

Die Stetigkeit von f bedeutet, dass f ' [-] den Umgebungsbegriff respektiert. Die
Bedingung (c) besagt, dass es geniigt, offene Umgebungen zu betrachten, und (d)
besagt, dass es sogar geniigt, die die offenen Mengen erzeugenden e-Umgebun-
gen zu betrachten.

Wir halten fest, dass die Bildoperation einer stetigen Funktion den Umge-
bungsbegriff im Allgemeinen nicht respektiert. Ist f: R — R die Funktion mit
f(x) = x* fiir alle x und

U =00 =]-11[,

so ist U eine Umgebung der 0, aber f{U] = [0, 1[ ist keine Umgebung des Bild-
punktes f(0) = 0.
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Die Urbildformulierung der Stetigkeit in allen Punkten

Aus der eben gewonnenen punktweisen Erkenntnis erhalten wir eine beson-
ders griffige Formulierung der Stetigkeit in allen Punkten:

Satz  (Urbildformulierung der Stetigkeit)
Seif: P — R. Dann sind dquivalent:

(a) f iststetig.
(b) Fiir alle offenen U ist f ' [U] offen in P.

Beweis
(a) impliziert (b):
Sei U ¢ R offen. Weiter sei p € f'[U]. Dann ist U eine Umgebung
von f(p). Aufgrund der Stetigkeit von f im Punkt p ist also f ' [U]
eine Umgebung von p in P. Dies zeigt, dass die Menge f “I[U] eine
Umgebung in P aller ihrer Punkte und damit offen in P ist.

(®) impliziert (a):
Sei p € P. Weiter sei U eine offene Umgebung von f(p). Nach Vorausset-
zung ist f ' [U] offen in X und damit eine Umgebung von p in X. Nach
- der Umgebungsformulierung ist also f stetig im Punkt p.

Die Stetigkeit einer Funktion bedeutet also in Kurzfassung:
Die Urbilder offener Mengen sind offen.

Das ,offen” am Ende des Satzes ist dabei genauer als ,,offen relativ zum Definiti-
onsbereich der Funktion® zu verstehen. Anstelle offener Mengen kann man
gleichwertig abgeschlossene Mengen betrachten, sodass man die Stetigkeit einer
Funktion also auch durch

Die Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

zum Ausdruck bringen kann (Beweis als Ubung). Auch hier kann ,,Urbild“ nicht
durch ,,Bild“ ersetzt werden. Der Arkustangens liefert ein Beispiel: Er ist stetig,
bildet aber die abgeschlossene Menge [0, o= [ auf die Menge [0, n/2 [ ab, die nicht
abgeschlossen ist. Wir werden spiter jedoch zeigen, dass die Bilder abgeschlosse-
ner beschrinkter Mengen unter einer stetigen Funktion wieder abgeschlossen
und beschrinkt sind.

Warnung
Der Urbild-Erhalt der Offenheit gilt im Algemeinen nicht mehr lokal:
Die Indikatorfunktion 1;_; ;) : R — Rist zum Beispiel stetig im Punkt 0,
aber fiir die offene Menge U =]1/2,3/2 [ist f'[U] =] -1, 1] nicht offen.
Ebenso ist f ' [cl(U)] = ] -1, 1] nicht abgeschlossen.
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Zur llustration beweisen wir mit Hilfe der topologischen Charakterisierung
zwei uns schon bekannte Sitze, nimlich den Satz iiber die Verkniipfung stetiger
Funktionen und den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen.

Satz  (Verkniipfung stetiger Funktionen)
Seienf, g: R — R stetig. Dann ist auch h = g o f stetig.

Beweis
Sei U ¢ R offen, und seien V = g’1 [U], W= f"![V]. Dannist V aufgrund
der Stetigkeit von g und weiter W aufgrund der Stetigkeit von f offen. Also
— isth'[U] =f'[g7'[U]] = W offen.

Der Leser beweise zur Ubung eine Version dieses Satzes fiir stetige Funktionen
f:P — R,g:Q — Rmitf[P]c Q. Hier werden die Relativbegriffe verwendet.
Eine punktweise Version erhilt man durch Betrachtung von Umgebungen.

In unserem zweiten Beispiel wird die Eleganz und Stirke der topologischen
Argumentation besonders deutlich. Die Tatsache, dass & und R die einzigen
Mengen in R sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind, bildet das Herz
des Arguments.

Satz  (Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen)
Seif:R — R stetig, und seien a <b. Dann nimmt f jeden Wert ¢ zwischen

f(a) und f(b) an.

Beweis
Annabme, ¢ liegt nicht im Wertebereich von f. Wir setzen:

U = -, ¢c[, Uy =]¢, o, V; = f'[U;], V, = f'[U,].

Aufgrund der Stetigkeit von f sind V| und V; offen. Weiter sind V; und V,

disjunkt und nichtleer. Nach Annahme gilt R = V; U V,. Aber R ist keine

Vereinigung zweier disjunkter offener nichtleerer Mengen, da sonst beide
— Mengen nichtleer und zugleich offen und abgeschlossen wiren.

Den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen f : [a, b] — R erhilt man aus
der Version des Satzes durch stetige Fortsetzung von f auf ganz R (konstant
gleich f(a) auf ] -, a[ und konstant gleich f(b) auf ]b, e [). Alternativ kann man
den Beweis auch fiir f: [a,b] — R mit Hilfe der Relativbegriffe fithren. Die ein-
zigen offenen und zugleich abgeschlossenen Mengen in [a, b] sind & und [a, b],
und damit st [a, b] keine disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer Mengen, die
offenin [a, b] sind.

Unser Verstindnis der Unmaglichkeit des stetigen Uberspringens von Wer-
ten wird durch den neuen Beweis noch einmal vertieft: Eine stetige Funktion
kann einen zusammenhingenden Definitionsbereich verformen, aber nicht zer-
reiffen. Wir werden im nichsten Kapitel den Begriff des Zusammenhangs einer
Punktmenge priziseren und genauer untersuchen.
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Stetigkeit als Erhalt von Nihe

Wir wollen schliefSlich noch eine weitere topologische Formulierung der Ste-
tigkeit diskutieren, die der Anschauung des ,,Erhalts von Nihe“ besonders ent-
gegenkommt. Eine Besonderheit dieser Formulierung ist zudem, dass sie Bilder
und keine Urbilder verwendet und ohne Relativbegriffe auskommt. Zur Formu-
lierung ist folgende Sprechweise niitzlich:

Definition (nabe bei)
Seien p € Rund P ¢ R. Dann ist p nabe bei P, falls p € cl(P).

Neben Elementen von P sind noch die Hiufungspunkte und Randpunkte
nahe bei P, da

d®P) = PUP = P U bdP).

Weiter ist ein Punkt p genau dann nahe bei P, wenn es eine Folge in P gibt, die
(in R) gegen p konvergiert. Wir zeigen nun:

Satz  (Erhalt von Nibe unter stetigen Abbildungen)
Seif : P — R, und sei p € P. Dann sind dquivalent:

(a) fiststetigim Punkt p.

(b) Fiiralle X c P gilt: Ist p nahe bei X, so ist f(p) nahe bei f[X].

Hier sind keine Relativbegriffe notwendig. Ist X nicht abgeschlossen, so ist
cl(X) im Allgemeinen keine Teilmenge von X. Jedoch ist ,,p € cl(X)“ fiir alle p € P
dquivalent zu ,,p € cl(X) N P<.

Beweis
(a) impliziert (b):
Sei X c P derart, dass p nahe bei X ist. Dann gibt es eine Folge (x,),en
in X mit lim, x,, = p. Da f limesstetig im Punke p ist, gilt lim, f(x,) = f(p).
Wegen { f(x,) | ne N} c f[X]istalso f(p) nahe bei {[X].

() impliziert (a):
Sei (x,)nen eine Folge in X mit lim,, x, = p. Annabme, ({(x,))ne n
konvergiert nicht gegen f(p). Dann gibt es eine Teilfolge (y,),en von
(Xnen und ein € > 0 mit der Eigenschaft:

+) |fyn) - f(p)| = ¢ fiirallen.

Wegen lim,, y,, = pist{y, | n € N} nahe bei p. Nach Voraussetzung ist
- dann aber { f(y,) | n € N} nahe bei f(p), im Widerspruch zu (+).
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So wie sich die topologische Umgebungsstetigkeit als Umformulierung der
€-0-Stetigkeit ansehen liefl, so ldsst sich der Erhalt der Nihe als Umformulie-
rung der Limesstetigkeit ansehen. Wir geben aber noch einen zweiten Beweis,
der die Limesstetigkeit nicht benutzt, sondern das Ergebnis mit Hilfe von Um-
gebungen rein topologisch gewinnt. Dabei verwenden wir, dass p genau dann
nahe bei X ist, wenn R - X keine Umgebung von p ist.

Zweiter Beweis des Satzes
(a) impliziert (b):
Sei X ¢ P. Wir zeigen die Implikation in (b) indirekt. Es gelte also
f(p) ¢ cl(f[X]). Dannist U = R - cl(f[X]) eine Umgebung von f(p).
Aufgrund der Stetigkeit von f in p ist also f ' [ U] eine Umgebung von
p in P. Also gibt es ein offenes V. < R mitp € V und

f[VAP] n cd(f[X]) = @.
Insbesondere ist dann V N X = & und damit p & cl(X).

(®) impliziert (a):
Annabme, { ist nicht stetig in p. Dann gibt es eine Umgebung U von
f(p) derart, dass f'[ U] keine Umgebung von p in P ist. Dann ist p
nahe bei A = P - f7'[U]. Nach Voraussetzung ist also f(p) nahe bei
f[A]. Damitist R - f[A] keine Umgebung von f(p), im Widerspruch
- zuUcR-1{[A].

Damit haben wir eine Vielzahl topologischer Begriffsbildungen und Ergeb-
nisse anhand der vertrauten reellen Zahlen kennengelernt. Der Leser, der die
"Topologie von R durchdacht hat, ist gut vorbereitet, diese Begriffe auf allgemei-
nere Riume zu tibertragen. Diese Verallgemeinerung ist eines der Themen des
folgenden Kapitels.
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Ausblick: Stetigkeitsmengen

Wir beginnen mit einer Definition.

Definition (Stetigkeitsmenge)
Fiir eine Funktion f: R — R sei

cont(f) = {xeR | fiststetiginx}
die Menge der Stetigkeitsstellen von f. Ein P ¢ R heifit eine Stetigkeits-
menge, falls es ein f: R — R gibt mit P = cont(f).
Es gilt zum Beispiel
cont(f) = R fur alle stetigen f,
cont(lg) = @, cont(ljy) = R-{0},
cont(id Ig) = {0}, cont(id 1gn(g,ep) = ], 0].
Wir fragen:
Welche topologische Komplexitit haben die Stetigkeitsmengen ¢

Die Beispiele zeigen, dass offene und abgeschlossene Mengen und auch halbof-
fene Intervalle als Stetigkeitsmengen auftreten. Komplexititsstufen, die alle
diese Mengen umfassen, sind die F;- und Gs-Mengen (vgl. den Ausblick im
letzten Kapitel). Umfassen diese Mengen die Stetigkeitsmengen? Und wenn ja:
Sind alle Fs- und Gg-Mengen Stetigkeitsmengen? Zur Beantwortung dieser
Fragen betrachten wir die Gg-Menge R - Q der irrationalen Zahlen. Sie ist tat-
sichlich eine Stetigkeitsmenge:

Definition (Thomae-Funktion)
Die Thomae-Funktion f: R — R ist definiert durch f(x) =0, fallsxe R - Q,
und f(m/n) = 1/n fiir gekiirzte Briiche m/n € Q@ mitn > 1.

1+
0.75

0.5+

0251
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Die Stetigkeitsstellen der Thomae-Funktion sind genau die irrationalen
Zahlen. Allgemein ldsst sich in Anlehnung an die Definition der Thomae-
Funktion fir jede Gsg-Menge

P = M, U,, U, offen fiir alle n,

eine Funktion g : R — R konstruieren, die P als Stetigkeitsmenge besitzt. Wir
diskutieren dies in den Ubungen. Damit gilt:

Fede Gg-Menge ist eine Stetigkeitsmenge.

Uberraschenderweise gilt auch die Umkehrung: Jede Stetigkeitsmenge ist eine
G;-Menge. Zum Beweis miissen wir fiir eine gegebene Funktion f: R — R of-
fene Mengen U, finden mit

cont(f) = M, U,.

Ein Blick auf die Umgebungsstetigkeit legt die Mengen
V, = {peR|36>0Vxe Usp) |f(x) - f(p)| < 1/2"}
nahe. Es gilt

cont(f) = M, V,,

jedoch sind die Mengen V,, im Allgemeinen leider nicht offen. Fiir die Funktion
f:R — Rmit

f(0) = 0, f(q) = 1/2 fiirqe Q*, f(x) = -1/2 firxeR-Q

gilt zum Beispiel V = {0}, denn fiir p = 0 ist jedes 8 > 0 geeignet, wihrend fiir
jedes p # 0 in jeder 3-Umgebung von p Stellen x mit |f(p) - f(x)| = 1 liegen. Eine
Variation der Definition der Mengen Vj fithrt jedoch zum Ziel. Hierzu beob-
achten wir:

Satz  (kleine Bilder von Umgebungen)
Seif: P — Rstetigin p € P, und sei € > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit

Fiir alle x,y € Ug(p) gilt [f(x) - f(y) | < e.

Beweis
Sei § > 0 derart, dass |f(x) - f(p)| < &/2 fiir alle x € Ug(p). Dann ist & wie
gewiinscht, denn nach der Dreiecksungleichung gilt

- [t -fy| < [ -1p)] + [fp)-fy)| < e firallex,ye Us(p).
Damit konnen wir nun zeigen:

Satz  (Stetigkeitsimengen sind Gg-Mengen)
Seif: R — R. Dann ist cont(f) eine Gs-Menge.
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Beweis

Fiir alle n sei
U, ={peR | 38>0Vx,ye Usp) |fx) - f{y)]| < 1/2"}.
Dann gilt fir alle p € R:

@ Uy2oU 2...2U, 2 ..

(b) U, ist offen fiir alle n.

(c) fiststetiginp genau dann, wenn p € U, fir alle n.

— Folglich ist cont(f) = M, U, eine Gs-Menge.

Das folgende Diagramm zeigt eine Funktion f : R — R mit cont(f) = R - Z*,
fiir die die im Beweis betrachteten Mengen U, leicht zu bestimmen sind.

U()le’ U1=R—{—1,1}, U2=R—{—2,—1,1,2},

Da Q keine Gg-Menge ist, gibt es nach dem Satz keine Funktion f auf R, die
in allen rationalen Punkten stetig, in allen irrationalen Punkten aber unstetig ist.
Der Leser vergleiche dies mit der Thomae-Funktion.

Wir fassen zusammen:

Die Gg-Mengen sind genau die Stetigkeitsmengen und die
Fs-Mengen genau die Unstetigkeitsmengen der reellen Funktionen.

Ein bemerkenswertes Resultat, das unser Verstindnis des Stetigkeitsbegriffs in
einer ganz neuartigen Weise erweitert!

Die Komplexititsanalysen lassen sich noch fortsetzen. So sind zum Beispiel
die Differenzierbarkeitsmengen diff(f) = { x € R | f ist differenzierbar in x } reel-
ler Funktionen Durchschnitte von abzihlbar vielen F;-Mengen. Man nennt der-
artige Mengen auch F; s-Mengen. Sie bilden eine echte Obermenge der F- und
G;s-Mengen.
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Die Abstandsfunktion |x - y| auf R hatten wir an vielen Stellen zur Definition
von Grundbegriffen der Analysis verwendet. Konvergente Folgen, Cauchy-Fol-
gen, die e-3-Stetigkeit, die offenen Grundmengen Ug(p) und weiter die offenen
Teilmengen von R liefen sich mit Hilfe des Abstands zweier reeller Zahlen defi-
nieren. In diesem Kapitel fithren wir nun Abstandsfunktionen auf beliebigen
Mengen ein. Wir gelangen so zu den metrischen Riumen und kénnen unsere fiir
die reellen Zahlen aufgebaute Begriffswelt zu Grenzwerten, Stetigkeit und to-
pologischen Strukturen in allgemeiner Form ohne grofie Miithe neu errichten.

Abstinde und Normen

Wie ldsst sich der intuitive Begriff eines ,,Abstands“ oder einer ,,Metrik“ axio-
matisch fassen? Ist X eine Menge, so soll ein ,Abstand® auf X eine Funktion d
sein, die jedem Punktepaar { x, y } aus X eine reelle Zahl a grofiergleich Null zu-
ordnet, die dann der Abstand von x und y bzgl. d heifit. Sicher soll x von sich
selbst den Abstand Null haben, und umgekehrt ist es wiinschenswert, dass x und
y nur dann den Abstand Null aufweisen, wenn x = y gilt. Anstelle von ungeordne-
ten Paaren {x, y } = {'y, x} kénnen wir auch geordnete Paare (x, y) € X betrachten
und dann fordern, dass unsere Abstandsfunktion fiir (x, y) und (y, x) das gleiche
Ergebnis liefert. Es soll also die Symmetrie d(x, y) = d(y, x) gelten, die nur ein
Ausdruck dafiir ist, dass wir lieber mit (x, y) als mit { x, y } arbeiten. Wir halten also
fest:

Ein ,Abstand“ auf einer Menge X ist eine Funktion d : X? — [0, ],
sodass fiir alle x,y € X unter anderem gilt:

d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y,
d(X’ Y) = d(Y, X)'

Ein Blick auf die €/2-Argumentation, wie sie etwa im Beweis der Eindeutigkeit
des Grenzwerts einer Folge auftaucht, zeigt, dass die Dreiecksungleichung eine
bedeutende Struktureigenschaft des Abstands zweier reeller Zahlen ist. Wir wer-
den aufsie auch in unserem allgemeinen Abstandsbegriff nicht verzichten wollen
und fordern also, dass immer d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) gilt. Es ist bemerkenswert,
dass wir mit diesen drei Bedingungen den Abstandsbegriff schon hinreichend
scharf gefasst haben. Wir definieren:
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Definition (Abstand, Metrik, metrischer Raum)
Sei X eine Menge, und sei d : X? — [0, [ eine Funktion. Dann heifit d
eine Metrik oder ein Abstand auf X, falls fir alle x, y, z € X gilt:

(a) d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y, (Nullbedingung)
(b) dix,y) = d(y,x), (Symmetrie)
(0) dix,z) < d(x,y) + d(y, 2). (Dreiecksungleichung)
Das Paar (X, d) heifit dann ein mzetrischer Raum.
y
y
x=y dx, y) = d(y, » d(x, y) d(y, 2)

dx,y)=0

Z

d(x, z) < d(x,y)+d(y, 2)
Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 1
Sei X eine Menge. Wir definieren fiir alle x,y € X:

~ 0 falls x =y,
dx,y) = { 1 falls x#y.

Dann ist d eine Metrik auf X, die sog. diskrete Metrik auf X.

Beispiel 2
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir setzen

di(x,y) = min(l,d(x,y)) firallex,yeX.
Dann ist d; eine Metrik auf X. Kurz schreiben wir hierfiir d; = min(1, d).

Ebenso wird durch d, = d/(1 + d), d.h.

d(x, .
&, y) = #(Xy,)y) fiir alle x,y € X

eine Metrik auf X erklirt. Beide Metriken haben lediglich Werte in [0, 1].

Beispiel 3
Sei X = |-n/2, n/2[. Fir alle x, y € X setzen wir

dx,y) = |tan(x) - tan(y)|

Dann ist d eine Metrik auf dem beschrinkten Intervall X, deren Wertebe-
reich das unbeschrinkte Intervall [0, oo ist.
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8 |
6L tan(x)
|
il A y) = [tn) - ang)]
2 |
Y X
n |
n ot n :
|
4 | Die Tangens-Metrik d
76 L
o | auf |- /2, n/2[. Es gilt
¢ an(y) fim, _. 1 d(x, - x) = oo.
_10 L
Beispiel 4
Sein>1. Firalle x = (xy, ..., x,) und @.3)

y=(y1, ..., yn) € R" setzen wir

deak®y) = V1 -y1)7 + oo + (0 - 70

dmax(xay) = maX(|X1—Y1|,---’ |Xn_YH|)a

dc(X,Y) = 24ISkSn|Xk_yk|'

0
Dann sind d,, d,,,, und d; Metriken auf

X =R". Sie heifien die euklidische Metrik, Fiir x = (2, 3) ist d (0, x) = V13,
die Maximumsmetrik bzw. die Summen-
metrik auf dem R".

dmax(o» X) =3 und d(,(O, X) =35.

Beispiel 5
SeiV={f:P — R | f beschrinkt},
P beliebig. Fiir f, g € V sei

d(f,g) = supycp [f(®) - g®)|.

Dann ist d eine Metrik auf V,
die sog. Supremumsmetrik oder
uniforme Metrik auf V. Analoges
gilt fiir beschrinkte komplexe
Funktionen auf der Menge P.

Beispiel 6
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Y ¢ X. Dann ist die Menge Y,
versehen mit der Einschrinkung von d auf Y?, ein metrischer Raum. Wir
bezeichnen diesen Raum kurz mit (Y, d) und nennen ihn einen mzetrischen
Teilraum von (X, d). So ist etwa der Raum (€([a, b]), d) aller stetigen
Funktionen auf einem kompakten Intervall [a, b] ein metrischer Teilraum
des metrischen Raums (V, d) aus dem letzten Beispiel fiir P = [a, b].
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Produkte von metrischen Riumen

Eine wichtige allgemeine Konstruktionsmethode fiir metrische Raume ist die
Produktbildung. Sind (Xi, d), ..., X,, d,) metrische Riume, so konnen wir auf
dem kartesischen Produkt X = X; x ... x X, mit Hilfe von d, ..., d,, verschiedene
Metriken definieren, sog. Produktmetriken. Die folgende Definition stellt zwei
Moglichkeiten vor.

Definition (Metrisierung endlicher Produkte)
Sein € N, und seien (X, di) metrische Riume fiir 1 < k < n. Weiter sei
X=X X ... xX, = {0, %) | xg € X furallel £k <n}.

Dann setzen wir fiir alle x = (xq, ..., X,), ¥ = (V1, -+, Vu) € X:
dmax(X7 Y) = MaX|<k<np dk(Xka yk)7

ds(x,y) = 21<ren X, yi)-

Wir nennen d,,, die Maximumsmetrik und dg die Summenmetrik der
Metriken dy, ..., d,,. Weiter schreiben wir

X, dipay) = ‘I“Z’lgn Xy, d) bzw. (X,ds) = H?sks n X, dy).

Man weist leicht nach, dass d,,,, und d; Metriken auf X sind. Die Konstruktion
liefert also metrische Riume (X, d,,,,) und (X, dy).

Beispiele
(1) Die Metriken d,,,, und d, aus Beispiel 4 sind die Maximums- bzw.
Summenmetrik der Riume (Xy, d) = (R, d) fiir alle 1 <k <n, mit der
euklidischen Metrik d auf R.

(2) SeiXeine Menge, und sei d die diskrete Metrik auf X. Weiter sein e N.
Dann gilt fur alle (xy, ..., X,), (71, -+, V) € X

0, falls x =y, firallek,
1, Sonst.

dmax((Xl’ ceey Xn)7 (yl: [ERD) Yn)) = {

dc((xla -~-7Xn)7 (yb 7Yn)) = | {k | Xy # yk} |

Damit ist also d,,,, die diskrete Metrik auf X", wihrend die Metrik dg
zihlt, an wievielen Koordinaten sich zwei n-Tupel unterscheiden.

Im Ausblick zu diesem Kapitel werden wir auch unendliche Produkte von me-
trischen Rdumen einfithren. Hier wenden wir uns nun weiteren Konstruktionen
zu, die Metriken aus geometrischen Strukturen gewinnen.
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Abstinde aus Normen

Viele metrische Riume entstehen aus Vektorraumen. Hierzu definieren wir:

Definition (Norm)
Sei V ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. Dann heifit eine Abbildung
| -] :V — [0, o[ eine Norm auf Vund V ein normierter Vektorraum, falls
fir alle Vektoren v,w € V und alle Skalare o. € K gilt:

@) [[v] = 0 impliziert v = 0, (Nullbedingung)
) lov] = ol v, (Skalierung)
© [[v+w] < |Iv] + [[w]. (Dreiecksungleichung)
V+Ww
ov

lowvll = lof [lvll

Bv

vl + Iwll

BVl = 18I vl 0 [vew] <

Wegen || 0| = | Ov || =0 ||v] =0 gilt immer auch die Umkehrung in (a).
Jede Norm auf einem Vektorraum V liefert eine Metrik auf V:

Definition (von einer Norm induzierte Metrik)
Sei V ein normierter Vektorraum, und
seid:V? — Rfiirallev,weV
definiert durch

dv,w) = v - wl.

Dann heifit d die von
der Norm induzierte
Metrik auf V.

d(V7W) = ”V - W”

o

In der Tatist d eine Metrik auf V. Speziell gilt
d©,v) = [lv-o0ll = [vl,

sodass die Norm eines Vektors immer sein Abstand zum Nullvektor ist. Der Ab-
stand bleibt unter Translationen erhalten, denn fiir alle v, w, t € V gilt

dv+tw+t) = [[vet-w-t]|] = [[v-w|] = dvw).
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Die p-Normen

Zu den wichtigsten Normen gehoren:

Definition (p-Normen)
Sei V=R" oder V=C", n>1. Dann setzen wir fiir alle x = (xi, ..., x,) € V:

[xli = Zi<ken Il (Summennorm, 1-Norm)
Ixll, = (|X1|2 + o+ |Xn|2)1/2, (euklidische Normz, 2-Norm)
[x]le = max;cren Xl Maximumsnorm, e>-Norm,)

Weiter definieren wir fiir eine reelle Zahl p > 1:
Ixll, = (ZISkSn |Xk|p)1/p- (p-Norm)

Die wichtigsten Fille sind, wie in der Definition hervorgehoben, p=1,p =2
und p = e, und der Leser kann sich auf diese Fille konzentrieren. Es ist aber in-
struktiv, diese Normen unter einem allgemeinen Dach zu behandeln. Warum die
Maximumsnorm mit dem Index oo versehen wird und als p-Norm gilt, klért:

Bemerkung
Fiirallen> 1 und x € C" gilt mit s = || x||..:

limy o llxlly = slimp o (Sicpen 5/5[P)? = s1 = [x].

Denn es gilt |x./s| <1 fiir alle k, sodass die Summe fiir alle p im Intervall
[1, n] liegt. Damit konvergiert die Summe hoch 1/p fir p — oo gegen 1.

Die folgenden Diagramme illustrieren die p-Normen fiir die sechs p-Werte
1,3/2,2,3, 10 und = im R’. Gezeigt sind die deformierten Kreise

Mp,r = {” (x,y) ”p(X’Y) | ”(X’Y) ||2 =r}, wobei r=1/2, 1, 3/2.

B3 [(O

1-Norm 1,5-Norm




3. Metrische Riume 169
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Dass die Abbildungen |- ||, fiir alle p > I tatsichlich Normen sind, ist keines-
wegs trivial. Fir p = 2 wird zum Beweis der Dreiecksungleichung die Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz verwendet,

Kz w)| = [Zicknzmwm] < [zl [wl,  firallez,weC"

Fiir p 2 1 brauchen wir die allgemeinere Holder-Ungleichung:

Satz  (Holder-Ungleichung)
Firn2>1,z,we C" und alle reellen p,q 2 1 mit 1/p + 1/q = 1 gilt

Zicken lmwil < llzll, [Iwllg.

Beweis
Es geniigt, die Aussage fiir z, w mit || z [, = | w |, = 1 zu beweisen. Nach der
Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel (vgl. 4.4
in Band 1 mitA; = 1/p, A = 1/q, x; = |z | P, x5 = | wi | 9) gile:

|zic| [wi | < LIZk|p + L|Wk|q firallel <k <n.

Also ist

1 1 1
Tickanlawl < —zlly + —lwly = —+ = = L
- P q p

1
q
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Die Fille p=1, p =2 und p = e fithren zu uns bereits bekannten Metriken: Die
1-Norm induziert die Summenmetrik, die 2-Norm die euklidische Metrik und
die «-Norm die Maximumsmetrik auf dem R" bzw. auf dem C".

Nitzliche fiir alle x € R" und x € C" giiltige Abschitzungen sind:

[xlli < Vo x], Ixlly < n x|
Ixl2 < lix]ls Ixll; < Vo fx|.
Ixlle < llxls xlle <l

Statt || x ||, schreiben wir oft kurz || x||. Ist nichts Weiteres gesagt, so sind die
Riume R" und C" mit der euklidischen Norm versehen.

Die p-Normen kénnen wir nicht nur fiir die endlich-dimensionalen Vektor-
raume R" und C", sondern auch fiir unendlich-dimensionale Funktionenriume
einfiihren. Die Summe wird dabei durch ein Integral ersetzt.

Definition (L’-Normen auf €([a, b]))
Sei [a, b] € R ein kompaktes Intervall, und sei V = €([a, b]) der Vektorraum
der stetigen (reell- oder komplexwertigen) Funktionen auf [a, b]. Weiter
seip 2 1. Dann setzen wir fur alle f € V:

b

£l = ([ 101 ax ) ™. W-Norm)
a

Weiter sei wieder

Ifl.. = ||f||Sup = SUPyc[ab) [T®)]. (L™ -Norm, Supremumsnorm)

Der L™-Norm sind wir bereits bei der Diskussion der gleichmifiigen Konver-

genz von Funktionenfolgen begegnet (vgl. Kapitel 3.6 in Band 1). Sie induziert
die Supremumsmetrik auf €([a, b]).

Die L’-Norm darfals die kontinuierliche Version der euklidischen Metrik gel-
ten, und sie spielt fir Funktionenriume eine entsprechend wichtige Rolle.

Beispiel
Wir betrachten den reellen Vektorraum V = 6([ 0, 1]) und den Vektor
£:10,1] — Rmit
f(x) = x furallexe[0,1].
Dann gilt

||f||1 = 1/21 ||f||2 =V 1/3a ”f”sup = L



3. Metrische Riume 171

Normen aus Skalarprodukten

Viele reelle oder komplexe Vektorriume sind mit einem Skalarproduket verse-
hen und damit automatisch auch mit einer Norm:

Definition (von einem Skalarprodukt induzierte Norm)
Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, und sei (-, -): VxV — K
mit K = R bzw. K = C das Skalarprodukt des Raumes. Dann heifit die
Abbildung ||| : V — R mit

vl = V(v,v) firalleveV

die von dem Skalarprodukt auf V induzierte Norm.

Beispiele
(1) Das kanonische Skalarprodukt

<X,Y> = ZISkSnXkyk, X = (Xl’ ""Xn)a y = (YI’ "-aYn)

auf dem R" induziert die euklidische Norm. Analoges gilt fiir das
kanonische Skalarprodukt auf dem C",

<Za W> = z‘4151(Sr1 Z7kvvk’ Z = (Zla ""Zn)a w = (Wl’ "'7Wn)'

(2) Das Skalarprodukt

b
(Fg) = [ ) gt d

induziert die L?-Norm auf dem reellen Vektorraum %([a, b]).

Mit dem Skalarprodukt des zweiten Beispiels werden wir uns bei der Untersu-
chung von Fourier-Reihen noch genauer beschiftigen.
Wir haben also die Abstufungen:

Skalarprodukt ~~ Norm ™  Metrik.

Dagegen stammt nicht jede Metrik von einer Norm und auch nicht jede Norm
von einem Skalarprodukt (vgl. die folgende Sektion). Wir werden spiter sehen,
dass wir auf der rechten Seite auch noch

Metrik ~~  Topologische Begriffsbildungen, Stetigkeit

hinzufiigen kénnen. Auch hier wird gelten, dass nicht alle topologischen Kon-
texte von einer Metrik stammen.

Die Implikationen zeigen, dass ein mit einem Skalarprodukt versehener Vek-
torraum einen ausgezeichneten Rahmen fiir metrische und topologische Unter-
suchungen bildet. Die Analysis und die lineare Algebra geben sich hier die Hand.
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Parallelogrammgleichung und Polarisation

Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen Skalarprodukten und Nor-
men genauer. Als erstes zeigen wir:

Satz  (binomische Formeln, Polarisationsformel, Rekonstruktion aus der Norm)
Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, und sei || - || die von (-, -)
induzierte Norm. Dann gelten fiir alle v,w € V im Fall K = R bzw. K = C:

Binomische Formeln fiir R bzw. C
2(v, wy + || w]? bzw.

2Re((v, w)) + [w]|*.

I+

lvswl® = [vI?
Ivi?

Polarisationsformel fiir R bzw. C
4wy = fvewll - lv-wl’ bzw.

I+

lv = wi?

4{v,w) = ||V+W||2 - ||V—W||2 + i||iV+W||2 - i||iV—W||2.

Insbesondere sind Skalarprodukte, die dieselbe Norm induzieren, gleich.

Beweis
Es geniigt, den allgemeineren unitiren Fall K = C zu betrachten. Nach den
Eigenschaften eines Skalarprodukts gilt fiir alle v,w € V:

[vewll* = (vew,vew) = (wv) = (wmw) = (w,v) + (ww) =
Ivl? £ vow) = (wy + [w]? = [[v]* = 2Re(ww)) + [|w]l’.
Mit Hilfe der binomischen Formeln erhalten wir

#) 4Re(wmw) = [[v+w|® - [v-w|

Die Formel (+) und die Darstellung

v, w) = Re((v,w)) + iIm((v,w)) = Re((v,w)) + iRe((iv, w)).

liefert die Polarisationsformel fir C. Sie zeigt, dass sich das Skalarprodukt
aus der induzierten Norm rekonstruieren lisst. Hieraus ergibt sich der
— Zusatz.

Als dritte binomische Formel erhalten wir fiir K= C
Vew,v-w) = (v,v) + (v, -w) + (W, V) + (W, -w) =
[vI* = vw) + (vw) = [wl* = [Iv]? - 2i Im(v, w)) - [[w]’.

Fiir K = R reduziert sich die rechte Seite zu || v |* - | w||*.
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Durch den Satz erhebt sich die Frage, ob die Polarisationsformel ein Skalar-
produkt nicht nur rekonstruieren, sondern sogar definieren kann. Dies ist genau
dann der Fall, wenn eine gegebene Norm folgende Eigenschaft erfillt:

Definition (Parallelogrammgleichung) R
Eine Norm | - || auf V erfiillt die Parallelo- '
grammgleichung, falls fiir alle v,w € V gilt:

lvewl? + [lv-wl® = 2[vI* + 2]w]?.

Der Name der Identititist durch die
euklidische Ebene motiviert, vgl. das
Diagramm rechts. Es gilt nun:

Satz  (Skalarprodukt = Norm + Parallelogrammgleichung)
Sei V ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C. Dann gilt:

(@) Ist(-,-): VxV — Kein Skalarprodukt auf V, so erfiillt die
induzierte Norm die Parallelogrammgleichung.

(b) Ist | - || eine Norm auf V, die die Parallelogrammgleichung erfiillt,
so wird durch die Polarisationsformel ein Skalarprodukt auf V
definiert. Die von diesem Skalarprodukt induzierte Norm ist || - |.

Beweis (Skizze)
zu (a): Folgt durch Addition aus den beiden binomischen Formeln

Ivewl? = [Iv]* = 2Re((v, w)) + [|w]*.

zu (b): Wir nehmen K = C an. Wird (-, -) mit Hilfe der Polarisationsformel
definiert, so gilt fiir allev,w e V:

() (v,v) = ||v]* und damit (v, v) > 0 fiirv=0,
(i) (v, w) = (w, v),

(i) (v, w) = —i{v, w).

Mit Hilfe der Parallelogrammgleichung weist man nun nach, dass
W, w+w) = (v, w) + (v, w'). Nun zeigt man (Av, w) = A(v, w) schritt-
weise fiir Skalare A in N, Z, Q, R. (Der letzte Schritt folgt aus der Stetig-
keit der Funktionen f, g: R — R mit f(A) = (Av, w), g(A) = A (v, w)).
Zusammen mit (i) bis (iii) sind dann alle Axiome eines Skalarprodukts

- gezeigt. Aus (i) ergibt sich der Zusatz.

Es ist bemerkenswert, dass sich Skalarprodukte durch Normen, die mit der
Parallelogrammgleichung ein ,viertes Axiom® erfiillen, charakterisieren lassen.
Ein Beweis oder eine Widerlegung dieses Axioms bringt ans Licht, ob eine
Norm von einem Skalarprodukt abstammt oder nicht. Unter den p-Normen er-
fiillt zum Beispiel nur die 2-Norm die Parallelogrammgleichung.
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Normen fiir Matrizen

Matrizen liefern weitere wichtige Beispiele fiir Normen. Sie kommen insbe-
sondere in der mehrdimensionalen Differentiation zum Einsatz.

Definition (Matrixnormen)
Seien K = R oder K= C, m,n > 1, und sei IK™*" der IK-Vektorraum aller
reellen bzw. komplexen (m x n)-Matrizen. Weiter seien p, q € [1, o].
Dann setzen wir fiir alle A = (a;) = ()1 <i<m, 1<j<n € K™

[Allpq = sup{[Ax, [ xeK", [x[, <1}, (p-g-Matrixnorm)
[Al = Al (Spektralnorm)
[Ale = \/zlsiSm,ISan |aj; | 2. (Frobenius-Norm)

Wir werden in 2. 6 sehen, dass das Supremum der Definition ein Maximum ist.

Die Matrix-Normen || - ||, ; normieren auch die Vektorraume L(K", K™) al-
ler linearen Abbildungen f: K" — [K™: Die Norm von f € L(IK", K™) wird als
die Norm der f darstellenden Matrix bzgl. der kanonischen Basen definiert.

Der Leser beachte, dass die Frobenius-Norm die euklidische Norm von A ist,
wenn wir A als Vektor der Linge m - n mit den Komponenten a;; lesen.

Satz  (Eigenschaften der Matrix-Normen)
Fiir alle p, q, r € [1, o] gilt:

I Ax]lq

Il

© [[Allpq = supjyy,-1 [Ax]q = supc.o :

) [[Axllq < [Allpq x5,

@ [ABJ,q < [All,qIBl,. A(mxd)-Matrix, B (d x n)-Matrix,

® [IA] Lo = MAXj<j<m, 1<j<n |aij B (Macximumsnorm,)

(g) ” A ” 1,1 = max; <j<n 2 1<i<m | aij | ) (Spﬂltemummennorm)

() ||A ||m’w = MAX|<icm 21 <j<n laij]. (Zeilensummennorm,)
Beispiel

Wir betrachten n = m = 2 und die Drehmatrix A =
Fiir alle x € R? ist Ax € R? der um den Winkel ¢
gegen den Uhrzeigersinn gedrehte Vektor x. Es gilt

IAL = ATz = 1, [AllL. = max([sin(@)], [cos(@)]), [Allr = V2.

cos(@) - sin(¢)
sin(@) cos(p) |
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1 0
o)
L 0 2 n
_‘2 é —‘2 é
Al =2
{Axy) [ Gyl =1} AT &y [ &l =1}
21 2t
1 172
A =
4l -32 -112 1////F—\\\\>
S 1 > . o N/ >
-1 A
1Al = 1,95...
-2l -2l
Die Diagramme visualisieren die Spektralnorm [|A || = || A ||, fiir zwei (2 x 2)-Matrizen.

Links sind die Bilder des Einheitskreises unter der A zugeordneten linearen Abbildung
dargestellt, rechts die mit || A(x, y) || skalierten Einheitsvektoren (x, y). Die Spektralnorm
istin allen Diagrammen der Radius der kleinsten Kreises mit Mittelpunkt 0, der die Figur
umschliefit. Analoges gilt fiir das folgende dreidimensionale Beispiel.

{Axy2) | [&yn2)] =1}

Ay 2l &y | [ &y2l =1}
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Erweiterung des Messens

In metrischen Riumen kénnen Durchmesser und Abstand auch fiir Mengen
erklirt werden:

Definition (Durchmesser, beschrinkt)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei A ¢ X nichtleer. Dann heifit

diam(A) = SUPy,ye A dx,y) £
der Durchmesser von A in (X, d). A heif3t beschrinkt, falls diam(A) < .

Definition (Abstand zwischen Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann setzen wir fiir alle x € X und
nichtleeren A, B c X:

d(X7 A) = irlfyeA d(Xa Y), d(Aa B) = infxeA,ye B d(X, Y)

d(x, A) heifit der Abstand des Punktes x von der Menge A und d(A, B) der
Abstand der Mengen A und B in (X, d).

j’//lﬁ' ' I'Ir‘\\. el B .
il ] o diam(A) = d(x,y)
Dl & 4 1 [
AN s A dA, B) = d@*,y)
'\" o * s I o
? : Xt y’ I e L
= 2 >
-U"’a, E/ (/ (/
{ 3 7 =
f AR / "3 S Im Diagramm gehéren die
- 7 3 3 i e =1 ] Rinder zu den Mengen.
P] g iy A Im Allgemeinen werden
V; VAV Supremum und Infimum
X% nicht angenommen.

Ist X ein metrischer Raum, xo € X und U={xe X | d(x,x;) < o} fiir eine reelle
Zahl o.> 0, so gilt

dx,y) < dx,x9) + dxp,y) < 20 firallex,ye U.

Damit ist also diam(U) < 2a. Ist d die diskrete Metrik auf X, so gilt diam(U) <1,
sodass diam(U) < 2a moglich ist. Ist dagegen X ein normierter R-Vektorraum
mit X # {0 } und d die von der Norm induzierte Metrik, so gilt diam(U) = 20
Denn fiir alle 0 < B < o gibt es ein ve X mit || v| = B, etwav =B w/| w| fiir ein
w # 0. Dann sind die Vektoren x, + v und x, - v Elemente von U, und es gilt

dxo + v, % =v) = [Ix+v-(-WI = [2v] = 2]v] = 2B.
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Semimetriken und Seminormen

Zuweilen tauchen Funktionen auf, die symmetrisch sind und die Dreiecksung-
leichung erfiillen, nicht aber die Nullbedingung. Ein triviales Beispiel ist die
Nullfunktion mit d(x, y) = 0 fiir alle x,y. Interessanter ist die ,,H6hendifferenz”

d(x,y) = d((XhXZ,Xs), (}71’}72,}73)) = |x3 - ysl

zweier Punkte x = (xy, X, x;) und y = (y1, y5, y3) im R?. Hier haben je zwei Punkte
den ,,Abstand“ Null, die den gleichen Hohenanteil besitzen. Es gilt zum Beispiel
d((1,0,0), (0, 1, 0)) = 0, obwohl (1, 0, 0) # (0, 1, 0). Auch Varianten im R", die nur
einen eil der n Koordinaten beriicksichtigen, haben diese Struktur, etwa

dex,y) = [xi-yil + Ix-ys| firallex=(x;, ..., x9), y = (1, ..., y4) € RY

Diese Uberlegungen motivieren:

Definition (Semimetrik oder Pseudometrik)
Sei X eine Menge, und sei d : X* — [0, o[ eine Funktion. Dann heifit d
eine Semimetrik oder Pseudometrik auf X und (X, d) ein semimetrischer oder
pseudometrischer Raum, falls fur alle x, y, z € X gilt:

(a) dx,x) = 0, (schwache Nullbedingung)
(b) dx,y) = d(y, %), (Symmetrie)
(©) dix,z) < dx,y) + d(y, 2). (Dreiecksungleichung)

Analog wird der Begrift der Semzinorm auf einem Vektorraum erklirt: Die Be-
dingung (a) der Normdefinition wird fallengelassen, die Bedingungen (b) und (c)
werden unverindert iibernommen. Erneut gilt, dass jede Seminorm auf einem
Vektorraum V eine Semimetrik induziert. Wir setzen hierzu wieder

dx,y) = [|x - y| firallex,yeV.

Ebenso kann man Skalarprodukte liberalisieren: Verzichtet man auf die Ei-
genschaft (v, v) > 0 fur alle v # 0“ (unter Beibehaltung von , (v, v) > 0 fur alle v¥),
so induziert ein solches ,,Semi-Skalarprodukt” eine Seminorm auf dem betrach-
teten Vektorraum. Ein wichtiges Beispiel werden wir bei der Untersuchung der
Fourier-Reihen in Abschnitt 4 kennenlernen.

Jede Semimetrik d auf X fiihrt zu einer echten Metrik d’ auf dem Faktor-
raum X/~, wobei ~ und d’ definiert werden durch

X~y ﬁll[j‘ d(X’ Y) = 0,
dx/~,y/~) = dxy) furallex,yeX.

Die Funktion d’ ist wohldefiniert und eine Metrik auf X/~.
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Konvergenz und Vollstindigkeit in metrischen Riumen

Unser Konvergenzbegriff fiir Folgen in R tbertrigt sich problemlos auf me-
trische Rdume. Wir miissen lediglich |x - y| durch d(x, y) ersetzen.

Definition (Grenzwert einer Folge)
Sei (X, d) ein metrischer Raum,
und sei (X,), ¢y eine Folge in X. : X
Dann heifit ein x € X ein Limzes oder
Grenzwert von (x,,), e v, falls gilt:

X2
.

X5
Ve>03dn, Vn2ngdx, x,) < €.

Eine Folge (x,),cn in X heifit
konvergent in (X, d), falls ein Grenz-
wert der Folge existiert. Andern-
falls heifit sie divergent in (X, d).

.
X3

Xy .
Aus der Dreiecksungleichung folgt Xo
wieder, dass ein Grenzwert einer Folge
im Fall der Existenz eindeutig bestimmt Der Grenzwerts einer Folge (x,)ne : Fir

ist. Wir schreiben wie gewohnt jedes & >0 haben hochstens endlich viele x,,
. ) einen Abstand grofiergleich e von x.
x = lim, _ .x, = lim,x,.

Genauer kann man lim? x, = x schreiben, um die verwendete Metrik zu betonen.
Aus der Definition ergibt sich folgende Aquivalenz:

lim, x, = x genau dann, wenn lim, d(x,,x) = 0.

Auf der rechten Seite wird der Grenzwertbegriff fiir R verwendet (fur die Folge
(Ynen in [0, o[ mity, = d(x,, x) fiir alle n). Der metrische Konvergenzbegriff
kann also auf den reellen Konvergenzbegriff zuriickgefithrt werden.

Die Verdichtungseigenschaft einer reellen Cauchy-Folge und und die metri-
sche Vollstindigkeit von R lassen sich ebenfalls verallgemeinern:

Definition (Cauchy-Folge)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,),c n in X heifit eine Cauchy-
Folge in (X, d), falls gilt:

Ve>0 3110 Vn,m > ny d(Xm Xm) <E&.

Definition (metrische Vollstandigkeit)
Ein metrischer Raum (X, d) heifit (metrisch) vollstindig, falls jede Cauchy-
Folge in (X, d) konvergiert.

Wir betrachten einige Beispiele.
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Beispiel 1
Sein 2 1. Eine Folge (x )y im R" kovergiert unter d., genau dann gegen
ein x, wenn fiir alle 1 <i<n die Folge der i-ten Koordinaten der x, gegen
die i-te Koordinate von x in R konvergiert. Gleiches gilt fiir d,,,,, und ds.
R" ist unter den Metriken d., dpay do vollstindig.

Beispiel 2
Fiir die euklidische Metrik gilt: Der Teilraum Q von R ist unvollstindig,
der Teilraum [0, 1] ist vollstindig. Allgemein ist fiir alle n > 1 eine Menge
P ¢ R" genau dann vollstindig, wenn P abgeschlossen ist.

Beispiel 3
Sei X = ]-7/2, 7/2[. Dann ist X unter der euklidischen Metrik unvollstin-
dig. Dagegen ist X unter der Tangensmetrik

d(x,y) = |tan(x) - tan(y)| firallex,yeX

vollstindig. Folgen in X, die in R gegen -1/2 oder /2 konvergieren, sind in
X unter der Tangensmetrik keine Cauchy-Folgen mehr. Jedoch konvergiert
eine Folge (x,),cn in (X, d) genau dann gegen ein x € X, wenn die Folge
unter der euklidischen Metrik gegen x konvergiert. Die Vollstindigkeit
eines metrischen Raums kann also, bei Ubereinstimmung des erzeugten
Konvergenz- und Grenzwertbegriffs, von der Metrik abhingen.

Beispiel 4
Der Vektorraum V = 6([0, 1]) mit der von der Supremumsnorm induzier-
ten Metrik d ist vollstindig, und die Konvergenz einer Folge (f,),c y ist die
gleichmifiige Konvergenz. Ist nimlich (f,), < y eine Cauchy-Folge in (V, d),
so ist die Folge (f,(x)), e n fiir alle x € [0, 1] eine Cauchy-Folge in R (unter
der euklidischen Metrik), und damit konvergiert die Folge punktweise
gegeneinf:[0,1] — R. Giltnun

d(fm fm) = SUPxe|0,1] | fn(X) - fm(X) | < ¢ fiiralle n,m-= Ny,
so gilt fir allex € [0, 1] und alle n 2 ng:
|f(X) - fn(X)| = | hmm fm(X) - fn(X) | = limm |fm(X) - fn(X) | < &

Also ist die Konvergenz gleichmifiig und damit ist f stetig.

Beispiel 5
Die Produktmetriken d,,, und ds auf X = X; x ... x X, sind im Allgemei-
nen verschieden, aber sie besitzen dieselben konvergenten Folgen und
Grenzwerte: Fir alle x € X und (x,),c ny in X gilt x = lim,, x,, unter d,,
genau dann, wenn x = lim,, x, unter d,. Die Konvergenz ist wie fiir den
Spezialfall X = R" die koordinatenweise Konvergenz (bzgl. d, in Xj). Sind
alle (X, dy) vollstindig, so sind auch (X, d,,,) und (X, d,) vollstindig.
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Die Vervollstindigung eines metrischen Raumes

Jeder metrische Raum ldsst sich zu einem vollstindigen metrischen Raum er-
weitern. Die Idee ist, jeder divergenten Cauchy-Folge einen Punkt zuzuord-
nen, der im vergrofierten Raum der Grenzwert der Folge sein wird. Anschau-
lich flicken wir also den Raum, indem wir seine Lécher stopfen und seinen
Rand siumen. Um keine Namen
fir die neuen Punkte erfinden zu
miissen, verwenden wir die Folgen
selbst als Punkte - ein gewdh- .
nungsbediirftiges, aber korrektes .
und logisches Vorgehen. Da es ver- .
schiedene Cauchy-Folgen gibt, die .
auf das gleiche Loch oder den glei- e
chen fehlenden Randpunkt zulau-
fen, ist zudem die Bildung von
Aquivalenzklassen nétig. Die Kon-
struktion wirkt dadurch technisch,
die Grundidee bleibt einfach. einen Punkt p hinzu, der zum Grenzwert die-

Sei also (X, d) ein beliebiger ser Folge wird.
metrischer Raum. Wir setzen

F = { Gnen | Gn)nen ist eine Cauchy-Folge in (X, d) }.

XQ.

Ein divergente Cauchy-Folge in (X, d). Um das

»Loch“ des Raumes zu fiillen, fiigen wir zu X

In F nehmen wir auch die bereits konvergenten Cauchy-Folgen mit auf, wo-
durch die Konstruktion einfacher zu notieren wird. Wir definieren nun eine
Aquivalenzrelation ~ auf F durch

Ganen ~ (unens falls lim, x, -y, = 0 in (X, d).

Weiter definieren wir:

X" = F/~ = {&aen/~ | Gdnen € F,

d*(Cnen/~, Gnen/~) = lim, d(x,, y,)  fiiralle (5)nen; (Fadnen € E

Die Funktion d* ist wohldefiniert und eine Metrik auf X*. Identifizieren wir die
Aquivalenzklasse einer konstanten Folge (x),,c y/~ mit dem Punktx € X so kén-
nen wir X ¢ X* annehmen. Die Metrik respektiert diese Identifikation, da

d(nen/~ Pnen/~) = dx,y) firallex,yeX.
Der Raum (X, d) wird so zu einem dichten Teilraum von (X*, d*), und es gilt
(+#) lim,x, = &Ehen/~ X5 d*) firalle x,),cye R

Allgemeiner konvergiert jede Cauchy-Folge in X*, sodass uns die Bildung von
X**, X*** usw. erspart bleibt:



3. Metrische Riume 181

Satz  (Vollstindigkeit von X*)
(X*, d) ist vollstindig.

Beweis (Skizze)
Sei (f,), < n eine Cauchy-Folge in (X*, d*), und sei f, = (x, 1) e n/~ fiir alle n.
Durch Teilfolgenbildung kénnen wir annehmen, dass d(x,, |, x,, ) < 1/2" fiir
— allen, k, k". Wir setzen y, = x| fiir alle k. Dann gilt lim,, f, = (y)ren/~-

Alternativ kann man argumentieren, dass X dicht in X* ist und dass nach (+)
Cauchy-Folgen mit Gliedern in X im Raum (X*, d*) konvergieren, was fiir die
Vollstindigkeit von (X*, d*) geniigt.

Das Ergebnis rechtfertigt:

Definition (Vervollstindigung eines metvischen Raumes)
Der metrische Raum (X*, d*) heifit die Vervollstindigung von (X, d).

Beispiel
Sei X =]0, 1], versehen mit der euklidischen Metrik d. Dann hat die Ver-
vollstindigung (X*, d*) von (X, d) genau einen neuen Punkt, nimlich

p = (1/2%cn/~ = (/@+ D)yen/~ = ...

Ersetzen wir p durch 0, so erhalten wir [0, 1 ] mit der euklidischen Metrik.

Analog liefert die Vervollstindigung von ] 0, 1 [ nach Punktaustausch das Inter-
vall [0, 1]und dievon 0, 2[ - {1} das Intervall [0, 2]. Die Vervollstindigung von
Q liefert ganz R. Dieser Spezialfall verdient eine eigene Beachtung:

Die reellen Zahlen als Vervollstindigung der rationalen Zahlen.

Bilden wir Q* unter der euklidischen Metrik auf Q, so wird fiir jede irrationale
Zahl ein neuer Punkt zu Q hinzugefiigt und wir erhalten einen zu R unter der
euklidischen Metrik isomorphen metrischen Raum. In einem Aufbau des Zah-
lensystems definiert man nicht selten sogar R als Q*. Hierbei ist aber etwas Vor-
sicht geboten, da R (und damit der Begriff eines metrischen Raumes) ja noch
nicht zur Verfiigung steht. Die Begriffe ,,Cauchy-Folge in Q“ und ,,Nullfolge in
Q¢ lassen sich aber ohne Bezug auf R definieren, indem der Quantor Ve > 0 in
den Definitionen dieser Begriffe auf positive rationale Zahlen beschrinkt wird.
Man kann dann obige Konstruktion von Q* durchfithren und R = Q* setzen, wo-
bei die Metrik d* auf Q* nun definiert wird durch

d*((xn)neN/w’ (Yn)neN/N) = (an - Ynl)ne N/~ eR-= @*'

Dass sich die Punkte eines ,geometrisch-realen® Kontinuums durch ratio-
nale Cauchy-Folgen beschreiben lassen (Beschrinkung) und umgekehrt diesen
Folgen auch Punkte entsprechen (Reichhaltigkeit) hat Cantor im Jahr 1872
vertreten. Aus dem gleichen Jahr stammt die dquivalente Modellierung eines
Kontinuums durch Dedekind (vgl. 1.4 in Band 1).
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Stetigkeit in metrischen Riumen

Die Limes- und die €-3-Stetigkeit einer Funktion lassen sich fiir metrische
Riume (X, d) und Funktionen f: X — R ohne Modifikation iibernehmen. All-
gemeiner konnen wir diese Begriffe fiir Funktionen erkliren, die zwischen me-
trischen Raumen vermitteln:

Definition (Limesstetigkeit)
Seien (X, d) und (Y, €) metrische Riume, und sei f: X — Y. Weiter sei
p € X. Dann heifit f stetig oder limesstetig im Punkt p, falls fiir alle gegen p
konvergenten Folgen (x,),c n in X gilt:

tp) = lim, f(x,).

t heifit stetig oder limesstetig, falls f stetig in allen p € X ist.

Die Stetigkeit von f: X — Y bedeutet also wie bisher, dass wir Limesbildung
und Funktionsauswertung vertauschen diirfen:

f(lim, x,) = lim, f(x,) fiir alle konvergenten Folgen (x,),c n in X.

Auf der linken Seite wird die Metrik d von X zur Bestimmung des Limes verwen-
det, auf der rechten Seite dagegen die Metrik e von Y. Um die Notation einfach
zu halten, unterdriickt man oft die Angabe der Metriken, sobald sie aus dem
Kontext heraus klar sind. Umgekehrt kann man eine Funktion f: X — Y zwi-
schen metrischen Riumen (X, d) und (Y, e) zur Verdeutlichung auch in der Form

£ (X, d) — (Y, e

notieren. Speziell klirt die Notation f: (X, d) — (X, e) die Verhiltnisse, wenn
zwei Metriken d und e auf derselben Menge X betrachtet werden.
Auch die Umgebungsstetigkeit lisst sich allgemein definieren:

Definition (Umgebungs- oder €-3-Stetigkeit)
Seif: (X,d) — (Y, e), und sei p € X. Dann heifit f umgebungs- oder
e-8-stetig im Punkt p, falls gilt:

Ve>038>0 Vxe X dx, p) <d — e, f(p) < eg).
Wie frither zeigt man:
Satz  (Aquivalenz der Limes- und der e-8-Stetigkeit)
Seif: (X,d) — (Y, e), und sei p € X. Dann ist f genau dann limesstetig im

Punkt p, wenn f umgebungsstetig im Punkt p ist.

Die folgenden Diagramme visualisieren den typischen Verlauf eines Beweises
der €-6-Stetigkeit in einem Punkt und die damit verbundenen Vorstellungen.
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Gegeben ist ein Punkt p in X (@). Wir betrachten nun den Bildpunkt f(p) € Y (@) sowie,
fiir ein beliebig vorgegebenes € > 0, die Menge

U={yeY]|e@yflp) <e} (®).

Bis hierhin war nichts zu tun. Das eigentliche Argument kommt erst jetzt:

Wir definieren mit Blick auf € und f ein (hoffentlich geeignetes) 6 > 0 und betrachten
V ={xeX|dx,p) <8} (@).

Die Menge V transportieren wir mit f nach Y, d.h., wir betrachten ihr Bild

W =f[V] = {f{®eY|xeV} 6).

Wir zeigen nun, dass W < U. Hierzu ist fiir jedes y € W zu beweisen, dass e(y, f(p)) < €.
Gelingt dies, sind wir fertig. Andernfalls miissen wir § verkleinern.

Bei der Limesstetigkeit wird eine Folge (x,,), ¢ y in X mitlim,, x, =pund ein U c Y wie
eben betrachtet. Nun ist zu zeigen, dass fast alle Glieder der Bildfolge (f(x,)),en in U
liegen. Hierzu ist ein ng zu definieren und fiir alle n > ng zu zeigen, dass e(f(x,), f(p)) <e.
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Die Stetigkeit ldsst sich mit Hilfe metrischer Begriffe in vielen Varianten for-
mulieren. So gilt zum Beispiel die folgende Charakterisierung:

Satz  (Durchmesser der Bilder)
Seien f: (X, d) — (Y, e) und p € X. Dann sind dquivalent:

(a) f iststetig im Punket p.
(b) Ve>038>0 diam {f(x) | xe X,d(x,p) <3} < &.

Weitere Formulierungen der Stetigkeit werden wir kennenlernen, sobald wir
unsere topologischen Betrachtungen fiir R auf allgemeine metrische Riume
ibertragen haben.

Viele vertraute Eigenschaften stetiger reeller Funktion gelten fiir alle stetigen
Funktionen zwischen metrischen Riumen. So zeigt man zum Beispiel wie frither,
dass die Verkniipfung g o f zweier stetiger Funktionen

f:(Xy,d)) — (X;,d;) und g: Xy, dy) — (X5,d3)

wieder stetig ist. Auch wenn sich Vieles ohne Probleme von R auf metrische
Riume verallgemeinert, so muss man doch genau beobachten, ob nicht spezielle
Eigenschaften von R - vor allem das Vorhandensein einer vollstindigen linearen
Ordnung - im Spiel sind, die einer Verallgemeinerung entgegenstehen. So hat-
ten wir fiir R zum Beispiel gezeigt, dass eine auf einem Intervall definierte streng
monoton steigende Funktion f automatisch eine stetige Umkehrfunktion besitzt
(f musste hierzu nicht einmal stetig sein). Der Leser vergleiche dies mit der auf
einem halboffenen Intervall definierten Kreisaufwicklung:

Beispiel
Seien X =[0,2n[und K={ze C | |z| =1}, jeweils versechen mit der
euklidischen Metrik in R bzw. R?. Weiter sei f : X — K definiert durch

f(x) = ¢ firallexe X.

Dannistf: X — K bijektiv
und stetig, aber die Umkehr-
funktion f~! von f hat eine

Unstetigkeitsstelle im Punkt

p=f0)=1=(,0)

Kreisaufwicklung eines halbof-
fenen Intervalls. Die Zahlen
entsprechen Punkten x und
ihren Bildern f(x). Die Umkehr-
funktion £~ ist bijektiv, aber
unstetig im mit 0 bezeichneten
Punkt des Kreises.

01 2 3 45 6 7 8 9 10111213 1415
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Der Banachsche Fixpunktsatz

Die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion kann allgemein fiir metrische Riume
erklirt werden:

Definition (Lipschitz-Stetigkeit)
Einf: (X, d) — (Y, e) heifit Lipschitz-stetig oder debnungsbeschrinkt mit
einer Lipschitz-Konstanten L 2 0, falls

e(f(x), f(y)) £ Ld(x,y) firallex,yeX.

Die Lipschitz-Stetigkeit einer Funktion impliziert wieder die Stetigkeit. Be-
sondere Beachtung verdient der Fall ,(X, d) = (Y, ¢) und L < 1

Definition (Kontraktion)
Einf:(X,d) — (X, d) heifit eine Kontraktion, falls f Lipschitz-stetig mit
einer Konstanten L < 1 ist.

Der folgende fundamentale Satz besagt, dass Kontraktionen in vollstindigen
Riumen einen ausgezeichneten Punkt besitzen: Es gibt immer genau ein x*, das
durch f nicht bewegt wird.

Satz  (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei (X, d) ein nichtleerer vollstindiger metrischer Raum, und sei
f: X — Xeine Kontraktion mit einer Lipschitz-Konstanten L < 1.
Dann gibt es genau ein x* € X mit f(x*) = x*. Fir alle x, € X gilt

(a) x* = lim (XO, f(xg), f(f(x)), ),

* d(XO’ f(XO))
(b) d(xg, x*) < — -1

Die Folge (xq, f(xo), f(f(x))), ...) X4 .
heiflt der Orbit des Punktes x, unter f. X, = f(x;)
Der Startpunkt xy wird nach x; = f(x) .
geschickt, der Punkt x; nach x, = f(x;) N
usw. Ist f eine Kontraktion, so werden ) .
die Abstinde in jedem Schritt um ei- : . x; = f(xo)
nen konstanten Faktor verkleinert. ., .
Da der Raum vollstindig ist, sollte der
Orbit von x, unter f also gegen einen
Punkt x* konvergieren. Dass dies so
ist, und dass x* zudem der eindeutige Xo
Fixpunkt von f ist, zeigt der folgende
Beweis.
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Beweis
zur Existenz:

Sei xy € X, und sei (x,), < y der Orbit von x, unter f, sodass x,,, | = f(x,,)
fiir alle n. Weiter sei s = d(x, x;). Dann gilt:

(i) d(x,, x,,7) < L%s fiirallen>0.
(i) (Xp)nen ist eine Cauchy-Folge.

Beweis von (i) durch Induktion nach n:

Der Induktionsanfang n = 0 gilt nach Definition von s. Im Induktions-
schritt von n nach n + 1 gilt

d(Xn+17Xn+2) = d(f(Xn)7 f(xn+1)) < Ld(Xm Xn+1) < LL"s = L[Hl S.

Beweis von (i1):
Fiir alle n, k gilt nach (i)

d(Xn’Xn+k) S z“i<kd(Xn+J"Xr1+]'+1) < zj<kLn+JS =

L"s
1-L °

L'sY U <
Mit lim,, L" = 0 folgt die Behauptung.
Da X vollstindig ist, existiert x* = lim,, x, nach (ii). Da f stetig ist, gilt
) x* = lim,x,,; = lim, f(x,) = f(lim,x,) = f(x*).
Zudem gilt wie im Beweis von (ii)
L% s

d(xg, x*) = lim d(xg, X9, ) < limy T - 1.1

Damit sind die Existenz und (a) und (b) gezeigt.

zur Eindeutigkeit:
Sind x,y € A mit f(x) = x und {(y) =y, so ist

dix,y) = d(f(), fly) < Ldxy).
- Aus L <1 folgt d(x, y) = 0 und damit x = y.

Die Eigenschaft f(x*) = x* ist mit Hilfe der Limesstetigkeit von f erstaunlich
einfach einzusehen. Der Leser vergleiche (+) mit der Argumentation, dass die
Newton-Iteration eine Nullstelle findet (Kapitel 4.4 in Band 1).

Anschaulich formuliert lautet das Ergebnis: Unter einer Kontraktion laufen
alle Orbits sehr schnell auf einen unbewegten Punkt zu, dem schwarzen Loch der
Kontraktion.
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Bemerkung
Dass f: X — X eine Kontraktion ist, bedeutet nicht, dass

d(f(x), f(y)) < d(x,y) firallex,y e Xmitx#y,
sondern stirker, dass ein L € [0, 1[ existiert mit
d(f(x), f(y)) < Ld(x,y) firallex,yeX.

Die fixpunktfreie Funktion f : [1, o[ — [1, eo[ mit f(x) = (x* + 1)/x fiir alle
x 2 1 zeigt (mit der euklidischen Metrik d auf [1, e<[), dass die schwichere
Voraussetzung fiir den Fixpunktsatz nicht geniigt.

Eine niitzliche Variante ist:

Korollar  (Banachscher Fixpunktsatz fiir abgeschlossene e-Kugeln)
Seien (X, d) vollstindig,a€ X, e>0und A = {xe X | d(x, a) < e }. Weiter
seif: A — X Lipschitz-stetig mit L € [0, 1[. Es gelte d(a, f(a)) < (1 - L)e.
Dann giltf: A — A, und f besitzt genau einen Fixpunkt x* € A.

Beweis
Fiir alle x € A gilt

d(a, f(x)) < d(a, f(a)) + d(f(a), f(x)) < (1-L)e + Ld(a,x) <
(1-L)e + Le < =

Damit ist f(a) € A fiir alle x € A und somit f: A — A eine Kontraktion. Da
der Teilraum (A, d) aufgrund der Abgeschlossenheit von A vollstindig ist,
- folgt die Behauptung aus dem Banachschen Fixpunktsatz.

Eine Version mit ,,<“ statt ,,<“ ist schliefilich:

Korollar  (Banachscher Fixpunktsatz fiir offene e-Kugeln)
Seien (X, d) vollstindig,a€ X, e>0und U = {x € X | d(x, a) < € }. Weiter
seif: U — X Lipschitz-stetig mit L € [0, 1[. Es gelte d(a, f(a)) < (1 - L)e.
Dann besitzt f genau einen Fixpunkt x* € U.

Beweis
Sei & € 10, e[ mit d(a, f(a)) < (1 - L) 3. Wir wenden nun das letzte Korollar
auf die Funktion f|A an mit

- A = {xeX|d@,x<d} < U.

Der Fixpunktsatz spielt in der Analysis an verschiedenen Stellen eine wichtige
Rolle. Wir werden ihn zum Beweis des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen
und bei der Untersuchung gewohnlicher Differentialgleichungen zur Konstruk-
tion von Losungen verwenden. In beiden Fillen wird die Argumentation durch
die Anwendung des abstrakten Hilfsmittels wesentlich kiirzer und transparenter.
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Ausblick: Metrisierung von unendlichen Produkten

Wir wollen die endliche Produktbildung auf unendliche Produkte erweitern.
Fiir endliche Produkte X = X; X ... x X,, hatten wir

(+) dmax(X’ Y) = IMaXj<k<n dk(Xk’ yk)’ d()'(X’ Y) = 2 1<k<n dk(xk’ yk)

definiert, wobei x = (xy, ..., X,), ¥ = (X1, ..., ¥»). Nun betrachten wir ein unendli-
ches Produkt von Mengen X,,, n € N, also die Menge

X = {&Enen | X, € X, fiirallen }.

Wir kénnen die Elemente von X auch als Funktionen f: N — U X, mit der
Eigenschaft f(n) € X, fiir alle n angeben. Dies kann die Lesbarkeit erhéhen,
wenn wir Folgen in X, also Folgen von Folgen betrachten. Eine solche Folge
hat dann die Form (f,), < n anstelle von ((X)ke n)nen-

Zur Metrisierung von X kénnen wir bei vorliegenden Metriken d,, auf X, das
Maximum und die endliche Summe in (+) durch ein Supremum bzw. eine unend-
liche Summe ersetzen. Um endliche Werte zu erhalten, miissen wir die Metriken
zudem noch geeignet skalieren.

Definition (Metrisierung unendlicher Produkte)
Seien (X,,, d,) metrische Riume fiir alle n, und sei

X = {Enen | xp € X, furallen} = {f | Def(f) =N, f(n) € X, firallen}.

Dann setzen wir fiir alle x = (x,)pe y und y = ()ne y in X

dn(Xm Yn)
20 1w dyy ya)

dsup(X7 Y) = sup,

1 dn(Xn, Yn)

dG(X,Y) = zn 2“"1 1+d(X Y) .

Wir schreiben
(X’ dmax) = Hflué)N (Xm dn)’ (Xa dc) = Hse N Xm dn)'

Die Metriken d,,, und d, erzeugen denselben Konvergenzbegriff, der sich wie
im endlichen Fall als koordinatenweise Konvergenz beschreiben lisst. Ist (f,), e
eine Folge in X und f € X so gilt sowohl fur d,;,, als auch fir d,:

(+) lim, £, = f genau dann, wenn fir alle k gilt: lim,, £, (k) = f(k) in (X, dy).

Gleiches gilt, wenn wir min(1, d,) statt d,,/(1 + d,,) verwenden. Sind alle Metriken
d, bereits beschrinkt durch 1, so kann man einfach d, einsetzen.
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Die Produktbildungen erhalten die Vollstindigkeit: Sind alle (X, d,,) vollstin-
dig, so sind auch (X, d,,,) und (X, d;;) vollstindig.

Sind alle Faktoren (X,,, d,,) gleich, so nennt man das Produkt auch eine unend-
liche Potenz. Zwei wichtige Beispiele sind:

Definition (Cantor-Raum und Baire-Raum)
Der Cantor-Raum € ist das mit d,;,,, oder d, ausgestattete unendliche
Produkt der mit der diskreten Metrik versehenen Riume X, = {0, 1 }.
Analog ist der Baire-Raum N das unendliche Produkt der mit der diskreten
Metrik versehenen Riume X, = N.

Unter der Definition werden die Mengen
€ = {Xnen | X, €{0, 1} firallen} = {f| f:N — {0,1}} und
N = {&)nen | X, €N firallen} = {f ]| f:N — N}

aller 0-1-Folgen bzw. aller Folgen in N zu vollstindigen metrischen Rdumen.
Diese Riume konnen wir uns als unendlich hohe Biume vorstellen, die sich an
jeder Stelle 2-fach bzw. N-fach verzweigen.

012345 .. 01234567 ..
N/ N///
012345 .. 01234567 ..

0123456789 101112..

I\ ——

Ein unendlich hoher Baum, der sich an jedem Knoten unendlich oft verzweigt.
Die Elemente des Baire-Raums N sind unendliche Pfade durch diesen Baum.

Die Konvergenzin 6 und N lisst sich sehr sympathisch beschreiben. Denn un-
ter der diskreten Metrik konvergiert eine Folge genau dann, wenn sie schliefflich
konstant ist. Damit wird (+) fiir € und N zu:

(++) lim, £, = f genau dann, wenn fir alle k gilt: £ (k) = f(k) schliefilich.

Die rechte Seite ist dquivalent dazu, dass es fiir alle ky ein n,, gibt, sodass fiir alle
n 2 ng das Anfangsstiick (£,(0), ..., f,(k¢)) von f, mit dem gleichlangen Anfangs-
stiick (f(0), ..., f(ky)) von f {ibereinstimmt. Damit kénnen wir die Konvergenz in
% und N als ,,Stabilisierung von Anfangsstiicken“ beschreiben. Eine Folge von
unendlichen Pfaden im Baum N konvergiert, wenn fiir jede endliche Héhe ir-



190 2. Abschnitt Topologische Grundbegrifte

gendwann Einigkeit iiber den Verlauf besteht. Die Pfade f, ziehen sich dann an-
schaulich auf einen Pfad f, ihren Limes, zusammen. Analoges gilt fiir ‘6.

Von beiden Riumen fiihrt ein bemerkenswerter Weg zu den reellen Zahlen.
Der Cantor-Raum lisst sich stetig und bijektiv auf die Cantor-Menge C abbil-
den, indem wir (x,),cn € € als links-rechts-Pfad durch die Teilintervalle der
Mengen C,, der Drittel-Intervall-Konstruktion von

C = ﬂnEN Cn

lesen und den Schnittpunkt der so definierten Intervallschachtelung bilden. Die
so entstehende Bijektion F: ¢ — C koénnen wir auch so definieren:

sErsetze in einer 0-1-Folge (x,), ¢ n jede 1 durch eine 2 und lese
die entstehende Folge als reelle Zahl in 3-adischer Darstellung.®

Es gilt also

2x,
n=>0 3n+1

F(&pnen) = 2 fiir alle (x,)pen € 6.

Dieser enge Zusammenhang zwischen € und C erklirt die Namensgebung
»,Cantor-Raum*. Auch der Baire-Raum ldsst sich mit einer Teilmenge des Konti-
nuums in Verbindung bringen. Mit Hilfe von Kettenbruchentwicklungen erhilt
man eine stetige und bijektive Abbildung

G:N—=-R-0Q

zwischen N und den irrationalen Zahlen. Konkret kann man fiir alle (x,)), c nyin N
definieren:

G(er) = glxo) + ! ,

[xi+Lxo+1,x3+1,..,x,+1,...]

wobeig: N — Z eine beliebige Bijektion ist. Die unendlichen Kettenbriiche im
Nenner des Bruchs durchlaufen alle irrationalen Zahlen in | 1, o [, sodass ihre
Kehrwerte alle irrationalen Zahlen in 0, 1 [ durchlaufen. Durch das Vorschalten
der ganzen Zahl g(x,) entsteht eine Bijektion zwischen N und R - Q.

Auch die Umkehrungen der Abbildungen F und G sind stetig, sodass man aus
topologischer Sicht € mit der Cantor-Menge C und N mit der Menge der irra-
tionalen Zahlen identifizieren kann.
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Die topologischen Uberlegungen des ersten Kapitels kénnen wir allgemein fiir
metrische Rdume durchfithren. Wie fiir R beruht alles auf der Einfithrung von
offenen Grundmengen.

Definition (U, (x), U (x), offene e- Umgebung, offene e-Kugel)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann setzen wir fiir alle x e X und € > 0:

Ux) = Ui = {yeX |dxy <e}

Die Menge U, (x) heifit die offene e-Umgebung von x oder die offene e-Kugel
um den Punkt x im Raum (X, d).

Ist die Metrik d festgelegt, bevorzugen wir die Schreibweise U,(x). Betrachten
wir verschiedene Metriken auf X, so ist es notwendig, die Metrik anzugeben.
Die Bezeichnung als ,,Kugel“ ist durch die Definition der offenen Kugel

K={yeR||y-x|<e)}

mit Mittelpunkt x und Radius & im R* motiviert. Im Allgemeinen ist U,(x) aber
nicht kugelférmig. Die Maximumsmetrik erzeugt zum Beispiel e-Umgebungen,
die aus geometrischer Sicht offene Quader im R" sind. Dennoch ist die Bezeich-
nung als e-Kugel weit verbreitet. Im Englischen findet man oft auch die Nota-
tion B,(x) statt U,(x), wobei ,,B* fiir ,,ball“ steht.

Mit Hilfe der offenen e-Umgebungen kénnen wir jedem metrischen Raum
eine topologische Struktur nach dem Muster des letzten Kapitels aufprigen:

Definition (Topologie eines metrischen Raumes)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heifit ein U < X offen, falls fiir alle
x € U ein € > 0 existiert mit Ug(x) ¢ U. Weiter heifit ein V < X eine
Umgebung eines Punktes x € X, falls ein offenes U existiert mitx e U c V.
Ein A ¢ X heifit abgeschlossen, falls X - A offen ist.

Die Darstellung einer offenen Menge in R als disjunkte Vereinigung von of-
fenen Intervallen hat kein allgemeines Analogon. Bereits in der der Ebene R
mit der euklidischen Metrik ist nicht jede offene beschrinkte Menge eine Ver-
einigung von paarweise disjunkten offenen e-Umgebungen. Uberlappungen
sind oft nicht zu vermeiden: Ist U das offene Quadrat ]0, 1[x ]0, 1[ und gilt
U(x) c U fiir ein x und ein € > 0, so gibt es ein y € U, das auf dem Rand der
offenen Kreisscheibe Ug(x) liegt. Dieses y kann dann nur mit einer Umgebung
Us(x") € U eingefangen werden, die Ug(x) tiberlappt.
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Die Begriffe ,Hiufungspunkt“ und ,Inneres, Abschluss, Rand“ kénnen wir
wie fiir R einfithren:

Definition (Hiufungspunkt, P’)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein p € X heifit Hiufungspunkt von P c X,
falls (U - {p }) N P # & fiir alle Umgebungen U von p. Wir setzen

P’ = {p e X | pistein Hiufungspunkt von P }.

Definition (Inneres, Rand und Abschluss)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann definieren wir fiir alle P ¢ X:

int(P) = {p e P | Pisteine Umgebung von p }, (Inneres von P)
cd®P) =P u P, (Abschluss von P)
bd(P) = cl(P) - int(P). (Rand von P)

Genau wie frither gilt:

Satz  (Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei A ¢ X. Dann sind dquivalent:

(a) Aistabgeschlossen.
(b) A’ ¢ A.

In vollstindigen metrischen Riumen gilt das folgende Analogon zum Prinzip
der Intervallschachtelung:

Satz  (Schachtelungsprinzip in vollstindigen metrischen Riumen)
Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und seien Ay, Ay, ..., A, ...
nichtleere und abgeschlossene Teilmengen von X mit

@ A)2AA2AD...2A D ..,
(b) lim, diam(A,) = 0.

Dann besitzt M,y A, genau ein Element.

Beweis
Zum Beweis der Existenz sei x, ein Element von A, fiir alle n. Nach (b) ist
(Xp)nen eine Cauchy-Folge in X also existiert x = lim,, x, aufgrund der
Vollstindigkeit von X. Fiir alle n ist x ein Hiufungspunkt der Folge (x)) >
in A, also giltx € A, da A, abgeschlossen ist. Somitistx e [,y A,.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seien x,y € (), A,. Dann gilt x,y € A,
und damit d(x, y) < diam(A,)) fir alle n. Nach Voraussetzung (b) ist also
- d(x,y)=0und damitx =y.
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Fiir Leser, die den Ausblick zum Baireschen Kategoriensatz gelesen haben, be-
merken wir noch, dass dieser fundamentale Satz in jedem vollstindigen metri-
schen Raum gilt. Hierzu definieren wir wieder:

Definition (nirgends dicht)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein P < X heifit nirgends dicht, falls int(cl(P)) = &.

Die Eigenschaft ,,int(cl(P)) = @“ besagt, dass der Abschluss von P keine e-Kugeln
enthilt. Wie fiir R gilt:

Satz  (Bairescher Kategoriensatz fiir vollstindige metvische Riume)
Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, und seien P, n € N, nirgends

dichte Teilmengen von X. Dann gilt int(U, .\ P,,) = &.

Der Leser mag versuchen, den Beweis fiir R zu tibertragen.

Die topologische Stetigkeit

Wie fiir die reellen Zahlen gelten die folgenden topologischen Charakterisierun-
gen der Stetigkeit fiir metrische Riume:

Satz  (topologische Formulierung der Stetigkeit in einemn Punkt)
Seif:(X,d) — (Y, e), und sei p € X. Dann sind dquivalent:

(a) fiststetigim Punkt p.

(b) Fiir jede Umgebung U von f(p) in Y ist f ' [U] eine Umgebung von p
in X.

(c) Firalle P =X gilt: Ist p € cl(P), so ist f(p) € cl(f[P]).
Globale topologische Fassungen der Stetigkeit sind zum Beispiel:

Satz  (topologische Formulierung der Stetigkeit)
Seif: (X, d) — (Y, e). Dann sind dquivalent:

(a) fiststetig.

(b) Die Urbilder offener Mengen unter f sind offen.

(c) Die Urbilder abgeschlossener Mengen unter f sind abgeschlossen.
(d) Firalle P < X gilt f[cl(P)] < cl(f[P]).

(¢) Firalle Q c Y gilt cd(f'[Q]) < £~ '[cl(Q)].

Der Leser visualisiere sich diese Bedingungen mit Hilfe von Diagrammen.



194 2. Abschnitt Topologische Grundbegrifte

Numerische und topologische Aquivalenz

Wie wir schon mehrfach gesehen haben, konnen verschiedene Metriken auf
der gleiche Menge X denselben Grenzwertbegriff fiir Folgen erzeugen. Dieses
Phinomen wollen wir nun noch genauer untersuchen.

Definition (numerisch und topologisch iquivalente Metriken)
Sei X eine Menge. Zwei Metriken d und e auf X heifien:

(a) numerisch dquivalent, falls es ¢y, c; > 0 gibt mit:

VX,Y € X (d(X, Y) < Cq C(X, Y) A e(x, Y) < (%) d(Xa Y)),
(b) topologisch dquivalent, falls fiir alle x € X gilt:
Ve>038,8,>0 (U ® c U A Ug® c Uik).

Die topologische Aquiva- UYx) U
lenz bedeutet, dass jede offene
d-Kugel eine offene e-Kugel
mit dem gleichem Mittelpunkt
enthiltund umgekehrt. Istdies
derFall,soerzeugendundedie
gleiche topologische Struktur
auf X, da dann

{UcX | Uistoffenin (X,d)} = {UcX | Uistoffenin (X, e) }.

Die Riume haben dann auch dieselben abgeschlossenen Mengen und alle P ¢ X
haben dasselbe Innere, denselben Abschluss und denselben Rand. Der Stetig-
keitsbegriff fiir (X, d) ist identisch mit dem fiir (X, e), da er mit Hilfe der offenen
Mengen ausgedriickt werden kann. Konvergenzverhalten und Grenzwerte sind
gleich, d.h., eine Folge konvergiertin (X, d) genau dann, wenn sie in (X, e) kon-
vergiert, und im Fall der Konvergenz ist der Grenzwert bzgl. d der Grenzwert
bzgl. e. Die Ubereinstimmung von Konvergenzverhalten und Grenzwerten von
Folgen impliziert umgekehrt die topologische Aquivalenz.

Bei allen Gemeinsamkeiten kann es doch auch wichtige Unterschiede geben:
Von zwei topologisch dquivalenten Metriken kann die eine vollstindig sein und
die andere nicht. Die Tangensmetrik auf | - n/2, /2 [ ist ein Beispiel hierfiir. All-
gemeiner lisst sich fiir jedes offene Intervall X in R eine zur euklidischen Metrik
topologisch dquivalente Metrik d finden, sodass (X, d) vollstindig ist. Man sagt
dann, dass man die euklidische Topologie von X vollstindig metrisiert hat.

Numerisch dquivalente Metriken sind auch topologisch dquivalent. Die Um-
kehrung giltim Allgemeinen nicht. Ist von zwei numerisch dquivalenten Metriken
die eine vollstindig, so ist es auch die andere. Die Tangensmetrik ist also topolo-
gisch, nicht aber metrisch dquivalent zur euklidischen Metrik auf | -m/2, n/2[.
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Zwei Normen auf einem Vektorraum nennen wir numerisch bzw. topologisch
dquivalent, wenn die von den Normen induzierten Metriken dies sind. Hier gilt:

Satz  (numerische und topologische Aquivalenz von Normen)
Zwei Normen auf einem K-Vektorraum V, mit K = R oder K = C, sind
genau dann topologisch dquivalent, wenn sie numerisch dquivalent sind.

Der Beweis kann dem Leser tiberlassen bleiben. Aufgrund des Satzes konnen
wir kurz von dquivalenten Normen sprechen. Noch tiberraschender ist:

Satz (A.quiwzlenz von Normen)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit K = R oder K = C.
Dann sind je zwei Normen auf V dquivalent.

Einen Beweis geben wir in 2.6 mit Hilfe des Kompaktheitsbegriffs.

Fiir alle n > 1 erzeugen also die p-Normen dieselbe Topologie auf R" und C",
und fir alle n, m > 1 erzeugen die Matrix-Normen dieselbe Topologie auf dem
Raum K™ aller (m x n)-Matrizen. Die Konvergenz einer Folge in einem nor-
mierten endlich-dimensionalen K-Vektorraum ist immer die komponentenweise
Konvergenz bzgl. einer beliebigen Basis. Damit gilt das vertraute Kriterium zur
Uberpriifung der Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt x: Fiir alle gegen x
konvergenten Folgen (x,), y in V konvergieren die Komponenten von (f(x,,), e n
gegen die Komponenten von f(x).

Zusammenhang und Zusammenhangskomponenten

Fiir die reellen Zahlen sind & und R die einzigen Mengen, die zugleich offen
und abgeschlossen sind. Eine Folgerung hieraus ist, dass es keine Zerlegung von
R in zwei nichtleere offene Mengen gibt:

(+)  Sind Uy, U, offen und disjunkt und ist R = U; U U, so gilt
UI =0 Oder Uz =J.

Diese Beobachtung hatten wir bereits fiir den topologischen Beweis des Zwi-
schenwertsatzes benutzt. Eine stetige Funktion auf R kann keinen Wert ¢ zwi-
schen zwei Werten f(a) und f(b) auslassen, da andernfalls R in die beiden nicht-
leeren, disjunkten offenen Urbilder von ] -eo, ¢[ und ] ¢, oo [ unter f zerfallen
wiirde. Ist dagegen

A= ]_oo,()[ und B = ]O,oo[,

so kann eine stetige Funktion g: AUB — R Werte zwischen zwei anderen Wer-
ten auslassen, man betrachte etwa die Indikatorfunktion 15: AU B — R. Der
Definitionsbereich ist hier anschaulich nicht mehr zusammenhingend, sodass
das Auslassen von Werten nicht mit einem Riss erzeugt werden muss. Diese
Uberlegungen motivieren die folgende Definition.
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Definition (zusammenhingend)
Ein metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhbingend, wenn @ und X die
einzigen Teilmengen von X sind, die offen und abgeschlossen sind.

Das tiefere Ergebnis zum Zwischenwertsatz lautet nun:

Satz  (Erhalt des Zusammenhangs)
Seif: (X, d) — (Y, e) stetig und surjektiv, und sei (X, d) zusammenhingend.
Dann ist (Y, e) zusammenhingend.

Beweis
Sei (Y, e) nicht zusammenhingend. Dann gibt es offene, nichtleere und
disjunkte Uy, U; ¢ Y mit U; U U, =Y. Wir betrachten

V, = f'[U], V, = f'[U,].

Dann sind V; und V; nichtleer (da f surjektiv ist), offen (da f stetig), dis-
— junkt, und es gilt V; U V, = X. Also ist (X, d) nicht zusammenhingend.

Eine hiibsche und fiir Teilriume
des R" zudem auch sehr anschauli-
che Charakterisierung des Zusam-
menhangs ist:

U,

Uy

Satz  (offene Kettenbildung)
Fiir jeden metrischen Raum
(X, d) sind dquivalent:

VZ =U7

(a) (X, d)ist zusammenhingend.

(b) IstU eine Menge offener nichtleerer Mengen mit U U = X und
sind Vi, V; € AU, so gibtes Uy, ..., U, € U mit

V1 = Ul! V2 = Un’ Uk M Uk+1 #z @ firallel <k<n.

Beweis
(a) impliziert (b): Seien U, Vi, V; wie in (b). Mengen Uy, ..., U, in U mit
Uy, N Uy, # @ fiir alle k heifien eine Kette von U; nach U, in Al. Seien

V = {UeWU | es gibt eine Kette von Vy nach Uin AU },
W= - V.

Dann sind V=U ¥ und W = U W offen und disjunkt (!), und wegen
U = Xgilt VuUW = X. Wegen V| € ¥ und X zusammenhiingend ist
also W = @ und damit V, € V.

(&) impliziert (a): Wir argumentieren indirekt: Sind U, V c X offen,
- disjunkt und nichtleer mit X = U UV, so ist (b) fir U = { U, V } verletzt.
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In jedem metrischen Raum kénnen wir eine Aquivalenzrelation einfiihren, die
uns Auskunft tiber die ,Inseln“ des Raumes gibt:

Definition (Zusammenhangskomponenten)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir alle x,y € X setzen wir x ~ y, falls ein
C c X existiert mit den Eigenschaften:

(a) x,yeC.
(b) Der Teilraum (C, d) ist zusammenhingend.

Fiir alle x e X heifit x/~ = {y € X | x ~ v} die Zusammenbangskomponente
von x in X.

Die Relation ~ ist in der Tat eine Aquivalenzrelation. In einem Spezialfall hat-
ten wir sie bereits kennengelernt: Im Beweis des Satzes, dass eine nichtleere of-
fene Teilmenge U von R in nichtleere disjunkte offene Intervalle zerfillt, hatten
wir eine Aquivalenzrelation betrachtet. Sie ist genau die Relation ~ der obigen
Definition. Die Intervalle, in die U zerfillt, sind also die Zusammenhangskom-
ponenten von U im Sinne der obigen Definition.

Der Wegzusammenhang

Eine wichtige Variante des topologischen Zusammenhangs ist der sog. Weg-
zusammenhang. Die Vorstellung dabei ist, dass man von einem Punkt des Rau-
mes zu jedem anderen Punkt des Raumes gehen kann, ohne dabei zu springen.
Mit Hilfe stetiger Funktionen kénnen wir diese Vorstellung fassen:

Definition (wegzusammenhbdingend, stetiger Pfad)
Ein metrischer Raum (X, d) heifit wegzusammenhingend, wenn fur alle x,y
in X eine stetige Funktion f: [0, 1] — X existiert mit f(0) =x und (1) = y.
Das Bild von f heifit dann auch ein stetiger Pfad von x nach y in X.

Der metrische Teilraum X der euklidischen Ebene
R? im Diagramm links ist wegzusammenhiingend.
Er besteht aus einer offenen Kreisscheibe, einem
abgeschlossenen Geradenstiick und einer abge-
schlossenen Ellipsenlinie. Streichen wir das Gera-
denstiick, geht der Wegzusammenhang verloren.

Ein wegzusammenhingender metrischer Raum ist zusammenhingend, die
Umbkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Folgendes Diagramm zeigt ein Beispiel
in der euklidischen Ebene:
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Ps P1

p P4 p2 Po

Wir verbinden die Punkte

Po = (1, 0)7 p1 = (3/4: 1)) p2 = (1/27 O)a p3 = (3/8: 1)7 P4 = (1/4: 0),

der Ebene durch Linien und fiigen dem so entstehenden Zackengebilde den
Punkt p* = (0, 0) hinzu. Dies definiert eine Menge X c R’. Diese Menge ist unter
der euklidischen Metrik topologisch zusammenhingend, aber nicht wegzusam-
menhingend. Es gibt stetige Pfade von p nach q fiir alle p,q € X - { p*}, aber kei-
nen stetigen Pfad von py nach p*. Denn wiire f: [0, 1] — X ein stetiger Pfad von
po nach p*, so gibe es eine gegen 1 konvergente Folge (t,), c y mit f(t,) = py,, 1 flir
alle n. Dann wire lim,, f(t,) = (0, 1) # p* = f(lim, t,), also f unstetig im Punke 1.
Bemerkenswert ist, dass es dagegen eine stetige Bijektion g : X — [0, 1] gibt.
Wir setzen hierzu g(x, y) = x fiir alle (x, y) € X.

Auch dem Begriff des Wegzusammenhangs kénnen wir eine Aquivalenzrela-
tion zuordnen:

Definition (stetige Erreichbarkeit, Wegzusammenbangskomponenten)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir setzen fiir alle x,y € X:

x ~.y falls ,es gibteinen stetigen Pfad von x nach y in X*.

Giltx ~ y, so heifit y stetig erreichbar von x in X. Fiir alle x € X heifit
X/~ = {yeX|x~cy}

die Wegzusammenbangskomponente von x in X.

Die Relation ~, ist eine Aquivalenzrelation auf X, und die Zerlegung X/~
von X ist eine Verfeinerung der Zerlegung X/~ von X, d. h., eine Wegzusam-
menhangskomponente istimmer eine Teilmenge einer Zusammenhangskompo-
nente.



2.4 "Topologie metrischer Riume 199

Separable metrische Riume und abzihlbare Basen

Eine bemerkenswerte Eigenschaft der reellen Zahlen ist die Existenz einer ab-
zihlbaren dichten Teilmenge. Die Menge @ der rationalen Zahlen hat mit jeder
e-Umgebung U, (x) einen nichtleeren Durchschnitt, sodass jede reelle Zahl der
Grenzwert eine Folge rationaler Zahlen ist. Dies fithrt zum Beispiel dazu, dass
eine stetige Funktion f: R — R durch ihre Werte auf Q eindeutig bestimmt ist
(vgl. 3.1 in Band 1). Auch viele andere metrische Riume besitzen abzihlbare und
dichte Teilmengen:

Definition (dichte Teilmenge eines metvischen Raumes, separabel)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein D < X heifit dicht in X, falls gilt:

UnD # & fiir alle nichtleeren offenen U < X.
Der Raum (X, d) heifit separabel, falls es ein abzihlbares dichtes D ¢ X gibt.

Ein D c X ist genau dann dicht, wenn cl(D) = X. Gleichwertig ist auch die Be-
dingung: Fir alle p € X und alle € > 0 existiert ein x € D mit d(p, x) < €.

Beispiele
(1) Die Riume R" sind separabel unter der euklidischen Topologie. Denn
Q" ist abzihlbar und dicht in R".

(2) Ist(X, d) ein metrischer Raum und X abzihlbar, so ist X separabel.
(3) Ist Xiiberabzihlbar, so ist X mit der diskreten Metrik nicht separabel.

4) Der Raum X =%([0,1])={f | f:[0,1] — Riststetig } ist separabel
unter der von der Supremumsnorm induzierten Metrik d,,. Denn ist
fe Xund e> 0, so liegt im &/2-Schlauch um f ein Polynom g mit
reellen Koeffizienten (Approximationssatz von Weierstraf§-Bernstein).
Ersetzt man nun die Koeffizienten in g durch hinreichend nahe rationale
Koeffizienten, so liegt das so entstehende Polynom h im e-Schlauch um f
(Beweis als Ubung). Da es nur abzihlbar viele Polynome auf [0, 1] mit
rationalen Koeffizienten gibt, ist die Menge dieser Polynome also
abzihlbar und dicht in (X, dy,p). Allgemeiner ist 6([a, b]) separabel
unter dg,, fiir jedes reelle Intervall [a, b].

(5) Ist X eine Menge von beschrinkten Funktion auf [0, 1], die alle Funk-
tionen g, = 1{g ,(, x € [0, 1], enthilt, so ist X nicht separabel unter dg,,.
DennistDcXundF:{g, | xe [0,1]} — D derart, dass jedes F(g,)
im 1/2-Schlauch um g, liegt, so ist F injektiv und also D nicht abzihl-
bar. Folglich sind die Treppenfunktionen, die bv-Funktionen, die
Regelfunktionen und die Riemann-integrierbaren Funktion auf [0, 1]

keine separablen Riume unter d,,,.
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In separablen metrischen Riumen haben die offenen Mengen eine einfache
Struktur. Wir definieren hierzu:

Definition (Busis eines metrischen Raums)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Ein Menge % offener Mengen heifit eine
eine Basis von (X, d), falls fiir alle offenen U c X gilt:

U=-U{Be®|BcUL

Das Mengensystem
B={Un@lqe@ n=1}

istzum Beispiel eine Basis von R (unter d.). Diese Basis istabzihlbar. Allgemein
fithrt die Separabilitit zur Existenz einer abzihlbaren Basis und umgekehrt:

Satz  (abziblbare Basen und Separabilitiit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(a) (X, d)istseparabel.
(b) Es gibt eine abzihlbare Basis von (X, d).

Beweis
(a) impliziert (b): Sei D X abzihlbar und dicht. Wir setzen

B = {Uy®|xeD, n>1}.

Dann ist 9B abzihlbar. Weiter ist B eine Basis von (X, d). Denn sei

U c X offen, und sei p € U. Da U offen ist, existiert ein € > 0 mit

Ug(p) c U. Sein 21 so, dass 1/n < €/2. Da D dicht in X ist, gibt es

ein x € D mit d(p, x) < 1/n. Dannistp € U,,,(x) € U(p) < U (wobei die
erste Inklusion nach der Dreiecksungleichung gilt). Dies zeigt, dass

U = U{Be®B|BcUL

(®) impliziert (a): Sei % eine abzihlbare Basis von (X, d) mit & ¢ %B. Sei
xy = peinxe U“  furalle Ue %.
- Dannist { xiy | U € B } abzihlbar und dicht in X.

Ist % eine abzihlbare Basis eines metrischen Raums (X, d), so ist jede offene
Menge U bestimmt durch die Menge { Be @B | B < U }. Da @ abzihlbar ist, gibt
es also hochstens P(N)-viele oder gleichwertig hochstens R-viele offene Men-
gen. Da jede abgeschlossene Menge das Komplement einer offenen Menge ist,
gilt dies auch fiir die abgeschlossenen Mengen. Die Systeme U und o der offe-
nen bzw. abgeschlossenen Mengen in X kénnen also iiberabzihlbar sein, aber
ihre gemeinsame Michtigkeit ist durch die Michtigkeit von R beschrinkt. Sepa-
rable metrische Rédume sind in diesem Sinne also vergleichsweise klein.



2.4 "Topologie metrischer Riume 201

Topologische Riume

Wir haben fiir das Linearkontinuum und dann allgemeiner fiir die metrischen
Riume gesehen, wie die offenen Mengen eine komplexe Welt erzeugen, in der
sich Teilmengen von Ridumen und stetige Funktionen zwischen Rdumen unter-
suchen lassen. Da sich ,,Umgebung, abgeschlossene Menge, Hiufungspunkt ...«
aus den offenen Mengen ergeben, geniigt es, zu erkliren, welche Teilmengen ei-
ner Menge offen sein sollen, um aus der Menge einen abstrakten Raum zu ma-
chen, in dem all diese Begriffe definiert sind. Hierzu muss keine Metrik heran-
gezogen werden. Die Abgeschlossenheitseigenschaften der offenen Mengen
kénnen an die Spitze treten:

Definition (topologischer Raum)
Sei X eine Menge, und sei U ¢ P(X). Dann heifit (X, W) ein topologischer
Raum und U eine Topologie auf X, falls gilt:

(@) D€l und X .
(b) Fiir alle V' c W ist UV e al.
(c) Fir alle endlichen ¥ < U ist M V' e .

Die Elemente von AU heifien offen.

Eine Topologie auf einer Menge X einfiihren heifit also, gewisse Teilmengen
von X als offen zu erkliren. Es miissen lediglich die drei Eigenschaften der De-
finition gelten. Sie sind zum Beispiel fir U = { &, X } und fiir U = P(X) erfiillt.
Im ersten Fall sind nur & und X offen, im zweiten Fall ist jede Teilmenge von
X offen. Allgemein lisst sich eine Topologie durch Vorgabe eines beliebigen
Mengensystems einfiihren:

Satz  (Erzeugung einer Topologie)
Sei X eine Menge, und sei ¥ ¢ P(X). Weiter seien

B={SM..S ]S .ySaeFn=0} (mitND =X firn=0),
w={UY|¥cB)

Dann ist U eine Topologie auf X. Genauer ist U die kleinste Topologie auf
X, die ¥ enthilt, d.h., ist T eine Topologie auf X mit ¥ c T, soist U < J.

Wir definieren:
Definition (erzeugte Topologie)

Ist X eine Menge, ¥ ¢ P(X) und AU wie im Satz, so heifit U die von ¥
erzeugte Topologie auf X.
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Die Erzeugung des topologischen Raumes (X, U) mit Hilfe eines beliebigen
Systems ¥ von Teilmengen von X geschieht also in zwei Schritten: Zuerst bilden
wir die Menge @ aller Durchschnitte von endlich vielen Mengen in . Dann bil-
den wir die Menge AU aller Vereinigungen von Mengen in &. Diese Vereinigun-
gen konnen endlich, abzihlbar unendlich oder iiberabzihlbar sein.

Fiir viele Systeme & geniigt der zweite Schritt. Ist nimlich & abgeschlossen
unter endlichen nichtleeren Durchschnitten positiver Linge und gilt X = U &,
soistdie von ¥ erzeugte Topologie U einfach die Menge aller Vereinigungen von
Mengen in &:

U= (U |V cPu{D,X}} = (U¥|¥cP)

Neben dieser mengentheoretischen Konstruktion ist die Konstruktion mit
Hilfe von metrischen Riumen besonders bedeutsam:

Definition (von einer Metrik erzeugte Topologie)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei

AU = {Uc X | Uistoffenin (X, d)}.
Dann heifit U die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X.

Die von einer Metrik d erzeugte Topologie U ist die von
g = (Ui | xeX, >0} < PX)

erzeugte Topologie auf X. Der Frage, ob die Topologie U eines vorliegenden to-
pologischen Raumes (X, AU) von einer Metrik stammt, gehen wir spiter nach.
Viele Begriffe, die wir fiir metrische Riume eingefithrt haben, wurden mit
Hilfe der offenen Mengen definiert oder lassen sich auf offene Mengen zuriick-
fithren. Wir konnen sie deswegen fiir topologische Riume tibernehmen:

Ubertragung der Begriffe
Ist (X, W) ein topologischer Raum, so sind die folgenden Begriffe wie fiir
metrische Riume definiert:

Umgebung, abgeschlossene Menge, Hiufungspunkt, Inneres, Abschluss,
Rand, Fs- und Gg-Menge, Zusammenbang, dicht, separabel, Basis.

Genuin metrische Begriffe wie
Abstand, Durchmesser, Cauchy-Folge, Vollstindigkeit

stehen dagegen im Allgemeinen nicht zur Verfiigung. Eine topologische Formu-
lierung des Limesbegriffs fiir Folgen besprechen wir unten.

Ist (X, W) ein topologischer Raum, so ist ein % < U nach Definition genau
dann eine Basis, wenn jede offene Menge eine Vereinigung von Mengen in % ist.
Aquivalent hierzu ist, dass % die Topologie U erzeugt. Das System 3 in der zwei-
stufigen Erzeugung ,,von ¥ nach % nach U ist also eine Basis von U.



2.4 Topologie metrischer Riume
Beispiele
(1) Wir betrachten die Menge R. Das Mengensystem
B = {la,b[[a,beR}
ist eine Basis der euklidischen Topologie auf R. Gleiches gilt fir
€ = {]a,b[|a,beQ}.
(2) SeiX =R - Q die Menge der irrationalen Zahlen. Dann ist
B = {]a,b[nX]|abe@}

eine Basis der euklidischen Topologie auf X. Fiir alle a <b in  gilt

la,b[ n X = [a,b] n X' = X - (]-eo,a[ U ]b, e [).
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Damit ist jedes B € % abgeschlossen. Der Raum besitzt also eine Basis

aus Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind.
(3) Wir betrachten erneut die Menge R, nun aber das System

B = {[ab[|abeR}

der nach rechts halboffenen beschrinkten Intervalle. & ist abgeschlos-

sen unter endlichen Durchschnitten und es gilt U% = R. Damit ist
AUy = {UcR | Uisteine Vereinigung von Intervallen [a, b[ }

die von & erzeugte Topologie. Sie heifit die (nach rechts) halboffene
Topologie auf R. In dieser Topologie sind zum Beispiel die Mengen

[0,1[, [0,1][ U [2,3[, [0,1[ U [2,3[ U ... U [2n,2n+1[ U

]_ooab[ = Ua<b[a’b[’ [a’oo[ = Ub>a[a’b[
offen. Weiter ist auch jede euklidisch offene Menge offen, da
Ja,b[ = Uccpaple,b[ fiirallea,be RU{ oo, o0 }.

Die halboffene Topologie ist also eine Erweiterung (oder Verfeine-
rung, wie man sagt) der euklidischen Topologie. Fiir alle a < b gilt

[a,b[ = R - (]_oo,a[ o [baoo[)v

sodass also jedes Intervall [a, b[ nicht nur offen, sondern auch abge-

schlossen ist.

ceey

4) Firjede Menge X erzeugt B = {{x} | xe X} die Topologie U = P(X)

auf X. Sie stimmt mit der von der diskreten Metrik auf X erzeugten

"Topologie tiberein und heifit die diskrete Topologie auf X.

(5) Firjede Menge X erzeugt & = { & } die Topologie U = { &, X }. Das

System & = { X'} ist eine Basis dieser Topologie.
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Metrisierbarkeit von topologischen Riumen

Wir gehen nun der Frage nach, welche topologischen Riume von einer Metrik
herkommen.

Definition  (Metrisierbarkeit)
Ein topologischer Raum (X, UW) heifit metrisierbar, falls eine Metrik d auf X
existiert, sodass AU die von d erzeugte Topologie ist. Eine derartige Metrik d
heifit kompatibel mit der Topologie U.

Bei einer metrisierten Topologie stehen zusitzlich zu den topologischen Be-
griffen auch alle metrischen Begriffe zur Verfiigung. Die Weite und Bedeutung
der metrischen Ridume wird durch den folgenden tiefen Satz erkennbar, den wir
hier ohne Beweis angeben.

Satz  (Metrisierbarkeitssatz von Urysobn) PN ¢
Sei (X, W) ein topologischer Raum mit: 7AW N .
(a) (X, ) besitzt eine abzihlbare Basis. / N
(b) Fiir alle x € X ist { x } abgeschlossen. I\\ )
(c) Fiir alle x € X und offenen U mit R R e ’
x € U gibt es ein offenes V mit T -7
x€Vundcl(V) cU. Illustration der dritten

Dann ist (X, W) metrisierbar. Bedingung im Satz von Urysohn

Das Ergebnis ist modulo der ersten Bedingung optimal, denn in jedem metri-
schen Raum gelten (b) und (c). Uberraschend ist, dass die Bedingung (a) nicht
durch die Separabilitit von (X, U) ersetzt werden kann. Dies zeigt:

Beispiel: Nichtmetrisierbarkeit der halboffenen Topologie
Der topologische Raum (R, AU;,) ist separabel, besitzt aber keine abzihlbare
Basis. Insbesondere ist (R, ;) nicht metrisierbar.

Zum Beweis beobachten wir, dass @ dicht in (R, U )) ist, da jedes Intervall
[a, b[ mita <b eine rationale Zahl enthilt. Ist % < U, abzihlbar, so gibt es
wegen der Uberabzihlbarkeit von R ein a € R mit a # inf(B) fiir alle B € %&.
Dann gibt es aber kein B € B mit B ¢ [a,a + 1[ und a € B. Also ist B keine
Basis des Raumes. Damit ist (R, U ) nicht metrisierbar, denn in metrischen
Réiumen impliziert die Sparabilitit die Existenz einer abzihlbaren Basis.

In (X, U )) gelten dagegen (b) und (c) im Satz von Urysohn. Denn fiir alle
x € Rist { x } abgeschlossen (da A die euklidische Topologie enthilt),
und ist U offen mitx € U, so gibtesa<bmitx € [a,b[=cl([a,b)) c U
(denn jedes Intervall [a, b[ ist offen und abgeschlossen in AU ).



2.4 "Topologie metrischer Riume 205

Die topologische Stetigkeit, IT

Die Stetigkeit einer Funktion in einem Punke ldsst sich in topologischen Riu-
men mit Hilfe von Umgebungen formulieren:

Definition (stetige Abbildung zwischen topologischen Riumen)
Eine Abbildung f: (X, U) — (Y, V) zwischen zwei topologischen Riumen
heifit szetig in einem Punkt p € X, wenn das Urbild jeder Umgebung von
f(p) in Y unter f eine Umgebung von p in X ist.

Die topologischen Formulierungen (b) - (e) der Stetigkeit einer Funktion in
allen Punkten haben unverindert Giiltigkeit (vgl. den Satz in ,, Topologische
Stetigkeit” oben). Weiter gentigt es, offene Basis-Mengen zu betrachten: Ist B
eine Basis von ¥, soist f: (X, W) — (Y, V') genau dann stetig in p € X, wenn
das Urbild jedes V € % mit f(p) € V eine Umgebung von p in (X, W) ist.

Ein Analogon zu Limesstetigkeit gilt dagegen im Allgemeinen nicht mehr.
Wir diskutieren dies im folgenden Ausblick.

Beispiele
1) Istf: (X, U) — (Y, V) konstant, so ist f stetig (denn aufgrund der
Konstanz gilt [ V]e{@, X} firalle VeV, und {@, X} cUW).

(2) Sind U, V" Topologien auf einer Menge X, so ist die Identitit
id: X, U) — (X, V) genau dann stetig, wenn V" < U.

(3) Seien AUy und AU die nach rechts halboffene bzw. euklidische Topologie
auf R. Weiter seien f : R — Rund p € R. Dann sind dquivalent:

@@ f:[R,UH) — (R, W) ist stetig in p.

(b) lim, |, f(x) = f(p) (unter der euklidischen Metrik).

(Der Beweis erfolgt nach dem iiblichen Muster und kann dem Leser
tiberlassen bleiben.) Damit ist zum Beispiel 1p : (R, U)) — (R, W)
stetig fiir P = [0, 1[, aber unstetig fiir P = [0, 1], ]0, 1], 10, 1[.

(4) Sei X eine Menge, und sei
AU = {T} u{UcX]|X-Uistendlich }.

Dann ist (X, W) ein topologischer Raum. U heifit die koendliche Topologie
auf X. Hier sind aufier X genau die endlichen Mengen abgeschlossen.
Sind X, Y Mengen, so ist ein nichtkonstantes f: X — Y unter den
koendlichen Topologien auf X und Y genau dann stetig, wenn f fast
injektiv ist, d.h., wenn f ' [{ y }] fiir alle y € Y endlich ist. Denn dies ist
gleichwertig zur Endlichkeit der Urbilder endlicher Teilmengen von 'Y,
sodass die Charakterisierung ,,die Urbilder abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen® der Stetigkeit die Behauptung liefert.
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Ausblick: Konvergenz in topologischen Riumen

Die Definition ,,lim, x, = x* in metrischen Riumen macht durch ,,d(x, x,) < £“
von der Metrik gebraucht. Der Einsatz der Metrik lisst sich jedoch vermeiden:

Definition (topologische Grenzwertdefinition fiir Folgen)
Sei (X, W) ein topologischer Raum. Dann konvergiert eine Folge (x,,), ¢ n in
X gegen ein x € X, falls gilt:

Fiir jede Umgebung U von x gibt es ein ng, sodass x, € U fiir alle n > ny.
(topologische Konvergenzbedingung)

Wir schreiben wieder lim,, x, = x, halten aber fest, dass ein Limes einer Folge
in einem topologischen Raum nicht immer eindeutig bestimmt ist. In der trivia-
len Topologie { &, X } auf einer beliebigen Menge X konvergiert zum Beispiel
jede Folge (x,),enin X gegen jedesx € X. Dennistx € X, soist X die einzige Um-
gebung von x. Die Eindeutigkeit des Grenzwerts einer Folge gilt jedoch fiir die
folgende grofie Klasse von topologischen Riumen:

Definition (Hausdorfj-Raum,)
Ein topologischer Raum (X, W) heifit ein Hausdorff-Raum und U eine
Hausdorff-Topologie auf X, falls gilt:

Firallex,ye X gibtesU,Ve Umitxe U,ye VundUNnV=0.
(Hausdorffsche Trennungseigenschaft)

Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum. Umgekehrt kann die Tren-
nungseigenschaft manche €/2-Argumente ersetzen. Dass je zwei verschiedene
Punkte disjunkte Umgebungen besitzen gentigt zum Beispiel fiir die Eindeutig-
keit des Grenzwerts und dafiir, dass jede Einermenge { x } abgeschlossen ist.

Beispiele
(1) Die Topologie U auf R ist Hausdorffsch, da fiir alle a <b in R die
Intervalle [a, b[, [b, b + 1 [ disjunkte offene Mengen sind. Eine Folge
(Xp)nen in R konvergiert genau dann gegen x, wenn in jedem Intervall
[x, x + g[ fast alle Folgenglieder liegen. Dies ist zum Beispiel der Fall,
wenn (X,), « y monoton fallend gegen x konvergiert. Dagegen konver-
giert zum Beispiel (- 1/n),, > nicht gegen 0 in dieser Topologie.

(2) Sei X eine unendliche Menge, und sei U die koendliche Topologie
auf X. Ist (x,), e eine injektive Folge in X und x € X beliebig, so gilt
lim, x, = x, denn aufierhalb jeder offenen Umgebung U von x liegen
nur endlich viele Glieder der Folge, da X - U endlich ist. Die Topo-
logie U ist nicht Hausdorffsch, da fiir alle x,y € X offene U, V mit
x € U, y € Vunendlich sind und also fiir x #y nicht disjunkt sein kénnen.
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(3) Sei X eine Menge und
U ={D} U {UcR | R-Uistabzihlbar }

die koabzdiblbare Topologie auf X. Gilt lim, x, = x in (X, W), so ist die
offene Menge U = R - {x, | x, # x} eine Umgebung von x. Also gibt
es ein ng mit x, € U fur alle n > ny. Dann gilt aber x,, = x fiir alle n 2 ng
nach Definition von U. Da schliefilich konstante Folgen in jeder Topo-
logie konvergieren, sind die konvergenten Folgen in (X, AU) also genau
die schliefilich konstanten Folgen. Die Topologie U ist nicht Haus-
dorffsch, wenn X iiberabzihlbar ist.

Von den metrischen Riumen sind wir die Aquivalenz der Umgebungsstetig-
keit und der Limesstetigkeit gewohnt. Fiir beliebige topologische Riume impli-
ziert die Limesstetigkeit im Allgemeinen nicht mehr die Stetigkeit:

Beispiel
Seien U und U, die koabzihlbare bzw. euklidische Topologie auf R. Dann
istid: (R, W) — (R, WU,y nicht stetig, da zum Beispiel ]0, 1[ = id'qo, 1]
nicht offen in U ist. Die Limesstetigkeit gilt, da konvergente Folgen in
(R, ) schliefflich konstant sind.

Bemerkenswerterweise gibt es aber eine Verallgemeinerung der Limesstetig-
keit, die punktweise dquivalent zur topologischen Stetigkeit ist (entdeckt von
Eliakim Moore und Herman Smith 1922). Hierzu wird die Index-Menge N einer
Folge (x,),en durch allgemeinere Strukturen ersetzt:

Definition (gerichtete Menge)
Sei I eine Menge, und sei < eine reflexive und transitive Relation auf I.
Dann heifit (I, <) gerichtet, falls fiir alle 1,j € I ein k € I existiert miti,j <k.
Gilti<jin I, so sagen wir auch, dass j nach i in I kommt.

Damit definieren wir nun:

Definition (Netz)
Seien X eine Menge und (I, <) gerichtet. Dann heifit eine I-Folge (x;); 1 in
X ein Netz in X.

Die topologische Konvergenzbedingung fiir Folgen lisst sich nun ganz analog
fir Netze formulieren:

Definition (Konvergenz eines Netzes)
Sei (X, U) ein topologischer Raum. Ein Netz (x;); c 1 in X heifit konvergent
gegen ein x € X in (X, AW), falls gilt:

Fiir jede Umgebung U von x existiert ein iy, sodass x; € U fiir alle 1 > .
(Konvergenzbedingung fiir Netze)
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Die Eindeutigkeit eines Netz-Grenzwerts ist erneut nur dann gewihrleistet,
wenn (X, U) ein Hausdorff-Raum ist.

Beispiel
Sei (X, W) ein topologischer Raum, und sei p € X. Sei

I = {UeU|peU}

die Menge der offenen Umgebungen von p. Dann ist (I, D) gerichtet. In I
kommt ein U nach einem V, wenn U eine Teilmenge von V ist. ,,Spitere®
Elemente sind also kleiner, und ,,ab U,“ bedeutet ,fiir alle U < Uy“.

Ist nun (xy)yeg ein Netz in X mit xy € U fiir alle U € I, so gilt

thEIXU = Pp.

Denn fiir jede Umgebung N von p existiert ein U € I mit Uy € N, und
dann gilt xy € N fiir alle U € I nach Uj. Es gilt also xy € N ab U,

Die Netze dieses Beispiels spielen eine wichtige Rolle im folgenden Beweis.

Satz  (Aquivalenz der topologischen Stetigkeit und der Netzstetigkeit)
Seif: (X, U) — (Y, V), und sei p € X. Dann sind dquivalent:

(a) fiststetigin p.
(b) Fiir jedes Netz (x;); 1 in X gilt:

limielxi =p zmplzzzer[ limiel f(Xl) = f(p)

Beweis
(a) impliziert (b):
Sei (x;);c 1 ein Netz in X mit lim; .| x; = p. Weiter sei V € ¥ mit f(p) € V.
Da f stetig in p ist, gibt es ein U € U mit p € U und f(x) € V fir allex e U.
Wegen lim; .1 x; = x gibt es dann ein iy € I mitx; € U fiir alle i > i,.
Dann gilt aber f(x;) € V fiir alle 1 2 ij. Dies zeigt, dass lim; .| f(x;) = f(p).

(®) impliziert (a):
Annabme, f ist nicht stetig in p. Dann existiert ein V € V', sodass fiir alle
U e Umitp e Uein xy € U existiert mit f(xy) ¢ V. Dies definiert ein
Netz (xy)yer in X mit I wie im Beispiel oben. Dann gilt limy . xy = p
und nach (b) also limy. 1 f(xy) = f(p). Also existiert ein Uy € I, sodass
- sodass f(xy) € V fiir alle U ¢ Uy, im Widerspruch zur Definition von xy.

Auch andere Limesformulierungen der Theorie der metrischen Ridume lassen
sich verallgemeinern. So gilt zum Beispiel: Ist (X, U) ein topologischer Raum, so
istein A ¢ X genau dann abgeschlossen, wenn fiir jedes Netz in A, das in (X, W)
gegen ein x € X konvergiert, gilt, dass x € A. Die abgeschlossenen Mengen in to-
pologischen Riumen sind also genau die Mengen, die abgeschlossen unter der
Konvergenz von Netzen sind.
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In diesem Kapitel lernen wir einen neuen topologischen Grundbegriff kennen,
den der Kompaktheit. Er ist aufgrund seines abstrakten mengentheoretischen
Charakters zwar etwas gewohnungsbediirftig, aber es lisst sich mit ihm nach
kurzer Zeit sehr elegant argumentieren. Wir betrachten zunichst kompakte
Teilmengen des Kontinuums und erhalten so einen hoheren Einblick in die to-
pologische Natur der Intervalle [a, b] und der besonderen Eigenschaften der
stetigen Funktionen auf diesen Intervallen. Im nichsten Kapitel betrachten wir
dann kompakte Mengen in allgemeinen metrischen Riumen.

Uberdeckungen

Wir beginnen mit einer abstrakten, dabei aber einfachen Definition.

Definition (Uberdeckung)
Sei P c R, und sei U ¢ P(R), d. h., U ist eine Menge von ‘Teilmengen von R.
Dann heifit W eine Uberdeckung von P, falls gilt:

PcUWU = {x|esgibteinUeUmitxe U}.
Eine Uberdeckung U von P heifit offen, falls jedes U e U offen ist.

Ein Mengensystem A ist also eine Uberdeckung von P, falls jedes Element von
P in mindestens einer Menge des Systems als Element enthalten ist. Die Mengen

in U miissen dabei nicht paarweise disjunkt sein.
Einige allgemeine Eigenschaften von Uberdeckungen sind:

(4) Jedes U c P(R) ist eine Uberdeckung von U .

(5) IstU eine Uberdeckung von P, und sind % 2 U und Q c P, so ist ¥ eine
Uberdeckung von Q.

(6) IstU eine Uperdeckung von P und ¥ eine Uberdeckung von Q, so ist
AU UV eine Uberdeckung von P U Q.

(7) {P}isteine Uberdeckungvon P,daP = U {P}.

(8) Jedes U ¢ P(R) ist eine 'Uberdeckung von @, da @ < U . Insbesondere
sind @ und { &} offene Uberdeckungen von &.
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Beispiele fiir offene Uberdeckungen )
(1) Fuarallee>0ist{Ugq) | q € Q} eine offene Uberdeckung von R.
Allgemeiner gilt dies, wenn @ durch eine dichte Menge ersetzt wird.

(2) Istf:R — Rstetigund e>0,soist U = (f'U.@)] | yeR} eine
offene Uberdeckung von R. Allgemeiner gilt: Ist ¥ eine offene Uber-
deckung von R, so auch U = { IV | Ver).

o—— o U,

0

U ={Uy, ..., Ug }ist eine Uberdeckung des abgeschlossenen Einheitsintervalls
[0, 1] mit endlich vielen offenen Intervallen. Auch AU - { U; } ist eine Uberdek-
kung, das Intervall Uj ist in diesem Sinne also tiberfliissig.

Wir werden sehen, dass viele offene Uberdeckungen einen unnétigen Ballast
beinhalten. Hierzu definieren wir:

Definition (endlich reduzierbar; endliche Teiliiberdeckung)
Sei U eine Uberdeckung von P. Dann heifit W endlich reduzierbar (bzgl. P),
falls Uy, ..., U, € U existieren mit

PcU u..ulU,.

Die Menge { Uy, ..., U, } heifit dann eine endliche Teiliiberdeckung von P in .

O—OU7

o——0
Us

o——o U WU ={U;, U, Us, ... }
o—o U, ist eine nicht endlich
o—o U, reduzierbare offene
o———o U, Uberdeckung von [0, o[

o———— o U,

0
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Offene Uberdeckungen kompakter Intervalle

Ein instruktives Beispiel zur Reduzierbarkeit einer offenen Uberdeckung lie-
fert, gegeben ein € > 0, die offene Uberdeckung

U = {Ue) | qe[0,1]1 n Q}

von [0, 1]. Diese Uberdeckung ist endlich reduzierbar. Denn seir € 10,e] n Q
und n derart, dass nr < 1 und (n + 1)r > 1. Dann gilt

[0,1] € U.0) U U,(r) U U,2r) U ... U Uy(nr.

Also ist { Ug(0), ..., Ug(nr) } < U eine endliche Teiliibberdeckung von U. Liegt
die Reduzierbarkeit von A in diesem Beispiel an der Wahl der Uberdeckung
A oder an der Natur des abgeschlossenen Intervalls [0, 1]? Uberdecken wir
das offene Intervall ]0, 1[ wie im folgenden Diagramm dargestellt durch

Y = {Vy,|n=21} mit V, = ]0,n/(n+1)[ furallen>1,

so ist ¥ nicht endlich reduzierbar.

o Vi
o V;
o Vyu

o V;

OVZ

o V,

0
1

S Q0 0 0 0 O O O

V ={V,, V,, Vs, ... }ist eine nicht endlich reduzierbare offene Uberdeckung von |0, 1.

Der Leser mége nun versuchen, eine offene Uberdeckung von [0, 1] zu konstru-
ieren, die nicht endlich reduzierbar ist. Er wird sehen, dass die beiden Rand-
punkte 0 und 1 des Intervalls bei dieser Aufgabe eine grofie Rolle spielen. Wir
miissen diese beiden Punkte in unserer Konstruktion durch offene Mengen
iberdecken, wodurch Limesanniherungen wie in " endlich reduzierbar werden.
Und so sehr wir uns winden und Limespunkte verlagern und die Komplexitit der
Uberdeckung erhohen: Es klappt nicht. Immer erhalten wir eine offene Uber-
deckung von [0, 1], die endlich reduzierbar ist. Warum es nicht klappen kann,
zeigt der folgende Beweis.
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Satz  (offene Uberdeckungen kompakter Intervalle) )
Seien a,b € R mit a <b, und sei U eine offene Uberdeckung von [a, b].
Dann ist U endlich reduzierbar.

Beweis
Wir setzen:

S = {xe[a,b] | Wisteine endlich reduzierbare Uberdeckung von [a, x] }.

Wir zeigen, dass b € S gilt. Wegen a €S ist S eine nichtleere Teilmenge der
beschrinkten Menge [a, b], also existiert

s = sup(S) € [a,b].

Seinun U € U mits € U. Da s das Supremum von S und U offen ist, gibt es
ein x € S mit [x, s] € U. Wegen x € S existieren Uy, ..., U, € U mit

[a,x] c U u..uU,.
Wegen [x, s] € U ist dann aber
[a,s] c U u..ulU ul,

und damitists € S nach Definition von S. Weiter gilt s = b, da sonst
[a,s+e] cUju...u U, uU fiir ein € > 0 mit s + € < b gelten wiirde,
— im Widerspruch zu s = sup(S). Also ist b € S, woraus die Behauptung folgt.

Der topologische Kompaktheitsbegriff

Motiviert durch obige Uberlegungen definieren wir:

Definition (kompakt)
Ein C c R heifit (ropologisch) kompakt, falls gilt:

Jede offene Uberdeckung von C ist endlich reduzierbar.

Der obige Satz besagt gerade, dass die kompakten Intervalle [a, b] in R auch
kompakt im Sinne dieser topologischen Definition sind.

Die Definition der Kompaktheit hat den Typus ,, ¥V 3“. Zum Nachweis der
Kompaktheit einer Menge C betrachtet man eine beliebige offene Uberdeckung
A der Menge C und zeigt, dass endlich viele Elemente von AU geniigen, die
Menge C zu tiberdecken. Weif§ man dagegen, dass C kompakt ist, so lisst sich
jede offene Uberdeckung von C endlich reduzieren. Man kann also Eigenschaf-
ten von C nachweisen, indem man eine geeignete offene Uberdeckung 9l von C
konstruiert und dann verwendet, dass U endlich reduzierbar ist. Die Kompakt-
heit bringt in dieser Weise einen ganz neuen Argumentationstyp ins Spiel.
Durch die endliche Reduzierbarkeit erhalten kompakte Mengen den Charakter
endlicher Mengen.
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Ein Blick auf die Definition zeigt, dass jede endliche Menge kompakt ist. Wei-
ter ist eine endliche Vereinigung kompakter Mengen kompakt, da die Vereini-
gung von endlich vielen endlichen Mengen wieder endlich ist. Dagegen ist N
nicht kompakt, da U = { U /,(a) | a € N} eine offene Uberdeckung von N ist, die
nicht endlich reduzierbar ist. Varianten der Konstruktion der obigen Uberdek-
kung ¥ von ]0, 1[ liefern, dass alle Intervalle Ja, b[, [a, b[, ]a, b] mita <b nicht
kompakt sind. Auf der positiven Seite kénnen wir vermelden:

Satz  (abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen)
Sei C ¢ R kompakt, und sei A ¢ C abgeschlossen. Dann ist A kompakt.

Beweis
Sei AL eine offene Uberdeckung von A. Da A abgeschlossen ist, ist V= R - A
offen, und damit ist U U { V } eine offene Uberdeckung von C. Also gibt es
Uy, ..., U, € U mit

CcU u...ul,uV.
Wegen ANV = und A c Cist dann aber
—AcU vu..ulU,.

Damit sind alle abgeschlossenen Teilmengen eines Intervalls [a, b] kompakt.
Beispielsweise ist die Cantor-Menge C c [0, 1] kompakt.
Zur Hlustration der Kompaktheitsargumentation zeigen wir noch einmal:

Satz  (Satz von Bolzano-Weierstrafs)
Jede unendliche beschrinkte Teilmenge von R besitzt einen Haufungs-
punkt.

Beweis
Sei P eine beschrinkte Teilmenge von R, die keinen Haufungspunkt besitzt.
Wir zeigen, dass P endlich ist. Nach Voraussetzung gilt P’ = &  P. Also ist
P eine abgeschlossene Teilmenge eines Intervalls [- n, n] und damit
kompakt. Da P keinen Hiufungspunkt besitzt, existiert fiir alle p € P eine
offene Umgebung U, von p mit

@ U, n P = {p).

Dannist U = { U, | p € P } eine offene Uberdeckung von P. Also existieren
Pty -+ Pn € P mit

P c Upl J ... U Upn.
— Nach (+)istdann P = {py, ..., p, }.

Der Leser vergleiche dieses Argument mit dem urspriinglichen Beweis der
wiederholten Halbierung von Intervallen!



214 2. Abschnitt Topologische Grundbegrifte

Charakterisierung der kompakten Teilmengen von R

Die kompakten Teilmengen der reellen Zahlen besitzen eine tiberraschend
einfache Charakterisierung. Das Argument des folgenden berithmten Satzes
wird von der Kompaktheit der Intervalle [a, b] getragen. Wir miissen nur noch
einige Beobachtungen hinzufiigen.

Satz  (Satz von Heine-Borel)
Sei C ¢ R. Dann sind dquivalent:

(a) Cist kompakt.
(b) Cistabgeschlossen und beschrinkt.

Beweis
(a) impliziert (b): Sei also C kompakt. Zum Beweis der Abgeschlossenheit

von C sei p ein Hiufungspunkt von C. Wir zeigen, dass p € C. Hierzu
betrachten wir

VT = {R - cl(U) | Uisteine Umgebung von p }.

% ist eine offene Uberdeckung von C - { p }, die bzgl. C - { p } nicht
endlich reduzierbar ist: Wire C-{p}c(R-cl(U)u... R -cl(U,))
mit Umgebungen Uy, ..., U, von p,sowire Cn(U;n...nU,) = {p},
also p kein Hiufungspunkt von C. Da C kompakt und C - { p } nicht
kompaktist, gilt C # C - {p } und damitp € C.

Zum Beweis der Beschrinktheit von C betrachten wir ein beliebiges
p € R und die offene Uberdeckung

V' ={Uyp) [n=1}
von C. Aufgrund der Kompaktheit von C gibtes n; < ... < ny mit
CcU,p v ..vlU,p = Uy,p:
Also ist C beschrinkt.

(&) impliziert (a): Die Aussage ist klar fiir C = &. Sei also C # &, und seien
a = inf(C), b = sup(C).

Dann ist C eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge [a, b]
- und damit kompakt nach dem obigen Satz.

Der Beweis von ,,(a) impliziert (b)“ zieht keine speziellen kompakten Mengen
heran. Dagegen beruht die andere Implikation wesentlich auf der Kompaktheit
der abgeschlossenen Intervalle in R.



5. Kompaktheitin R 215

Stetige Bilder kompakter Mengen

Der Extremwertsatz von Weierstrafi, den wir in Band 1 fiir kompakte Inter-
valle [a, b] bewiesen hatten, lisst sich sehr elegant durch Reduzierung offener
Uberdeckungen beweisen. Wir zeigen stirker und mit neuen Argumenten:

Satz  (Kompakte Bilder und Annabme von Maximum und Minimum)
Sei C c R kompakt, und sei f: C — R stetig. Dann ist f[ C] kompakt.
Ist also C # &, so nimmt f ihr Minimum und ihr Maximum an.

Beweis )
Sei AU eine offene Uberdeckung von f[C]. Aufgrund der Stetigkeit von f
gibt es fiir alle U € 9L ein offenes U* ¢ R mit f~'[U] = U* n C. Damit ist

ar = {U* | UeU}
eine offene Uberdeckung von C. Also existieren Uy, ..., U, € U mit
CcUfu..uUn

Dann ist aber f{[C] c U; U ... U U, und damit U endlich reduzierbar.
Also ist {[ C] kompakt und damit abgeschlossen und beschrinkt. Ist also

- C#,s0gilt f[C] # D und inf(f[C]), sup(f[C]) € {[C].

Kurz:
Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion ist kompakt.
Die Funktionenf: R — Rund g:[1, e[ — Rmit
fx) = 0, gx) = 1/x firallex

zeigen dagegen, dass stetige Bilder offener Mengen nicht offen und stetige Bilder
abgeschlossener Mengen nicht abgeschlossen sein miissen. Aufgrund des Satzes
von Heine-Borel sind stetige Bilder abgeschlossener beschrinkter Mengen ab-
geschlossen (und beschrinkt), sodass die Unbeschrinktheit des Definitionsbe-
reichs unvermeidbar fiir ein Gegenbeispiel wie g ist.

Zusammen mit dem topologischen Beweis des Zwischenwertsatzes haben wir
also neu bewiesen, dass eine stetige Funktion ein kompaktes Intervall auf ein
kompaktes Intervall abbildet: Die Stetigkeit erhilt den Zusammenhang, sodass
ein stetiges Bild von [a, b] ein Intervall ist. Da auch die Kompaktheit erhalten
bleibt, ist das Bildintervall kompakt, also von der Form [c,d]. Eine stetige Funk-
tion kann [a, b] dehnen, stauchen, falten und kompliziert ,verkneten, aber nicht
zerreifien, nicht unendlich dehnen und auch kein Bild erzeugen, das seine Rand-
punkte nicht enthalten wiirde. Die Randpunkte a, b kénnen ins Innere des Bildes
wandern, aber dann werden gewisse Punkte a’, b’ € ] a, b[ zu Randpunkten des
Bildes. Das Gleiche gilt auch fiir eine kompakte Menge C c R, die kein Intervall
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ist. Auch hier ist kein stetiges Bild f[ C] mit einem ,abgefeilten Rand“ méglich,
denn da [ C] kompakt und damit abgeschlossen ist, gilt cI(f[C]) c f[C].
Aus der Kompaktheit stetiger Bilder erhalten wir:

Korollar  (Homdiomorphiesatz fiir R)
Seien C ¢ R kompakt, D c Rund f: C — D stetig und bijektiv. Dann ist
f':D — C stetig.

Beweis
Seig= 1L IstAcC abgeschlossen, so ist A kompakt, also f[A] = g'1 [A]
kompakt. Also sind die Urbilder abgeschlossener Mengen unter g

— abgeschlossen, sodass g stetig ist.

Zwei metrische oder allgemeiner topologische Riume heifien homisonorph,
wenn es eine stetige Bijektion zwischen diesen Rdumen gibt, deren Umkehrab-
bildung ebenfalls stetig ist. Die Rdume sind dann aus topologischer Sicht gleich.
Dies erklirt die Namensgebung des Satzes: Ist der Definitionsbereich kompakt,
so ist die Umkehrabbildung automatisch stetig. Dass dies nicht immer der Fall
ist, hatten wir in der Kreisaufwicklung f: [0, 2n[ — K schon gesehen (vgl. 2.3).
Aber auch fiir R gibt es Gegenbeispiele:

Beispiel
Seif:[0,1]U]2,3] — [0,2] die Funktion mit
~ X, falls x€[0,1],
feo = { x-1,  falls xe]2,3].

Dann ist f stetig und . .

bijektiv, aber f " ist

unstetig im Punkt 1. f
Die Funktion f erhilt

Nibhe, fithrt aber neue
Nihebeziehungen ein,
indem sie den Punkt 1
an das Intervall | 2, 3] heranfiihrt oder anklebt.

Ist der Definitionsbereich jedoch ein Intervall, so ist die Umkehrabbildung
auch im nichtkompakten Fall automatisch stetig:

Satz  (Homoomorphiesatz fiir reelle Intervalle)
Seien I c R ein Intervall, J c Rund sei f: I — ] stetig und bijektiv. Dann
ist J ein Intervall und f' : ] — R stetig.

Beweis
Da I zusammenhingend und f stetig ist, ist J zusammenhingend und also ein
— Intervall. Die Bijektion f ' : ] — Tist wie f streng monoton und also stetig.



5. Kompaktheitin R 217

Wiihrend der erste Hom6omorphiesatz auf der Kompaktheit des Definitions-
bereichs beruht, so beruht der zweite Satz auf dem Zusammenhang des Definiti-
onsbereichs und der linearen Struktur von R. Die Kreisaufwicklung zeigt, dass
der Zusammenhang des Definitionsbereichs einer stetigen Bijektion fiir die Ste-
tigkeit der Umkehrfunktion im Allgemeinen nicht geniigt.

Es ist instruktiv, unsere Ergebnisse auf die Cantor-Menge anzuwenden.

Satz  (stetige Funktionen auf der Cantor-Menge)
Fiir die Cantor-Menge C c [0, 1] gilt:

(a) Es gibt keine stetige Surjektion f : C — ]0, 1[. Gleiches gilt fiir
fiir die Wertebereiche |0, 1]und [0, 1.

(b) Es gibt keine stetige Bijektion f : C — [0, 1].
(c) Esgibteine stetige Surjektion f : C — [0, 1] mit den Eigenschaften:
(i) Jedesy € [0, 1] besitzt hochstens zwei Urbilder unter f.

(i) DieMenge{ae C| esgibteinb=amitf(a)=1(b)}istabzihlbar.

Beweis
zu (a):
Die Intervalle ]0, 1[,]0, 1] und [0, 1[ sind nicht kompakt und damit
keine stetigen Bilder von C.

zu (b):
Wire f: C — [0, 1] stetig und bijektiv, so wire f ' : [0, 1] — C stetig
nach dem Homéomorphiesatz. Da [0, 1] zusammenhingend ist, wire
also auch C zusammenhingend, was nicht der Fall ist.

zu (¢):
Seig:[0,1] — [0, 1] die Teufelstreppe (vgl. 2.1), und sei f = g|C.
Dannistf: C — [0, 1] stetig und surjektiv. Fiir alle a,b € [0, 1] mit
a <b gilt f(a) = f(b) genau dann, wenn [a, b] ein Drittelintervall der
- Konstruktion von C ist.

0 173 2/3 1

Die stetige ,fast-injektive“ Surjektion f : C — [0, 1] in (c) kann man topolo-
gisch so beschreiben: Man identifiziert die Randpunkte der Drittelintervalle der
Konstruktion der Cantor-Menge. Im nichsten Abschnitt werden wir stetige Sur-
jektionen auf C, die Werte im R" annehmen, betrachten und zur Konstruktion
von Peano-Kurven verwenden (vgl. 3.1).
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Der Satz von Heine

Auch die automatische gleichmiflige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kom-
pakten Intervallen ist ein Kompaktheitsphinomen:

Satz  (gleichmifSige Stetigkeit, Satz von Heine)
Seif : C — R stetig und C kompakt. Dann ist f gleichmiflig stetig.

Beweis
Sei e > 0. Da f stetig ist, gibt es fiir alle p € C ein &(p) > 0 mit

) Vx,ye Uspy(p) N C [f(x) - f(y)| <e.
Wir iiberdecken nun C offen durch

U = {Uﬁ(p)/z(P) |peC}.

Da C kompakt ist, gibt es py, ..., p, € C mit

(++) Cc US(p1>/z(p1) UL v US(pn)/z(Pn)-
Nun ist

d = min; <y, 8(py)/2

wie gewiinscht, d. h., es gilt

Vx,ye C(|x-y| <8 — |[f(x) - f(y)] <¢).

Denn sind x,y € Cmit |x - y| <9, so gibt es nach (++) ein p e {py, ..., pn }
mit x € U, »(p). Wegen |x -y| <8 < 8(p)/2 gilt dann y € Uy, (p). Nach
— (#)istalso [f(x) - f(y)| < €.

Der Leser fithre sich noch einmal die urspriinglichen Argumente fiir den Ex-
tremwertsatz von Weierstrafy und den Satz von Heine fiir Definitionsbereiche
der Form [a, b] vor Augen. Fiir den Satz von Weierstrafy hatten wir eine gegen
das Supremum des Bildes von f konvergente Folge (y,,), < n und eine zugehorige
Urbildfolge (x,),cn unter f betrachtet und mit dem Satz von Bolzano-Weier-
straf) eine konvergente Teilfolge aus (x,), < n extrahiert, die aufgrund der Limes-
stetigkeit von f gegen eine Stelle konvergierte, an der f ihr Maximum annahm.
Im Beweis des Satz von Heine hatten einen Widerspruch erzeugt, indem wir die
Verletzung der gleichmifiigen Stetigkeit von f bezeugende Folgen (x,,),cn und
(x)n ey mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl zu konvergenten Teilfol-
gen reduzierten, an deren Grenzwert f nicht stetig sein konnte. Es ist kein Zufall,
dass der Satz von Bolzano-Weierstraf} die alten und die topologische Kompakt-
heit die neuen Beweise trigt. Wir werden diese Korrespondenz im folgenden
Kapitel genauer untersuchen.
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Ausblick: Charakterisierung der Riemann-Integrierbarkeit

Als weitere Anwendung des Kompaktheitsbegriffs beweisen wir nun die im
Ausblick zu 1.3 angegebene Charakterisierung der Riemann-integrierbaren
Funktionen mit Hilfe von Lebesgue-Nullmengen:

Satz  (Integrierbarkeitskriterium von Lebesgue)
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann sind dquivalent:

(a) fist Riemann-integrierbar.

(b) P = {xe[a,b] | fistunstetigin x}ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Wir verwenden die Kompaktheit des Intervalls [a, b] im Beweis von ,,(b) im-
pliziert (a)“.

Beweis
(a) impliziert () :

Fiir alle n sei p, die dquidistante Partition von [a, b] der Feinheit
(b -a)/2". Weiter seien g, = f}, und h,, = f [s)“ die der unteren bzw. oberen
Darboux-Summe von f bzgl. p,, zugeordneten Treppenfunktionen.
Dann konvergiert (g,,), y monoton wachsend gegen ein g und (h,),c n
monoton fallend gegen ein h. Es gilt g < f < h, und die Funktionen g
und h sind Riemann-integrierbar mit I(g) = I(f) = I(h). Wir betrachten
die Mengen

N = (xe[s,b] | g& <h®},

S = {xe[a,b] | fiststetiginx},

T = {te[a,b] | tistein Zerlegungspunkt einer Partition p,, }.
Dann gilt

[a,b] - N = {xe[ab]|g® =f® =h®} = SUT

Wegen I(h - g) =0 und h - g > 0 ist N eine Nullmenge: Denn ist
s:[a,b] — [0, e[ integrierbar mit I(s) = 0, so ist fiir alle n

M, = {x|skx = 1/2"}

eine Nullmenge, und damitist U, M,, = { x | s(x) >0 } eine Nullmenge.
Da die Menge T abzihlbar ist, ist T eine Nullmenge. Folglich ist auch
P =1[ab]-S c NuUT

eine Nullmenge.
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(®) impliziert (a):
Sei € > 0. Sei ¢ > 0 derart, dass |f| beschrinkt durch ¢/2 ist, sodass
also [f(x) - f(y)| < c fiir alle x,y € [a, b]. Da P eine Nullmenge ist,
gibt es offene Intervalle I, der Linge A, mit

Pc U,IL und X, A, < ZL

C

Fiir jedes p € S = [a, b] - P sei J;, ein offenes Intervall mit p € J, und

1fx) - f(y)| < ﬁ fiir alle x,y € J,.

Dann ist
U = {I,|neN} U {]J,|peS}

eine offene Uberdeckung von [a, b]. Da [a, b] kompakt ist, gibt es
ny, ..., und py, ..., p; € S mit

[a,b] c I, ..U, U], v..U]J,.

Sei (t)i <, die Zerlegung von [a, b], die durch die Intervallgrenzen
dieser endlichen Teiliiberdeckung definiert wird. Dann gilt
€ €

(#) Spf - s,f € — ¢ +

2c ooy 0T e

- Also ist f Riemann-integrierbar.

Der Leser, der tiber die Ungleichung (+) mit Hilfe einer Skizze nachgedacht
hat, wird dem Argument eine gewisse Eleganz nicht absprechen kénnen. Alle
Unstetigkeitsstellen von f liegen in sehr kleinen Intervallen der Partition, sodass
wir es uns leisten konnen, die Oszillation von f dort grob durch die Schranke ¢
abzuschitzen. In den anderen Teilen der Partition ist f stetig, und die Definition
der J,, garantiert, dass f dort kaum oszilliert.

Aus dem Satz erhalten wir: (1) jedes beschrinkte f: [a, b] — R mit hochstens
abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen ist Riemann-integrierbar. (2) Die Indika-
tor-Funktion der Cantor-Menge C ist Riemann-integrierbar. (3) Die Komposi-
tion g o f ist Riemann-integrierbar, wenn g stetig und f Riemann-integrierbar ist
(denn die Unstetigkeitsmenge von g o f ist eine Teilmenge derer von f).

Der Satz von Lebesgue ist ein schones Beispiel dafiir, wie der ,hohere Stand-
punkt” einen klaren Blick auf einen wichtigen, aus der Schule bekannten Begriff
der Mathematik erméglicht. Die Stufen, die hier zu nehmen sind, sind beacht-
lich: Man muss die genaue Definition des Riemann-Integrals kennen, mit den
Eigenschaften der approximierenden Treppenfunktionen vertraut sein, den Ste-
tigkeitsbegriff beherrschen und mit offenen Uberdeckungen argumentieren
kénnen. Und doch ist das Ergebnis insgesamt noch gut zuginglich.



6. Kompakte metrische Riume

Wir tibertragen den Kompaktheitsbegriff auf metrische Riume und untersuchen
stetige Funktionen auf diesen Riumen.

Kompaktheit in metrischen Riumen

Die Definition der Kompaktheit einer Menge reeller Zahlen verwendet ledig-
lich offene Mengen und keine speziellen Eigenschaften von R. Sie steht damit
unverindert fiir metrische und allgemeiner topologische Ridume zur Verfigung.
Wir konzentrieren uns hier auf die metrischen Riume, gehen am Ende aber auf
kompakte topologische Rdume noch kurz ein.

Definition (kompakte Teilmenge und kompakte Riume)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei C ¢ X. Dann heifit C komzpaks in
(X, d), falls jede offene Uberdeckung von C endlich reduzierbar ist, d. h.,
ist U eine Menge offener Teilmengen von X mit C = U A, so gibt es
Uy, ..., U, eUmitCc Uy u... uU,. Die Menge { Uy, ..., U, } heifit
dann eine endliche Teiliiberdeckung von C in U.

Der Raum (X, d) heifit kompakt, falls X kompakt in (X, W) ist.
Wie fiir das Kontinuum zeigt man:

Satz  (Eigenschaften kompakter Mengen in metrischen Raumen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

(a) Jede endliche Teilmenge von X ist kompakt.
(b) Eine endliche Vereinigung kompakter Mengen ist kompakt.

(c) Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist
kompakt.

(d) Eine kompakte Menge ist abgeschlossen und beschrinkt.

(e) Der Durchschnitt kompakter Mengen ist kompakt.

Wir werden dagegen gleich sehen, dass abgeschlossene und beschrinkte Teil-
mengen von X im Allgemeinen nicht mehr kompakt sind.
Aus der Abgeschlossenheit kompakter Mengen erhalten wir:
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Korollar  (Schachtelungsprinzip fiir kompakte Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und seien C, < X nichtleer und kompakt mit

CohoCo...2C, 2..

Dann gilt M, .y C, # @.

Beweis
Annahme, M,cn C, = @. Danniist U = { X - C,, | ne N} eine offene
Uberdeckung von C,. Folglich existiert ein n mit

CO = UkSn(X_Ck) = X - rijn(:k = X_Cm
— im Widerspruch zu C,, € Cyund C, # <.

Explizit halten wir fest:

Satz  (kompakte Teilriume)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei C < X. Dann ist C genau dann
kompakt in (X, d), wenn der Teilraum (C, d) kompakt ist.

Prinzipiell geniigt es also, kompakte Ridume zu untersuchen. Dennoch ist es oft
instruktiv, die kompakten Teilmengen eines Raumes zu bestimmen.

Beispiel
Sei X eine Menge, und sei d die diskrete Metrik auf X. Dann istein C c X
genau dann kompakt, wenn C endlich ist. Denn eine endliche Menge ist in
jedem metrischen Raum kompakt. Ist umgekehrt C kompakt in (X, d), so ist

U = (Uil |xeC} = {{x}|xeC}

eine offene Uberdeckung von C. Also gibt es xy, ..., x, € C mit
Cci{ixlu..u{x,}=1{x,...,x,}, sodass C endlich ist.

Die kompakten Teilmengen des R" unter der euklidischen Metrik werden wir
gleich bestimmen. Vorab halten wir noch fest:

Satz  (Kompaktheit bei topologischer Aquivalenz)
Sei X eine Menge, und seien d und e topologisch dquivalente Metriken auf
X. Dann besitzen (X, d) und (X, e) dieselben kompakten Mengen.

Beweis
Die Riume (X, d) und (X, e) haben dieselben offenen Mengen, und die
Kompaktheit einer Teilmenge eines metrischen Raumes hingt nur von den
- offenen Mengen des Raumes ab.

Fir alle n > 1 haben zum Beispiel die Riume (R", d ), (R", dg), (R", dipax)
dieselben kompakten Mengen.
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Kompaktheit versus ,,abgeschlossen und beschrinkt*

Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist immer abgeschlossen
und beschrinkt. Fiir den euklidischen Raum R hatten wir gesehen, dass auch die
Umkehrung gilt, sodass die Kompaktheit dort einfach als Kombination der Ab-
geschlossenheit und Beschrinktheit erscheint. In metrischen Ridumen ist diese
Aquivalenz nicht mehr allgemein giiltig:

Beispiele
(1) Sei d* = min(1, d.) auf R. Dann ist

WU = {]-n,n[|n21}

eine nicht endlich reduzierbare offene Uberdeckung von R in (R, d*).
Also ist R beschrinkt und abgeschlossen, aber nicht kompakt in (R, d*).

(2) Wir betrachten den Raum Q der rationalen Zahlen mit der euklidischen
Metrik. Sei a > 0 eine irrationale Zahl. Dann ist U,(0) eine beschrinkte,
offene und zugleich abgeschlossene Teilmenge in Q. Ist (q,), ey €ine
Folge in]0,a[ N Q, die in R gegen a konvergiert, so ist

AU = (U, (0) | neN}

eine offene Uberdeckung von U,(0), die nicht endlich reduzierbar
ist. Also ist U,(0) abgeschlossen und beschrinkt, aber nicht kompakt
in Q.

Der Raum (R, d*) ist im Gegensatz zum Raum der rationalen Zahlen sogar
vollstindig und die Metrik d* ist topologisch dquivalent zur euklidischen Metrik
deyi auf R. Zwei topologisch dquivalente Metriken erzeugen dieselben offenen,
abgeschlossen und kompakten Mengen, aber sie konnen sich in ihrer Auffassung
der Beschrinktheit unterscheiden.

Trotz der Gegenbeispiele gilt ,kompakt = abgeschlossen + beschrinkt” in vie-
len metrischen Rdumen. Niitzlich hierzu ist folgende Beobachtung:

Satz  (Bedingung fiir einfache kompakte Mengen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(a) Abgeschlossene e-Kugeln sind kompakt, d.h., fiir alle € > 0 und alle
p € Xist cl(Ug(p)) kompakt.

(b) Ein C c X ist genau dann kompakt, wenn C abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Fiir die Metrik d* aus dem ersten Beispiel ist die Bedingung (a) verletzt, da zum
Beispiel cl(U,(0)) = U,(0) = R unter d* nicht kompakt ist.
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Beweis
(a) impliziert (b): Kompakte Mengen sind immer abgeschlossen und
beschrinkt. Sei also umgekehrt C ¢ X abgeschlossen und beschrinkt.
Ist C = &, so ist C kompakt. Andernfalls existiert ein p € C. Dann gilt
C c cl(U,(p)) fiir & = diam(C) < oo. Also ist C eine abgeschlossene
"Teilmenge einer kompakten Menge und damit kompakt.

() impliziert (a): Jede Menge cl(U,(p)) ist abgeschlossen und beschrinkt,
- also kompakt unter der Voraussetzung (b).

Die Bedingung ist zum Beispiel fiir die Maximumsmetrik auf dem R" erfiillt:

Satz  (Kompaktheit n-dimensionaler Quader)
Sein > 1 und sei d die Maximumsmetrik auf dem R". Dann sind alle
Quader Q der Form

Q = [al7 bl] X [aZ7 bZ] X oo X [arn bn]

kompakt. Insbesondere sind alle Kuben cl(U(p)) = [p - &, p + €]" kompakt.
Beweis

Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 1 folgt die

Behauptung aus der Kompaktheit der reellen Intervalle [a, b]. Im
Induktionsschritt von n nach n + 1 betrachten wir

S = {XG [an+17 bn+1] | [317 bl] X ... X [am bn] X [an+1, X] iStkompakt}'
— In Analogie zum eindimensionalen Fall zeigt man b, ; = sup(S) € S.

Einen zweiten Beweis geben wir spiter mit Hilfe von konvergenten Folgen.
Aus dem Ergebnis erhalten wir:

Korollar  (@ligemeiner Satz von Heine-Borel)
Sein > 1, und sei d eine zur Maximumsmetrik numerisch dquivalente
Metrik auf dem R". Dann sind fiir alle C ¢ R" dquivalent:

(a) Cistkompakt.
(b) Cistabgeschlossen und beschrinkt.
Speziell gilt dies fir die euklidische Metrik auf dem R".
Beweis
Die Aquivalenz gilt fur die Maximumsmetrik nach den obigen Sitzen.

Allgemein folgt sie daraus, dass zwei numerisch dquivalente Metriken
— dieselben kompakten, abgeschlossenen und beschrinkten Mengen besitzen.

Das Beispiel d* = min(1, d.,) auf R zeigt, dass die numerische Aquivalenz
nicht durch die topologische ersetzt werden kann.
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Die Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft und Folgenkompaktheit

Fiir das Kontinuum hatten wir bereits beobachtet, dass sich viele Uberdek-
kungsargumente durch Hiaufungspunktkonstruktionen ersetzen lassen und um-
gekehrt. Diesem Phinomen wollen wir nun genauer nachgehen. Wir definieren
hierzu (vgl. auch den Ausblick zu 3.3 in Band 1):

Definition (Bolzano-Weierstrafs-Eigenschaft, folgenkompakt)
Ein metrischer Raum (X, d)

(a) hat die Bolzano-Weierstrafs-Eigenschaft, falls jede unendliche
Teilmenge P von X einen Hiaufungspunkt besitzt,

(b) heifit folgenkompakt, falls jede Folge in (X, d) eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Wie fir R gilt:

Satz  (Bolzano-WeierstrafS-Eigenschaft und Folgenkompaktheit)
Ein metrischer Raum (X, d) hat genau dann die Bolzano-Weierstraf3-
Eigenschaft, wenn er folgenkompakt ist.

Wir werden zeigen, dass die Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft und damit die
Folgenkompaktheit dquivalent zur Kompaktheit ist. Eine erste Uberraschung
auf dem Weg zu diesem Ergebnis ist, dass die Bolzano-Weierstraf3-Eigenschaft
die Existenz einer abzihlbaren dichten Teilmenge nach sich zieht:

Satz  (Bolzano-WeierstrafS-Eigenschaft impliziert Separabilitit)
Sei (X, d) ein metrischer Raum mit der Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft.
Dann ist (X, d) separabel.

Beweis
Wir zeigen zunichst:

(+) Fir alle € > 0 ist die offene Uberdeckung {Ux) | xeX}vonX
endlich reduzierbar.

Beweis von (+)
Annabme nicht fiir ein €. Dann konnen wir rekursiv definieren:

x, = sein ElementvonX - U, _, U.(x)%,

denn die Menge auf der rechten Seite ist nach Annahme nichtleer. Nach
Konstruktion ist P = { x, | n € N } unendlich und P n U,(x,) = { x, } fiir
alle n. Dann gilt aber P’ = & (denn fiir x € P” und x, mit d(x,, x) <&/2
wire U,(x,) N P 2 U,/ (x) N P unendlich), Widerspruch.
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Nach (+) existiert fiir alle n > 1 ein endliches E,, € X mit
X = Uern Uin®).

Dannist D = U, E, abzihlbar. Weiter gilt:

(++) Distdichtin X.

Denn seien p € X und € > 0. Dann gibt es ein n 2 1 mit 1/n < € und ein
x€ E, € D mitp € Uy, (x). Dann gilt d(p, x) < 1/n < g, sodass x € Ug(p).
— Alsoist D n Ug(p) = @.

In separablen metrischen Riumen gilt automatisch eine abzihlbare Redukti-
onseigenschaft fiir offene Uberdeckungen:

Satz  (abziblbare Reduzierbarkeit in separablen metrischen Riumen)
Sei (X, d) separabel, und sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann ist U
abzihlbar reduzierbar, d.h., es gibt ein abzihlbares V" c AU, das X iiberdeckt.

Beweis
Sei B eine abzihlbare Basis von (X, d). Wir setzen
A = {BeB|esgibteinUeUmitBc U}
Fiir alle B € o sei dann
Ug = ,ein UeUmitBc U
Wir betrachten nun die abzihlbare Menge
Y = {Ug|Besd} c U

Dann ist ¥ eine Uberdeckung von X. Denn ist x € X, so gibt es ein U € AU
mitx € U. Da & eine Basis ist, gibt es ein B € B mitx € Bund B ¢ U. Dann
— istBeslundalsoBc Uge¥. Alsoist xe U V.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:

Satz  (Charakterisierung der Kompaktheit in metrischen Riumen)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

(a) (X, d)ist kompakt.
(b) (X, d) hat die Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft.
Beweis
(a) impliziert (b): Sei P c X mit P’ = &. Wir zeigen (wie schon frither fiir

R), dass P endlich ist. Aus P’ = & folgt, dass P abgeschlossen und damit
kompakt ist, und dass fiir alle p € P ein &(p) > 0 existiert mit

) Ugpp) N P ={p}.
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Das System U = { Ug,)(p) | p € P }ist eine offene Uberdeckung von P.
Also existieren py, ..., p, € P mit

p - US(PI)(pl) Vo Us(pn)(pn)'
Nach (+) ist dann aber P = { py, ..., pn }-

() impliziert (a): Annabme, X ist nicht kompakt. Dann existiert nach den
vorangehenden Sitzen eine abzihlbare offene Uberdeckung U von X,
die nicht endlich reduzierbar ist. Sei

U = {U, | neN}.

Durch Ersetzen von U, durch U, ., U, und streichen von Wieder-
holungen diirfen wir annehmen, dass Uy c U, c ... c U, c ...
Wir definieren nun

X, = neinElementvonU,, ; - U,“ firalleneN,

P = {x,|neN} X

Dann ist P unendlich und
P n U, endlich fiir alle n.
Folglich ist

PPnU, =0 furallen.

Wegen U, U, = Xist
also P’ = @, im Wider-
spruch zur Bolzano-
Weierstrafi-Eigenschaft
- von (X, d) {x, | n e N} hat keinen Hiufungspunkt

Aus dem Satz folgt:

Korollar  (Kompaktheit impliziert Separabilitit und Vollstindigkeit)
Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist separabel und vollstindig.

Beweis
Die Separabilitit folgt aus der Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft.
Ist (xp)n ey €ine Cauchy-Folge in (X, d), so besitzt (x,),  y aufgrund der
Folgenkompaktheit des Raumes eine konvergente Teilfolge (v,,), e - Sel
— v =lim, y,. Dann giltauch y = lim,, x,, da (x,),<n eine Cauchy-Folge ist.

Istalso (X, d) ein kompakter metrischer Raum, so ist (X, e) vollstindig fiir jede
zu d dquivalente Metrik e auf X. Denn die Kompaktheit eines Raumes bleibt
beim Wechsel zu e erhalten und kompakte metrische Riume sind vollstindig.
Der Leser vergleiche dies noch einmal mit der unvollstindigen euklidischen Me-
trik und der vollstindigen Tangensmetrik auf dem Intervall |- n/2, /2 [.
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_ Dass die Kompaktheit die Vollstindigkeit impliziert, kann man auch ohne
Ubergang zur Folgenkompaktheit durch ein Uberdeckungsargument einsehen:

Zweiter Beweis der Vollstindigkeit kompakter Riume
Ist (X, d) unvollstindig, so gibt es eine divergente Cauchy-Folge (x,) ¢ -
Dannist A, = {x,, | m = n } abgeschlossen fiir alle n (da A; = &) und
U = {X - A, | neN }ist eine nicht endlich reduzierbare offene Uber-
deckung von X. Also ist (X, d) nicht kompakt.

Die Kompaktheit von Produkten

Als Anwendung der Aquivalenz der Kompaktheit und der Folgenkompaktheit
zeigen wir:

Korollar  (Kompaktheit von Produkten)
Seien (Xy, dy), ..., (X, di) kompakt. Dann ist das Produkt (X, d,,,,) der
Riume kompakt.

Anstelle von d,,,, kann man hier auch die Summenmetrik d; einsetzen. Fiir
den folgenden Beweis wird nur gebraucht, dass die Konvergenz im Produkt die
koordinatenweise Konvergenz ist.

Beweis
Wir zeigen die Aussage fiir k = 2, um die Notation zu vereinfachen. Das
Argument liefert allgemein den Induktionsschritt eines induktiven Beweises
nach k. Seien also (X, d), (Y, e) kompakt, und sei (x,, y,)n e n €ine Folge im
Produkt X x Y unter d,,,. Dann existiert eine gegen ein x* € X konvergente
Teilfolge (Xim)))n e v VON (X)) y in X. Weiter besitzt (y;)n e n €ine gegen ein
y* € Y konvergente "Teilfolge (yijmy)n e n- Da die Konvergenz in X x 'Y die
koordinatenweise Konvergenz ist, konvergiert die Teilfolge (Xijny), Yijtm)Ine N
von (X, Vo)ne v gegen (x¥, y*) in X x Y. Dies zeigt, dass X x Y unter d,,,,

— folgenkompakt und damit kompakt ist.

Damit haben wir erneut bewiesen:

Korollar  (Kompaktheit n-dimensionaler Quader)
Sein > 1 und sei d die Maximumsmetrik auf dem R". Dann sind alle
Quader Q = [ay, b;] x ... X [a,, b,] kompakt.

Wie oben folgt hieraus der Satz von Heine-Borel.

Bemerkenswerterweise ist auch ein unendliches Produkt kompakter metri-
scher Riume (X,,, d,,) unter der Maximumsmetrik oder der Summenmetrik wie-
der kompakt (vgl. den Ausblick in 2.3). Dies zeigt man durch ,,diagonale Ausdiin-
nung” einer Folge (f,), < n im Produkt der (X,,, d,,).
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Kompaktheit und Beschrinktheit

Jeder kompakte metrische Raum (X, d) ist beschrinkt, denn ist (X, d) unbe-
schrinkt, so ist die offene Uberdeckung

AU ={U,p) | n=1}, pe X beliebig,

nicht endlich reduzierbar. Durch Vertauschung der Rollen des Mittelpunkts
und des Durchmessers erhalten wir eine Verstirkung der Beschrinktheit: Fir
alle £ > 0 ist

U = {UH) | xeX}

eine offene Uberdeckung von X.
Ist also (X, d) kompakt, so genii-
gen endlich viele e-Kugeln, um X
zu iberdecken. Wir isolieren
diese Uberdeckungs-Figenschaft
und definieren:

Definition (total beschrinkt)
Ein metrischer Raum (X, d)
heifit total beschrinkt, falls
X =T oderfirallee>0einn>1undx, ..., x, € X existieren mit

X = Uux) U ... U Ugxy).

endliche Uberdeckung von X mit e-Kugeln

Ein P < X heif$t total beschrinkt, wenn der Teilraum (P, d) dies ist.

Jeder total beschrinkte Raum ist beschrinkt, da eine endliche Vereinigung be-
schrinkter Mengen beschrinkt ist. Genauer gilt: Iste > 0 und sind xy, ..., x, € X
derart, dass X = Uy(x)) U ... U U.x,), so ist diam(X) < & + 2¢, wobei & das
Maximum aller Abstinde d(x;, xj) ist. Die beschrinkte, aber nicht total be-
schrinkte Metrik d = min(1, d.,) auf R zeigt, dass die totale Beschrinktheit
eine echte Verstirkung der Beschrinktheit ist.

Anschaulich klar, aber dennoch beweisbediirftig ist:

Satz  (Ieilmengen total beschriinkter Riume)
Sei (X, d) total beschrinkt, und sei P ¢ X. Dann ist P total beschrinkt.

Beweis
Die Aussage ist klar fiir P = &. Sei also P # &, und sei € > 0. Dann gibt es
X1, ...y X, € X derart, dass P € U,y (x)) U ... Ugp(x,). Wir diirfen annehmen,

dass fiir alle k ein yy, € P n Uy (x) existiert (sonst streichen wir einige xy).
Dann gilt U, (xy) < U,(y) fiir alle k und damit

- P c Uy u ... u Uy
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Kompakte Ridume sind vollstindig und beschrinkt, aber diese beiden Eigen-
schaften reichen nicht aus, um die Kompaktheit zu erzwingen (d = min(1, d..)
liefert erneut ein Gegenbeispiel). Dagegen gilt:

Satz  (Charakterisierung der Kompaktheit in metrischen Riumen, II)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann sind dquivalent:

() (X, d)ist kompakt.
(b) (X, d)istvollstindig und total beschrinkt.

Beweis
(a) impliziert (b): Schon bewiesen.

() impliziert (a): Wir zeigen die Bolzano-Weierstrafi-Eigenschaft. Sei also
P < X unendlich. Wir konstruieren rekursiv P, mit:

HP=Pp2o..2P, 2 ..,

(ii) P, ist unendlich,
(iii) lim, diam(P,) = 0.

zur rekursiven Konstruktion
Wir setzen P, = P. Ist P,, definiert, so ist P, ¢ X total beschrinkt, und
damit gibt es x, ..., x, € P,, mit

P, ¢ UpnE) v oo U Upyxp).

Da P, unendlich ist, gibt es ein i, sodass P, n Uy, (x;) unendlich ist.
Wir setzen dann P, | = P, N U/, (x)).

Sei nun (x,), e eine injektive Folge mit x, € P,, fiir alle n. Nach (i) und
(iii) ist (xp)ne n €ine Cauchy-Folge. Da (X, d) vollstindig ist, existiert
- x = lim, x,,. Nach Konstruktion ist x ein Hiufungspunkt von P.

Der Beweis der zweiten Implikation erinnert an den Beweis des Satzes von
Bolzano-Weierstraf fur R. Die totale Beschrinktheit ersetzt die wiederholte
Halbierung eines Intervalls, die fiir allgemeine metrische Riume nicht zur Ver-
fiigung steht.

Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist ein P ¢ X genau dann total beschrinkt,
wenn cl(P) total beschriinkt ist (Beweis als Ubung). Da eine abgeschlossene Teil-
menge eines vollstindigen Raumes einen vollstindigen Raum bildet, erhalten wir:

Korollar  (Kriterium fiir einen kompakten Abschluss)
Sei (X, d) vollstindig, und sei P ¢ X. Dann sind dquivalent:
(a) P ist total beschrinkt.
(b) cl(P) ist kompakt.
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Stetige Funktionen auf kompakten Riumen

Wie fiir R zeigt man:

Satz  (stetige kompakte Bilder)
Istf: (X,d) — (Y, e) stetig und C c X kompakt, so ist f{[C] c Y kompakt.

Korollar  (Homoomorphiesatz fiir kompakte metrische Riume)
Ist (X, d) kompaktund f: (X, d) — (Y, e) stetig und bijektiv, so ist
f':Y — Xstetig.

Beispiele
(1) Seienn,m=>1,undseif: R" — R™ stetig. Weiter sei a > 0. Dann ist
C={xeR"| ||x]||; <a}abgeschlossen und beschrinkt, also kompakt.
Folglich ist f[ C] kompakt und damit abgeschlossen und beschrinkt in
R™. Eine abgeschlossene n-dimensionale Kugel landet also unter einer
stetigen Abbildung innerhalb einer m-dimensionalen Kugel und bleibt
dabei, so deformiert sie auch sein mag, abgeschlossen.

(2) FEine stetige Funktion f: [0, 1]* — [0, 1[, f:[0,1]* — 10, 1[* oder
£:10,1]* — Rkann nicht surjektiv sein, da ihr Wertebereich kompakt ist.

(3) Es gibt keine stetige Bijektion f : [0, 1] — K fiir die Einheitskreislinie
K c R*. Denn nach dem Homéomorphiesatz wire sonst g = f ' stetig.
Fir K* = K - {{(1/2) } wiire dann h = g| K* eine stetige Bijektion von
K*nach P =0, 1/2[u]1/2, 1]. Dies ist unméglich, da K* zusammen-
hingend, aber P unzusammenhingend ist. (Vgl. zu dieser Argumenta-
tion auch den Ausblick zu Peano-Kurven in 3.1.)

Explizit notieren wir auch noch:

Korollar  (Annabme von Maximum und Minimum,)
Ist (X, d) kompakt und f: X — R stetig (unter d.), so nimmt f ihr
Maximum und ihr Minimum an.

Beweis
— Das Bild C = {f[X] ist kompakt in R, also existieren min(C) und max(C).

Beispiel
Die Spektralnorm einer Matrix A € R™*" wird angenommen, d. h.
[A[l = supjy <1 |Ax] = supyy - [[Ax| = max) -, [|Ax].

Denn die stetige Abbildung, die x € R" auf || Ax || € R abbildet, nimmt auf
der kompakten Einheitskugel im R" ihr Maximum an. Analog fiir | A ], ,.
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Mit Hilfe des Satzes tiber kompakte Bilder kénnen wir nun auch dasin 2.4 an-
gegebene Ergebnis iiber Normen beweisen:

Satz  (Aquivalenz von Normen)
Sei V ein endlich-dimensionaler KK-Vektorraum mit I = R oder K = C.
Dann sind je zwei Normen auf V dquivalent.

Beweis
Sei || - || eine Norm auf V. Weiter sei by, ..., b, eine Basis von Vund || - ||;
die 1-Norm auf V bzgl. dieser Basis, d.h., es gilt

[Vl = 2ici<n log] firallev =23, <, oqb eV

Es geniigt zu zeigen, dass | - | und || - ||; dquivalent sind. Hierzu sei
¢ = maxjcp<, || bi-

Dann gilt fiiralle v =Y <<, oub e V:

@ vl = I Xickcnoubill < Zicien loul bl < e flv]s.

Dies zeigt die erste Abschitzung. Weiter folgt aus (+):

(++) || : V — R ist Lipschitz-stetig bzgl. | - ||; auf V (mit L = ¢)).
Denn fiir alle v,w € V gilt
vl =Iwl] < Iv-wl < ellv-wl firallev,weV.

Fiir die andere Abschitzung zeigen wir zunéchst:
(+++) S = {veV | |v]; = 1} ist kompaktin V bzgl. |- ||;.

Beweis von (+++)

Sei AL eine offene Uberdeckung von S bzgl. | - ||;. Dann induziert U
durch Ubergang von ¥ < <, oy by € Vzu (auy, ..., o) € K" eine offene
Uberdeckung ¥ von C = {xe I | ||x]|; = 1 }in 1-Norm. Eine endliche
Reduzierung von V" liefert eine solche von U.

Nach (++) und (+++) hat S ein kompaktes Bild unter || - ||. Also existiert ein
v*e Smit || v*|| < | v] firalleve S. Firalleve V- {0} gilt also
~— .

vl <l
vl

Wegen 0 ¢ S gilt || v*| # 0. Fiir ¢, = |[v* || giltalso

— IIvly € | v]| firalleveV.
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Lebesgue-Zahlen und der Satz von Heine

Wie fiir das Kontinuum kann man zeigen, dass sich die Stetigkeit einer Funk-
tion auf einem kompakten metrischen Raum zur gleichmifligen Stetigkeit ver-
starkt. Wir wollen noch ein interessantes alternatives Argument vorstellen.

Definition (Lebesgue-Zabl einer Ubem’eckung) )
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei U eine Uberdeckung von X. Dann
heifit ein A > 0 eine Lebesgue-Zabl! fur U, falls gilt:

Fiir alle P ¢ X mit diam(P) < A existiert ein U € U mit P ¢ U.

Uberdeckt U den Raum X, so gibt es fiir alle { x} € X ein U € U mit {x} c U.
Ist A eine Lebesgue-Zahl fiir U, so kénnen wir die einpunktige Menge { x } durch
eine beliebige Menge vom Durchmesser kleiner A ersetzen. Jede ,,A-Erbse® in X
liegt dann in einer Menge U von . Fiir offene Uberdeckungen kompakter
Riume existiert ein solches A:

Satz  (Lebesgue-Zabl in kompakten Riumen) )
Sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum, und sei U eine offene Uber-
deckung von X. Dann existiert eine Lebesgue-Zahl fiir U.

Beweis
Fiir jedes x € X sei €(x) > 0 so, dass ein U € AU existiert mit U, (x) < U.
Dann ist

V= {Ugp® | xe X}
eine offene Uberdeckung von X. Also existieren x, ..., X, € X mit

(+) X = Ue(xl)(xl) v o U Us(xn)(xn)'
UZS(xk)(Xk)

Sei A = miny <, &(x;). Dann ist
A eine Lebesgue-Zahl fiir U.
Denn fiir alle nichtleeren P ¢ X
mit diam(P) <A gibt es wegen
(+)einke{1,...,n} mit

P M Us(xk)(xk) ES @

Wegen diam(P) < A < e(x) ist
P < U, ¢ (x1)- Nach Definition
von £(xy) ist Uy, )(x)) in einer
Menge U € U enthalten. Fiir

— einsolches U gile P c U.

Ul (1)

Wir erhalten:
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Korollar (gleichmiifSige Stetigkeit auf kompakten Riumen, Satz von Heine)
Sei (X, d) kompakt, und sei f: (X, d) — (Y, e) stetig. Dann gilt
Ve>036>0VPcX (diam(P) < & — diam(f[P]) < ¢),

d.h., f ist gleichmifBig stetig.

Beweis
Sei € > 0. Sei  eine Lebesgue-Zahl fiir

WU = {f'[V]| VY offen, diam(V) < ¢}

Fiir alle P < X mit diam(P) < & ist dann P Teilmenge einer Menge f [ V]
— mitdiam(V) < &. Also ist  wie gewiinscht.

Kompakte topologische Riume

Da die Uberdeckungs- und Kompaktheitsbegriffe nur offene Menge verwen-
den, stehen sie fiir beliebige topologische Riume zur Verfiigung. Ist also (X, W)
ein topologischer Raum, so ist ein C ¢ X kompakt, wenn jede offene Uberdek-
kung von C endlich reduzierbar ist. Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann
kompakt, wenn der von ihm erzeugte topologische Raum (X, U) dies ist.

In einem topologischen Raum (X, W) ist wieder jede endliche Teilmenge kom-
pakt und die kompakten Mengen sind abgeschlossen unter endlichen Vereini-
gungen. Weiter sind abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen kompakt.
Dagegen sind kompakte Mengen im allgemeinen nicht mehr abgeschlossen.
Zum Beispiel ist die Einermenge { 0 } in der trivialen Topologie U = { &, X } auf
der Menge X = {0, 1 } kompakt, aber nicht abgeschlossen. Ist jedoch (X, W) ein
Hausdorff-Raum, so sind kompakte Mengen wie gewohnt abgeschlossen und die
kompakten Teilmengen einer kompakten Menge C c X sind dann genau die ab-
geschlossenen Teilmengen von C.

Beispiel
Sei A, die halboffene Topologie auf R, und sei C ¢ R kompakt in (R, U)).
Wir zeigen, dass C abzihlbar ist. Sei hierzu x € C und

U = {]-o,q[ | qeQ, g<x} U {[x,[}.

Dann ist U eine offene Uberdeckung von C, also endlich reduzierbar.
Folglich gibt es eine rationale Zahl f(x) = q, < x mit [q,, x[ N C = &. Dies
definiert eine Injektion f: C — Q. Damit ist C abzihlbar. Istalsox € R
und U eine Umgebung von x, so ist U nicht kompakt, da U eine tiberab-
zihlbare Menge der Form [x, x + €[ enthilt. Konvergiert (x,), c y monoton
fallend und (y,), c y monoton steigend gegen x, soist{x, | ne N}u{x}
kompakt, aber {y, | n € N} U {x} nicht kompakt (denn das System aller
[Vay Ve 1 [ zZusammen mit [x, x + 1 [ ist nicht endlich reduzierbar).
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Ausblick: Die Hausdorff-Metrik

In einem metrischen Raum (X, d) hatten wir folgende Abstinde zwischen
Punkten und nichtleeren Mengen erklirt:

d(x,A) = inf,.,d(xy) fiir alle x € X und alle nichtleeren A c X,
d(A,B) = inf s epd(xy) fiir alle nichtleeren A,B ¢ X.

Die zweite Definition verallgemeinert die erste, da d(x, A) = d({ x }, A). Wir nann-
ten d(A, B) den Abstand zwischen A und B in (X, d). Dies entspricht dem alltigli-
chen Abstand, den zum Beispiel zwei Hiuser voneinander haben. Die Funktion
d(,, -) ist jedoch keine Metrik auf dem System der nichtleeren Teilmengen von X.
IstA#Bund An B#,soistd(A, B) = 0. Die Symmetrie gilt, aber die Dreieck-
sungleichung ist verletzt. So gilt zum Beispiel in R

d([071]’[2,3]) =1>0=0+0-= d([071]’[1’2]) + d([172]’ [273])

Es stelltsich also die Frage, wie man eine Metrik fiir moglichst viele Teilmengen
eines metrischen Raumes einfithren kann. Eine Antwort ist von Felix Hausdorff
(der auch den Begriff des metrischen Raumes prigte), gefunden worden. Der
Grundgedanke der Konstruktion wird durch folgende Setzung zum Ausdruck
gebracht (wobei ,,di;“ fiir Hausdorff-Abstand steht):

(+) dgA,B) = max(supaeA d(a, B), supycp d(b, A)).

Diese auf den ersten Blick verwickelte Formel lisst sich anschaulich erkliren:
Muss ein Bewohner a von A nach B umziehen oder fliechen, so braucht er hierzu
mindestens d(a, B) (riumliche oder zeitliche) Einheiten. Damit kann jeder Be-
wohner von A die Menge B in sup,. 5d(a, B) Einheiten erreichen, und diese
Schranke ist bestmoglich. Analoges gilt fir das zweite Supremum in (+). Dass die
beiden Suprema unterschiedlich sein kénnen, zeigt:

Beispiel
Seien A = [0, 1]und B = [2, 100]. Dann gilt fir die euklidische Metrik:

sup,ca d(a, B) = 2, suppcpd(b,A) = 99.
Damit ist diz(A, B) = max(2, 99) = 99.

Damit dy eine Metrik ist, sind noch einige Einschrinkungen nétig. Durch
die Suprema in (+) ist der Wert e moglich. Weiter gilt diy(A, B) = di(cl(A), B),
sodass die Nullbedingung verletzt sein kann. Es erscheint also giinstig, ledig-
lich abgeschlossene und beschrinkte Mengen A, B in (X, d) zu betrachten. Sind
die Mengen (fiir manche Riume stirker) kompakt, so stehen uns zudem Uber-
deckungsargumente und die Sitze fiir stetige Funktionen auf kompakten Men-
gen zur Verfiigung. Wir gonnen uns die Kompaktheit und definieren:
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Definition (Hausdorfj-Metrik)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei

# = {Ac X | Aist kompaktund nichtleer }.
Dann definieren wir die Hausdorff-Metrik dy; : %’ — [0, o[ durch

di(A, B) = max(maxaeA d(a, B), maxyp d(b, A)) fiir alle A,B € %.

Der Raum (¥, dyy) heifit der Hyperraum der nichtleeren kompakten
Teilmengen von (X, d).

In der Definition haben wir stillschweigend die Suprema in (+) durch Maxima
ersetzt. Dies ist aufgrund der Kompaktheit der Mengen A, B méglich, denn die
stetigen Funktionen d(:, B) und d(-, A) nehmen auf A bzw. B ihr Maximum an. In
unserer Interpretation ist also die reelle Zahl ¢ = d;(A, B) wie folgt bestimmt:

(a) Jeder Bewohner einer der beiden Mengen kann die andere Menge in ¢
Einheiten erreichen.

(b) Esgibteinain A oder ein b in B, das genau ¢ Einheiten zuriicklegen
muss, um in die andere Menge zu kommen.

Damit ist dg;(A, B) klein, wenn jedes Element von A nahe bei B liegt und um-
gekehrt. Anschaulich bedeutet dies, dass A und B ,fast deckungsgleich“ sind.
Ausreifier konnen dabei nicht vernachlissigt werden, auch wenn sie nur isolierte
Punkte sind. So gilt zum Beispiel dy(A, Au{2}]=1firA=[0, 1]in R. Die An-
schauung ,fast deckungsgleich“ ldsst sich wie folgt prizisieren:

Definition (e-Expansion einer Menge)
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei € > 0. Dann definieren wir fiir alle
P c X die e-Expansion P** von P in (X, d) durch:

P = U,.p U.

Die Menge P** ist eine offene Obermenge von P. Anschaulich entsteht sie,
wenn wir P mit einer ,e-Unschirfe“ betrachten: Jeder Punkt p in P ver-
schmiert zu U,(p). Den Zusammenhang mit dyy beschreibt nun:

Satz  (Hausdorff-Metrik via e-Expansionen)
Sei (¥, dyy) der Hyperraum von (X, d). Dann gilt fiir alle A,B € 9¢:

du(A,B) = inf({e >0 | AcB™ und B2 A*}).

Da A, B abgeschlossen und e-Expansionen offen sind, ist das Infimum echt,
d.h.aus A ¢ B* und B ¢ A** folgt immer dy(A, B) < &.

Wir iiberlassen den Nachweis des Satzes dem Leser. Mit seiner Hilfe oder
auch durch Anwendung der Definition mége er zudem zeigen, dass dy; tatsich-
lich eine Metrik auf 7€ ist.
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Eigenschaften der Hausdorff-Metrik
Der Hyperraum erbt wichtige Eigenschaften des Grundraums:

Satz  (Vollstandigkeit und Kompaktbeit der Hausdor{f-Metrik)
Sei (%, dy;) der Hyperraum von (X, d). Dann gilt:

(@) Ist (X, d) vollstindig, so auch (¥, diy). Genauer gilt dann:

Ist (A,), e n eine Cauchy-Folge in ¥, so gilt

lim, A, = {xe X | esgibtx, € A, mitx = lim, x, in (X, d) }.
(b) Ist (X, d) total beschrinkt, so auch (¥, d).

(©) Ist (X, d) kompakt, so auch (¥, dy).
Beweis (Skizze)
zu (1): Sei (Ap)yen eine Cauchy-Folge in (9¢, diy). Dann sind die Mengen

A, schliefilich ,fast deckungsgleich“: Fiir alle € > 0 existiert ein ny,
sodass fiir alle n, m > n, gilt:

A, c A und A, < ASS

Ist (X, d) vollstindig, so verliert sich im Limes die e-Unschirfe, und der
yscharfe Grenzwert der A, ist die Menge aller Punkte von X, die durch
Pfade in den Mengen A, (Folgen (x,),y mitx, € A, fiir alle n) erreicht
werden konnen.

zu (b): Ist (X, d) total beschrinkt und € > 0, so gibtes xy, ..., X, in X mit
X = Uulxy) U ... U Ugxy).

Jede endliche Teilmenge von { xy, ..., x, } ist kompakt und damit ein
Element von 7, sofern sie nichtleer ist. Damit ist

A = {E|E c{xy..,x,}, E#x D}

eine Teilmenge von ¥. Weiter gilt

#H = Upcy U E).

DennistAe #,soist E={x; | Ug(x;) " A# D} e o und es gilt
E c A" und A c E*.

Also ist dy(A, E) < € und damit A € U,(E). Dies zeigt, dass (%, dyy) total
beschrinkt ist.

zu (¢): Die Aussage folgt aus (a) und (b), da Vollstindigkeit und totale
- Beschrinktheit dquivalent zur Kompaktheit ist.



238 2. Abschnitt Topologische Grundbegrifte

Kontraktionen auf dem Hyperraum

Auch Kontraktionen tibertragen sich auf den Hyperraum, sodass der Banach-
sche Fixpunktsatz zur Verfiigung steht. Allgemeiner kénnen wir endlich viele
Kontraktionen auf (X, d) zu einer Kontraktion auf (3¢, dy;) verschmelzen:

Satz  (induzierte Kontraktionen im Hyperraum,)
Sei (X, d) vollstindig, und sei (¥, dg;) der Hyperraum von (X, d). Weiter
seien fi, ..., f, : X — X Kontraktionen in (X, d) mit Kontraktionskonstan-
tency, ..., c,. Weitersei F : % — ¥ definiert durch

FA) = fi[A]U... Uf,[A] firalle Ae %.

Dann ist F eine Kontraktion mit der Konstanten ¢ = max; <<, ¢, und es gibt
genau ein A* € # mit F(A*) = A*. Fiir alle A € ¥ gilt

A* = lim, F*(A), wobei F'(A) = A, F**!(A) = F(F"(A)) fiir alle n.

Beweis
Wir zeigen durch Induktion nach n > 1, dass F eine Kontraktion mit der
Konstanten c ist. Der Zusatz folgt aufgrund der Vollstindigkeit von (¥, dg;)
aus dem Banachschen Fixpunktsatz.

Induktionsanfang n = 1:
Seien f = f; und ¢ = ¢, sodass d(f(x), f(y)) < c d(x, y) fiir alle x,y € X.
Dann gilt fiir alle A,B € :

(+) A < B* impliziert f[A] < f[B*] < f[B]".
Hieraus folgt dip(F(A), F(B)) = du(f[A], f[B]) < cdu(A, B).

Induktionsschritt von n nach n + 1:
Fiir alle Ay, A, By, B, € %€ gilt:

(++) dp(Ag U A, ByUB)) < max(dp(Ay, By), (A, By)).
Sind nun A, B € %, so liefert Anwendung von (++) auf die Mengen
Ay = fi[A]l U ... UL [A], A = £,1[A]

By = fi[B]u ... Uf[B], B, = f,,,[B]

- zusammen mit der Induktionsvoraussetzung die Behauptung.

IstF: 9 — 3¢ wieim Satz, so gibtes also eine eindeutige kompakte Teilmenge
A*von X, die alle anderen kompakten Mengen A c X unter der Operation F zu
sich sich heranzieht. Starten wir bei A und wenden wir wiederholt F an, so kon-
vergiert die so entstehende Folge von kompakten Mengen A, = F"(A) unter der
Metrik diy gegen A*.
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Die Fixpunkte von induzierten Kontraktionen im Hyperraum haben oft eine
fraktale Gestalt und mit Hilfe des Satzes sind viele fraktale Gebilde konstruiert
worden. Die Cantor-Menge ist ein instruktives Beispiel:

Die Cantor-Menge und ihre Varianten
Wir betrachten das kompakte reelle Intervall X = [0, 1] mit der euklidi-
schen Metrik und die Kontraktionen f;, f, : X — X mit

fix) = %3, H&x) = x/3 + 2/3 firallexe[0,1].

Weiter sei C = M, C, die Cantor-Menge. Fiir alle n sei E, die Menge der
Mittelpunkte der aus Cy, ..., C, entfernten Drittelintervalle, also

E, = {172}, E, = {1/6,1/2,5/6},
Istnun F: # — ¥ die durch f; und f, induzierte Kontraktion, so gilt
F(o0,1]) = C,, F*'{12}) = E,, lim, C, = lim, E, = C.

Wir koénnen auch mit A=Ay ={1/10 } U [5/7, 6/7] starten. Der Limes im
Hyperraum ist erneut die Cantor-Menge C. Weiter sind viele Varianten
moglich. Die folgenden Diagramme zeigen einige Mengen A, = F"[A] fiir
A =10, 1] und die modifizierten Kontraktionen

fix) = x2, £5(x) = ¥4 + 3/4 fiirallexe[0,1].
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Das Sierpinski-Dreieck
Auf X = [0, 1] (mit der euklidischen Metrik) definieren wir

fl(X,Y) = (X/27 Y/z),
by = (/2,y/2) + (1/2,0),
fix,y) = (/2,y/2) + (1/4,V3/4) firalle (x,y) € X.

Diese Kontraktionen lassen sich durch eine Skalierung um den Faktor 1/2
beschreiben, die fiir f, und f5 durch eine Translation erginzt wird. Die
folgenden Diagramme zeigen einige A, = F"[A] fiir das gleichseitige Drei-
eck A mit den Ecken (0, 0), (1, 0), (1/2, \/—/2)

A3

Starten wir anstelle von A mit der Strecke B = [0, 1] x {0 } von (0, 0) nach
(1, 0), so erhalten wir Linienmuster B, = F*[B]:

Der Grenzwert lim,, A, = lim,, B,, heifit das Sierpinski-Dreieck.
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Die Koch-Kurve
AufX = [0, 1]* wie oben definieren wir die Kontraktionen

fiky) = (/3,y/3),

f(x,y) = /6-V3y/6,\V3x/6+y/6) + (1/3,0),

fi(x,y) = (/6 +V3y/6, -\V3x/6+y/6) + (1/2,V3/6),

fa(x,y) = (/3,y/3) + (2/3,0) fiir alle (x,y) € X.

Startend mit der Strecke B von (0, 0) nach (1, 0) erhalten wir die folgenden
Mengen B, = F"[A]:

" ) FORN

Bg

Der Limes lim,, B, heifit die Koch- oder Schneeflockenkurve.
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1. Kurven

Als Einstieg in die mehrdimensionale Analysis betrachten wir Funktionen, die
ein reelles Intervall stetig in den n-dimensionalen Raum R" abbilden, soge-
nannte parametrisierte Kurven. Eine solche Kurve ldsst sich dynamisch als die
Bahn eines sich im n-dimensionalen Raum bewegenden Punktes interpretieren,
wenn der Definitionsbereich der Kurve als Zeitintervall aufgefasst wird. Da wir
eine n-dimensionale Kurve als n-Tupel reellwertiger Koordinatenfunktionen
darstellen konnen, geniigt die eindimensionale Differential- und Integralrech-
nung, um analytische Eigenschaften von Kurven zu untersuchen.

Kurven und Parametrisierungen

Wir beginnen mit einigen notationellen Vorbereitungen. Istn> 1 und x e R”,
so sei x; die i-te Koordinate von x fiir alle 1 <i<n, d.h., es gilt

X = (Xl, "'7Xn)7 (Xb "'7Xn)i = Xj.

Funktionen, die auf einer beliebigen Menge P definiert sind und Werte im R" an-
nehmen, konnen wir ebenfalls koordinatenweise betrachten:

Definition (Projektionen, pr;(f), f;)
Sei P eine Menge, und sei f: P — R" eine Funkdon. Firalleie {1, ...,n}
definieren wir

priif)(x) = f(x); furallexeP.

Dann heifit die Funktion pr;(f) : P — R die Projektion von f auf die i-te
Koordinate. Wir schreiben auch kurz f; anstelle von pr;(f).

Nach Definition gilt also
flx) = (fl(x), e fn(x)) = (f(x)l, e f(x)n) fiir allex e P.

Eine Funktion f: P — R" besteht in diesem Sinne aus den Funktionen fi, ..., f,,
die auf P definiert sind und reelle Werte annehmen. Wir nennen die Funktionen
fi, ..., f, auch die Komponenten oder Koordinatenfunktionen von f.

IstPcRundf: P — R’ soist f eine komplexwertige Funktion. Die Projek-
tion pry(f) = f; ist in diesem Fall die Realteilfunktion Re(f) und die Projektion
pry(f) = £, die Imaginirteilfunktion Im(f).
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Wir versehen den R" mit der euklidischen Metrik. Die Konvergenz einer
Folge (x)xe vy im R" gegen einy € R" ist dann gleichbedeutend mit der koordina-
tenweisen Konvergenz, d.h., es gilt

y = limy x,  genaw dann, wenn y; = limy (x); firallel <i<n.

IstPcR,soisteinf: P — R" genau dann stetig in einem Punkt p € P, wenn alle
Projektionen fj, ..., f, : P — R stetig in p sind. Fiir alle gegen p konvergenten
Folgen (x )y in P gilt dann

lim fx) = fp) = (6@, ... f(P)),

sodass
lim, _, ,f(x) = f(p) = (fl(p), e fn(p)) = (limX —p H®, . limy fn(x)).

Im Folgenden betrachten wir stetige Funktionen f: [a, b] — R", die auf ei-
nem abgeschlossenen reellen Intervall [a, b] mit a < b definiert sind. Unsere
bevorzugte Variable fiir die Elemente des Definitionsbereichs von f ist die
»Zeitvariable® t. Vorstellung ist, dass f die Bahn eines Punktes beschreibt, der
sich zur Zeit t am Ort f(t) € R" befindet. Physikalisch kann der Punkt ein Teil-
chen oder der Schwerpunkt eines Korpers sein. Diese kinematische Interpreta-
tion ist oft hilfreich, soll aber andere Vorstellungen nicht verdringen. Wenn wir
uns zum Beispiel fiir geometrische Eigenschaften des Wertebereichs K ¢ R?
von f interessieren, so kénnen wir f als eine funktionale Darstellung von K auf-
fassen, durch die die Menge K analytischen Methoden zuginglich wird. Unab-
hingig von Interpretationen definieren wir:

Definition (Kurve im R", Parameter, Spur, Babhn, geschlossen, fast iiberall injektiv)
Ein stetiges f : [a, b] — R" heifit eine (parametrisierte) Kurve im R". Ein
t € [a, b] nennen wir auch einen Parameter der Kurve. Der Wertebereich

Bild(f) = {f®)|te[ab]} c R"

von f heifit auch die Spur oder die Babn von f. Weiter heifit f(a) Start- oder
Anfangspunkt und f(b) der End- oder Zielpunkt der Kurve. Die Kurve heifit
geschlossen, falls £(a) = f(b) gilt. Sie heifit fast injektiv, wenn ein endliches

E < [a, b] existiert, sodass f(t) # f(s) fiir alle t,s € [a,b] - E mitt #s.

Wir betrachten einige Beispiele.
Beispiel 1
Die Funktion f: [0, 21] — R’ mit
flt) = e = (cos(v), sin(t)) fiir alle t € [0, 2]

ist eine geschlossene fast injektive Kurve. Sie beschreibt kinematisch die
Bewegung eines Punktes, der beginnend und endend im Punkt (1, 0) den
Einheitskreis K mit gleichmifliger Geschwindigkeit gegen den Uhrzeiger-
sinn durchlduft. Der Punkt benétigt hierzu die Zeit 2.
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Beispiel 2
Definieren wir g : [0, 2] — R? durch

glt) = f2n-1) = @Y = ' = (cos(t), -sin(t)) fiiralle te [0, 2],

so beschreibt die Kurve g die gleichmifiige Kreisbewegung eines Punktes
von (1, 0) nach (1, 0) in der Zeit 27 im Uhrzeigersinn.

Beispiel 3
IstceR,c#0,und h, : [0, 2n/c] — R’ definiert durch

h(t) = € = (sin(ct), cos(ct)) fiiralle te [0, 2n/c],

so beschreibt die Kurve h, fiir ¢ > 0 eine Kreisbewegung wie fund fiir
¢ <0 wie g aus den vorangehenden Beispielen. Der Kreis wird dabei mit der
konstanten Geschwindigkeit |c| durchlaufen.

Die Kurven f, g und h, dieser drei Beispiele haben dieselbe Spur, aber sie
durchlaufen sie unterschiedlich. Wir definieren hierzu:

Definition (Parametertransformation, orientierungstreu)
Seif:[a,b] — R"eine Kurve. Weiter sei ¢ : [c,d] — [a, b] bijektiv und
stetig. Dann heifit ¢ eine Parametertransformation und

fog:[c,d — R

heifit die durch ¢ transformierte oder umparametrisierte Kurve f.
Gilt ¢(c) = a und @(d) = b, so heifit ¢ orientierungstren. Gilt dagegen
¢(c) = b und @(d) = a, so heifit ¢ orientierungsumkebrend.

Da eine Parametertransformation ¢ stetig und bijektivist und ein reelles Inter-
vallin ein reelles Intervall iiberfiihrt, ist @ streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend. Im ersten Fall ist ¢ orientierungstreu, im zweiten orientie-
rungsumkehrend. Ist ¢ orientierungstreu, so wird die Kurve f o @ in derselben
Richtung wie f durchlaufen. Bei einer orientierungsumkehrenden Transforma-
tion dndert sich dagegen die Durchlaufrichtung. Eine Parametertransformation
dndert im Allgemeinen also das Zeitintervall, den Geschwindigkeitsverlauf und
die Durchlaufrichtung.

Sind g und f Kurven im R" und gibt es eine orientierungstreue Parameter-
transformation @ mit g = f ° @, so nennt man f und g dguivalente Kurven, in Zei-
chen f ~ g. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf den Kurven im R™.
Eine Aqu1valenzklasse f/~={g:[a,b] = R" | f~ g} der Relation ~ wird oft
auch als Weg bezeichnet (wobei die sprachlichen Konventionen hier nicht ein-
heitlich sind). Viele Begriffe fiir Kurven respektieren die Relation ~ und kon-
nen deswegen fiir Wege definiert werden (ein Beispiel ist die Linge, die wir im
nichsten Kapitel definieren werden). Wir bleiben im Folgenden bei den Kur-
ven.
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Beispiel 4
Wir betrachten eine Kurve f: [0, 1] — R? und ihre Komponenten f; und f,
sowie die Kurve g = f o @ fiir eine orientierungsumkehrende Parametertrans-
formation ¢ : [0,2] — [0, 1].

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Bild(f)

£(1/10)

£(0)
f(1)

£(9/10)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.5 1.0 1.5 2.0

Bild(g)
g(9/5)
g@)
g(0)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

£f:00,1] — R?,
f(t) = (cos(ét) +t+ 1, sin(12¢t) + 3/2)
fi(t) = cos(6t) + t + 1

£,(t) = sin(12¢) + 3/2

0.5 1.0 1.5 2.0

¢:[0,2] = [0,1], (v = 1 - t/2
g="Ffoq:[0,2] — R
g1(t) = cos(6¢(r) + @(t) + 1

g(0) = sin(12¢(0) + 3/2
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Beispiel 5
Firk>1undreeller,v>0seif, ,,:[0,k2n] — R? definiert durch

fi (0 = (cos(t) + rcos(vt), sin(t) + r sin(vt)) firallete [0, k2m].

Eine Kurve fi , | lisst sich als iiberlagerte Kreisbewegung interpretieren:

(a) Der Mittelpunkt eines Kreises mit Radius r bewegt sich auf einem
Kreis mit Radius 1 mit konstanter Geschwindigkeit gegen den
Uhrzeigersinn. Fir t=0und t=2m, ..., k 27 befindet sich der
Mittelpunkt bei (1, 0).

(b) Der Kreis mit Radius r dreht sich konstant gegen den Uhrzeigersinn
um sich selbst und macht dabei v Umdrehungen in der Zeit 2.

(c) Wir verfolgen die Bahn des Punktes (1 +r, 0), t = 0, auf dem Kreis
mit Radius r unter dieser kombinierten Bewegung.

249

Die folgenden Diagramme zeigen die Spuren von f|_, , fiir einige Parameter

k,rundv.
Cg\g %
S j
1
k=1, r=02, v=10 k=1, r=01, v=20

Sl
s

K
Cogas”

k=1, r=015, v=6n k=2, r=015, v=6n
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Beispiel 6
Seik>1undf:[0,k2n] — R’ mit

f(v) = (cos(t), sin(t), t).

Dann beschreibt f eine Schraub-
oder Spiralbewegung im dreidimen-
sionalen Raum mit k vollstindigen
Umdrehungen. Die Spur von f ist
eine Teilmenge des Zylinders

Z = {xeR|xi +x3 =1}

Beispiel 7
Istg:[a,b] — R eine stetige
Funktion, soistf: [a,b] — R’ mit
f(t) = (t, g(t)) furallete[a,b]

eine injektive Kurve, die anschaulich
den Graphen von g durchliuft.
Identifizieren wir f und g mit ihren

Graphen, so gilt
Bild(f) = g = {(t, g(®) | te[a,b]},
f={@{&g®)|telab]}

Wir werden im Ausblick unten sehen, Spur der Schraubbewegung
dass auch iiberraschend komplexe Funk- und Tangentialvektor fiir t = 8
tionen unter den Kurvenbegriff fallen. aus Beispiel 6 (mit k = 2)

Tangentialvektoren und Momentangeschwindigkeiten

Wir betrachten Kurven nun lokal.

Definition (differenzierbare Kurve, Tangentialvektor, regulir, singulir)
Eine Kurve f: [a,b] — R" heifit (stetig) differenzierbar in t € [a, b], falls
die Komponenten fj, ..., f, von f (stetig) differenzierbar im Punkt t sind.
Ist f differenzierbar in t, so heifit

' = (£, .../ ©0) eR"

die Ableitung oder der Tangentinlvektor von f in t. Gilt £'(t) # 0, so heifit t
regulir. Andernfalls heifit t singulir.

Eine Kurve f heifit (stetig) differenzierbar, falls f in allen t € [a, b] (stetig)
differenzierbar ist. Sie heifit regulir, falls jedes t € [a, b] regulir ist.



In unserer kinematischen Interpreta-
tion ist £'(t) die Geschwindigkeit eines
Punktes zur Zeit t, der sich im n-dimen-
sionalen Raum gemaif { von f(a) nach f(b)
bewegt. Diese Geschwindigkeit ist ein
Vektor im R". Thr Betrag v ist

v = O] = VE@© + ... + £

Ist t regulir, so ist f'(t)/v die auf die

Linge 1 normierte Richtung der Ge-

schwindigkeit zur Zeit t. Ist t singulir, so

steht der Punkt zur Zeit t im Raum sdill.
ISt f . [a’ b] — Rn eine differenzier- f wie in Beispiel 4 oben mit um den

bare Kurveund ¢ : [c,d] — [a, b] eine Faktor 1/10 skalierten Tangentialvektoren

differenzierbare Parametertransforma-

tion, so gilt fiir die reparametrisierte Kurve g = f ¢ nach der Kettenregel

g6 = ¢ (@O, ., £/(06)) = @) f'(p(s) firallese [c, d],

wobei ¢’(s) ein Skalar und {’(¢(s)) ein Vektor im R" ist. Ist s regulir fiir g, so liegt
also der Tangentialvektor der Kurve f zur Zeit @(s) auf derselben Geraden wie
der Tangentialvektor der Kurve g zur Zeit s. Ist ¢ zudem orientierungstreu, so
stimmen auch die Richtungen der beiden Tangentialvektoren iiberein.

Schnittwinkel

Mit Tangentialvektoren konnen wir einen Winkel definieren, in dem sich zwei
regulire Kurven schneiden. Wir verwenden hierzu das kanonische Skalarprodukt

v, W) = 2i<i<aviw; fiirallev,we R".
Bekanntlich definiert man den Winkel zwischen zwei Vektoren v, w # 0 im R" als
das eindeutige o € [0, ] mit

(v, w)

cos(o) = ——2—L_ e[-1,1].
v Il

Diese Definition iibertragen wir nun auf Kurven.

Definition (Schnittwinkel zweier Kurven)
Seienf:[a,b] — R", g:[c,d] — R" Kurven, diein te [a, b] bzw.
s € [¢, d] differenzierbar und dort regulir sind. Es gelte {(t) = g(s). Dann
heifit das eindeutige o € [0, 7] mit

(F'(0, g'(s))
HE© gl

der Winkel zwischen f und g bei t und s.

cos(o) =
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Ausblick: Peano-Kurven

Wie komplex kann eine Kurve f: [0, 1] — R’ in der Ebene sein? Die An-
schauung, dass eine Kurve eine einfache Linie ist, tduscht:

Satz  (Existenz raumfiillender Kurven)
Es gibt eine Kurve f: [0, 1] — [0, 1%, die surjektiv ist.

Eine stetige Surjektion f: [0, 1] — [0, 1]* nennt man auch eine Peano-Kurve
von [0, 1] nach [0, 1]°. Fiir alle Punkte (x, y) des abgeschlossenen Einheitsqua-
drats existiert ein Punkt t des abgeschlossenen Einheitsintervalls mit f(t) = (x, y),
und die Abbildung f ist zudem auch noch stetig. Die Spur von f ist der Laufweg
eines Saugroboters, der in der Zeit [0, 1] den Teppich [0, 1]* Punkt fiir Punkt ab-
saugt. Die kinematische Interpretation ist hier nur noch ideell méglich. Aber
auch aus abstrakter topologischer Sicht ist das Ergebnis iiberraschend. Wir kon-
nen das Intervall [0, 1] stetig in das Quadrat [0, 1] x [0, 1] iiberfithren!

Widersprechen raumfiillende Kurven nicht unseren topologischen Ergebnis-
sen Uber stetige Funktionen auf kompakten Intervallen? Dies ist nicht der Fall.
Zunichst ist das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion wie-
der kompakt. Dies ist erfiillt, da [0, 1 & kompakt ist. Weiter ist das Bild einer zu-
sammenhingenden Menge wieder zusammenhingend. Dies ist auch erfiillt,
denn [0, 1]? ist zusammenhiingend. Ebenso ist [0, 1]* wie [0, 1] auch wegzusam-
menhingend. Unsere topologischen Ergebnisse schliefien die Existenz einer Pe-
ano-Kurve also nicht aus. Sie zeigen aber:

Satz  (Peano-Kurven sind nicht injektiv)
Es gibt keine stetige Bijektion g : [0, 1]*> — [0, 1]. Insbesondere ist jede
Peano-Kurve f: [0, 1] — [0, 1]* nicht injektiv.

Beweis
Annabme, es gibt eine stetige Bijektion g: [0, 1]* — [0, 1]. Sei dann
z* € R? das Urbild des Punktes 1/2 unter g, sodass also g(z*) = 1/2.
Wir betrachten nun die Einschrinkung h von g auf das punktierte
Einheitsquadrat P = [0, 1]* - { z*}. Da g bijektiv ist, ist

h:P — [0,1]-{1/2} stetig und bijektiv.

Aber die Menge P ist wegzusammenhingend, das Bild [0, 1] -{1/2 } von P
unter h dagegen nicht. Dies ist ein Widerspruch, da stetige Surjektionen den
Zusammenhang erhalten.

Zum Zusatz: Wire f: [0, 1] — [0, 1]* eine injektive Peano-Kurve, so wire
die Umkehrfunktion g : [0, 1> — [0, 1] von f eine stetige Bijektion nach
— dem Homo6omorphiesatz, was nicht sein kann.
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Das Argument lautet in Kurzform:

Punktierungen erbalten den Zusammenhang der Ebene,
zerstoren aber den Zusammenbang der Geraden.

Unsere Intuition iiber die unterschiedlichen Dimensionen der Ebene und der
Geraden ist also insofern gerettet, dass es keine stetige Bijektion zwischen [0, 1]
und [0, 1]* geben kann. Allgemeiner gilt, dass es fiir alle n # m keine stetige Bijek-
tion zwischen [0, 1]" und [0, 1]™ gibt (Satz von Luitzen Brouwer 1911).

Der Leser wird sich nun wahrscheinlich fragen, wie man Peano-Kurven kon-
struieren kann. Wir skizzieren zwei Moglichkeiten. Bei der ersten konstruieren
wir zunichst Approximationen an die gesuchte Kurve und fithren dann einen
Grenziibergang durch. Bei der zweiten nutzen wir die topologische Struktur der
Cantor-Menge fiir eine direkte Konstruktion.

Konstruktion einer Peano-Kurve nach Hilbert
Die Idee der Konstruktion ist, einfache Kurven

f,:[0,1] — [0,1]%, neN,

zu konstruieren, die das Einheitsquadrat dichter und dichter durchlaufen.
Dabei entfernt sich die nichste Kurve f,,, | nicht weit von f,, sodass eine
stetige Grenzfunktion f definiert werden kann. Die Verdichtung der
Kurven f, fithrt zur Surjektivitit von f. (Das Bild jeder Kurve von [0, 1]
nach [0, 1]° ist kompakt und damit abgeschlossen, sodass eine in [0, 17
dichte Wertemenge bereits zur Surjektvitit fiihrt.) Zur Umsetzung dieser
Idee betrachten wir die folgenden numerierten Aufteilungen des Einheits-
quadrats [0, 1 1%, die der Lesbarkeit halber skaliert sind:

1 ) 1 4 5 6 1|2 {15 |16 |17 |20 |21 ] 22
4 [ 3 |14 |3 |18 19|24 |23

2 3 8 7
4 3 s |8 | 9 [12 31|30 |25 |26
15 14 9 10 6 | 7 |10 |11 |32 |29 |28 |27

59 | 58 | 55 | 54 | 33 36 | 37 | 38

60 | 57 | 56 | 53 34 | 35 | 40 | 39

61 [ 62 | 51 | 52 | 47 | 46 | 41 | 42

64 [ 63 | 50 [ 49 | 48 | 45 | 44 | 43

Wir erhalten nun Kurven f, £, f; von [0, 1] nach [0, 1]?, indem wir die
Mittelpunkte der einzelnen Quadrate gemifl der Numerierung durch ge-
rade Linien verbinden, wobei die Kurven auf diesen Verbindungslinien eine
konstante Geschwindigkeit besitzen sollen. Fiithrt man die Konstruktion
fort, so erhilt man eine konvergente Folge von Kurven f;,, deren punktwei-
ser Limes f eine Peano-Kurve ist.
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075+ 075
05F 050
025t 025F
0 : : : ; 0 : : :
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75
Ir .

|
]
L

0.75 0.75

o

0.5+ 0.5
025} 025}
N
0 * * * * 0 * * *
0 025 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75
1p .
0.75 0.75
0.5 0.5L
025 025
0 : ‘ 0 :
0 025 0.5 0.75 1 0 025 0.5 0.75

Die Diagramme zeigen die Spuren der Approximationen fj, ..., fs: [0, 1] — [0, 1]% an
die Peano-Kurve f. Jedes f, ist durch eine Liste von 4" Punkten definiert. In jedem
Schritt wird jeder Punkt nach einem bestimmten Schema durch vier neue Punkte ersetzt,

die mit dem alten Punkt eine 5 wie auf einem Wiirfel bilden.
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Konstruktion einer Peano-Kurve mit Hilfe der Cantor-Menge
SeiC =1, nC, c[0, 1] die Cantor-Menge, mit durch wiederholtes
Entfernen von Drittelintervallen definierten Mengen C,,. Wir verwenden,
dass die Menge C aus allen Punkten t € [0, 1] besteht, die eine Ternirdar-
stellung der Form

t = 0,d;dyd;... = ZM%, d, €{0,2} firallek>1

besitzen. Jede Ternirdarstellung eines Punktes t € C ist eindeutig. Fiir jedes
ternir dargestellte t = 0,d;d,ds ... € C kénnen wir also einen Punkt

g(p) = (x Y) e [0, 1]2’
definieren, indem wir in Binirdarstellung schreiben

X = O,bl b3 b5..., y = O,b2b4b6..., wobei

b - 0, falls dy. = 0,
ko 1, falls dy

Mit anderen Worten:

Il
[\

Wir ersetzen in der eindeutigen Terndrdarstellung von p € C alle Zweien
durch Einsen und erbalten durch Aufspalten der Nachkommastellen zwei
0-1-Folgen. Diese Folgen definieren, bindr gelesen, einen Punkt in [0, 1 ]2 .

Die Konstruktion liefert eine stetige Surjektion g : C — [0, 1]*. Erneut
kann g nicht bijektiv sein, da sonst aufgrund der Kompaktheit von C die
Umkehrfunktion g'1 :[0,1]> = C stetig und bijektiv wire; dies ist un-
méglich, da C unzusammenhingend ist. Die Funktion g: C — [0, 1]?
kénnen wir stetig nach [0, 1] fortsetzen, indem wir sie auf den bei der
Konstruktion von C entfernten mittleren Drittelintervallen linear interpo-
lieren; an den Randpunkten dieser Drittelintervalle ist g ja bereits definiert.
Diese stetige Fortsetzung von g nach [0, 1] - die wir wieder g nennen - ist
eine Peano-Kurve von [0, 1] nach [0, 1]°.

Die topologische Natur von C spielt fiir diese Konstruktion eine wichtige Rolle.
Jedes durch Vermeidung von 9-er Perioden eindeutig dezimal dargestellte t € [0, 1]
kénnen wir durch Aufspalten von Nachkommastellen auf h(t) € [0, 1]° abbilden.
Die so entstehende Abbildung h : [0, 1] — [0, 1]? ist surjektiv, aber unstetig,
etwa an der Stelle t=0,1 = lim,, 0,09...9 mit n Neunen. Analoges gilt fiir beliebige
b-adische Darstellungen mitb > 2.

Die Konstruktion der Peano-Kurve g mit Hilfe der Cantor-Menge C
koénnen wir visualisieren, indem wir g, (t) = g(¢t) fiir die Randpunkte der
Intervalle in C,, setzen und g, linear interpolieren, um eine auf [0, 1] defi-
nierte Funktion zu erhalten. Die entstehenden Funktionen g, grasen [0, 1]
,von links unten nach links oben nach rechts unten nach rechts oben“ ab,
unter Wiederholung dieses Schemas in kleineren Quadraten.
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Fiir eine einfache Kurve in der Ebene oder im dreidimensionalen Raum besitzen
wir eine gute Anschauung der Linge der Spur der Kurve und der Linge der
Kurve selbst. Stellen wir uns die Spur der Kurve als Faden vor, so erhalten wir die
Linge der Spur, indem wir den Faden gerade ziehen ohne ihn dabei zu dehnen.
Ist die Kurve fast injektiv, so ist die Linge der Spur zugleich auch die Linge der
Kurve. Bewegt sich dagegen die Kurve auf ihrer Spur vor und zuriick, so miissen
wir die mehrfach durchlaufenen Abschnitte der Spur mehrfach zihlen, also den
Faden dort mehrfach auslegen. Alternativ konnen wir ein der Kurve folgendes
Rad auf der Spur abrollen und die Anzahl der Umdrehungen zihlen, ein Kilome-
terzihler eines Fahrrads oder Autos funktioniertin dieser Weise. Ist die Kurve je-
doch zu komplex - etwa eine Peano-Kurve -, so versagt unsere der kinemati-
schen oder geometrischen Interpretation entspringende Anschauung.

Im Folgenden definieren und untersuchen wir den Lingenbegriff fiir Kurven.
Dabei entdecken wir einen engen Zusammenhang mit der in der Integrations-
theorie schon eingefithrten Variation. Weiter fithren wir Kurvenintegrale ein,
die nicht nur in der Mathematik, sondern auch in den Naturwissenschaften eine
wichtige Rolle spielen.

Die Linge einer Kurve

Einen prizisen Lingenbegriff erhalten wir durch die Approximation einer
vorliegenden Kurve mit Hilfe von Polygonziigen, deren Linge elementargeo-
metrisch bekannt ist. Bei der geometrischen Berechnung des Kreisumfangs
hatten wir diese Methode bereits angewandt. Wir hatten dem Kreis regelmi-
ige n-Ecke einbeschrieben, und seinen Umfang durch einen Grenziibergang
bestimmt (vgl. 3.5 in Band 1 und auch den Ausblick zu 1.5). Fiir die Definition
der Lingenapproximation einer beliebigen Kurve leisten die aus der Integra-
tion bekannten Partitionen gute Dienste:
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Definition (Polygonzug-Approximation) Bild(f)
Seif:[a,b] — R" eine Kurve.
Fiir eine Partition p = (t)r <
von [a, b] setzen wir

Lf = Xicn It ) - fw) .

f(to) = f(a)

Die reelle Zahl L, f ist die euklidische f(t,. ) = f(b)

Linge des durch die Punkte

f(a) = f(t0)7 f(t1)7 LXXY) f(tn+ 1) = f(b)

i
definierten Polygonzugs. Damit kon- (&)
nen wir nun definieren: Polygon-Approximation von f

Definition (rektifizierbar, Linge, L(f))
Eine Kurve f: [a, b] — R" heifit rektifizierbar, falls ein ¢ € R existiert mit:

Fiir alle € > 0 existiert ein 8 > 0 mit:
Fiir alle Partitionen p von [a, b] der Feinheit 6 gilt |L,f - c| < &.
(Rektifizierbarkeitshedingung fiir c)

Die reelle Zahl ¢ heifit dann die (euklidische) Linge von f, und wir schreiben
c = L{).

Der Leser vergleiche die Rektifizierbarkeitsbedingung mit der Riemannschen
Integrierbarkeitsbedingung. Die beiden Bedingungen sind analog, wobei nun
die Polygonzug-Lingen L,f an die Stelle der Riemann-Summen . f treten.
Wie fiir das Riemann-Integral lisst sich Rektifizierbarkeit als Limes formulieren.
Und wie dort erhalten wir: Ist f rektifizierbar und (p,,), e n eine Folge von Parti-
tionen mit lim, 8(p,) = 0, so gilt L(f) = lim,, L,, ().

Wie erwartet hingt die Linge einer Kurve nicht von der Parametrisierung ab:

Satz  (Unabbingigkeit der Lange von der Parametrisierung)
Seif:[a,b] — R"rektifizierbar, undsei @:[c,d] — [a, b] stetig und bi-
jektiv. Dann ist g = f © ¢ rektifizierbar, und es gilt L(f) = L(g).

Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.
Unser Lingenbegriff beriicksichtigt mehrfach durchlaufene Abschnitte der
Spur. So hat zum Beispiel die Kurve f: [0, 1] — R mit

ft) = |2(t - 1/2)| firalle te[0,1]

die Lange 2, wihrend die Spur [0, 1] von f die Linge 1 besitzt. Die Kurve be-
schreibt einen Punkt, der sich in der Zeit [0, 1/2] von 1 nach 0 und in der Zeit
[1/2,1] von 0 nach 1 bewegt. Die Linge einer fast injektiven Kurve hingt dage-
gen nur von ihrer Spur ab.
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Der folgende Satz besagt, dass die stetige Differenzierbarkeit einer Kurve ihre
Rektifizierbarkeit nach sich zieht und dass die Linge einer derartigen Kurve das
Integral iiber die Norm der Momentangeschwindigkeiten ist:

Satz  (Lingensatz)
Seif:[a,b] — R"stetig differenzierbar. Dann ist f rektifizierbar und

b
L) = [ If@] de. (Liingenformel)

Das Ergebnis ist ein bemerkenswertes Zusammenspiel von Differentiation
und Integration. Die Linge einer Kurve ist das Mittel der Momentangeschwin-
digkeiten (genauer: ihrer Normen), multipliziert mit der Gesamtzeit b - a des
Durchlaufs der Kurve. Ist die Geschwindigkeit konstant gleich 1, so ist die
Linge von f einfach gleich b - a. Die Kriimmung und viele andere geometrische
Grofien spielen fir die Linge keine Rolle. Zwei stetig differenzierbare Kurven
auf [a, b], die zu jedem Zeitpunkt t gleichlange Tangentialvektoren besitzen, ha-
ben dieselbe Linge.

Lesen wir das Integral als infinitesimale Summe, so ist der Satz unter der kine-
matischen Interpretation recht einleuchtend: ,,Weg ist Geschwindigkeit mal
Zeit“, und damit ist || f’(t)|| dt der in der infinitesimalen Zeit dt zuriickgelegte
infinitesimale Weg eines die Kurve durchlaufenden Punktes zur Zeit t. Alle diese
Wege aufintegriert ergeben die Linge der Kurve. Ohne Verwendung von infini-
tesimalen Grofien konnen wir die Formel so begriinden:

Kinematische Begriindung der Lingenformel

Ist p = (t)r<n eine hinreichend feine Partition, so konnen wir f'(t) in den
Intervallen von p mit kleinem Fehler durch Differenzenquotienten ersetzen:

f If@lde = ¥ f I#© ] de ~

stn ftk+1 Hf(tk+1) - f(tk) || dt _ Zkgn ” f(tk+1) _ f(tk) ||

oo — &

Diese Heuristik moge vorliufig gentigen. Einen vollstindigen Beweis der For-
mel geben wir spiter mit Hilfe einer dquivalenten Definition der Linge einer
Kurve, die den Begriff der Variation verwendet.

Ein Spezialfall der Lingenberechnung von Kurven ist die Berechnung der
Linge von Graphen reellwertiger Funktionen. Die Integrationstheorie ermog-
lichte die Berechnung der von einem Graphen und der x-Achse eingeschlosse-
nen signierten Fliche, die natiirliche Frage, wie die Linge des Graphen be-
stimmt werden konne, blieb bislang unbeantwortet. Aus dem Satz erhalten wir
nun eine Formel hierfiir:
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Korollar  (Linge von Graphen)
Seig:[a, b] — R stetig differenzierbar. Dann ist

b
f V1 o+ g'(t)? dt

a
die Linge des Graphen von g, d.h., die Linge der Kurve f : [a,b] — R’ mit
f(t) = (t, g(t)) firallete [a,b].

Beweis
Die Kurve f ist stetig differenzierbar mit

') = (1,g'(t)) firallete [a,b].
Damit gilt also
[f'®] = V1+g@®* firalete[a,b],

— sodass die Behauptung aus der Lingenformel folgt.

Wir bestimmen nun die Lingen einiger Graphen und Kurven.

Beispiel 1: Geraden
Seienc,d e R,und seig: [a,b] — Rmitg(t)=ct+dfirallete [a,b].
Dann ist die Linge des Graphen von g gleich

b
f VIeg?dt = b-aV1+d = Vb-a + (gb)-g@),

in Ubereinstimmung mit dem Satz des Pythagoras.
Beispiel 2: Kreisbégen

Sei r> 0. Wir betrachten die Kurve f, : [a, b] — R’ mit

f() = re' = r(cost,sint) firallete [a,b],

also die gleichmiflige Bewegung auf einem Kreis mit Radius r gegen den
Uhrzeigersinn. Die Kurve f, ist stetig differenzierbar, und es gilt

f/(t) = rie'® = r(-sint, cost) firallete [a,b].

Also ist

f b||f Id " d b
L = (e t = rdt = r(b - a).
® = [ 10 ) (b - a)

Ist speziell [a, b] = [0, 2x], so ist L(f;) = r2n der Umfang des Kreises mit
Radius r und Mittelpunkt 0 in der Ebene.
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Beispiel 3: Die Linge eines Parabelbogens
Seif:[a,b] — R? die Parabelkurve auf [a, b], d.h., es gilt

f(t) = (t,¢) firallete [a,b].

Dann gilt fiir alle t € [a, b]: Lr y
I£©l = V1 +4¢ = 2V1/4 + 2. s .
, pur
Firallece Rist G: R — R mit //
Goy - XE®+ czzlog(“g(x)) .
1 V2

eine Stammfunktion der Funktion g mit
gx) = Vel + X,

Mit ¢ = 1/2 giltalso

b x=b
LM = [ IFO]d = {xg(x)+%log(x+g(x))] .

X=a

Setzen wir a =0 und b = 1, so ergibt sich fiir die Lange L des Parabelbogens
iiber dem Einheitsintervall [0, 1]:

L = g) + 4 (log(l+g() - log(s(0)) -

1 LegM ) _ V5 1 .
g(l) + Zlog( 20) ) = Z log(2 \/g)

Numerisch ist L = 1,4789... Die Differenz zur Linge V2 =1,4142... der
Diagonalen im Einheitsquadrat ist iiberraschend gering.

Beispiel 4: Die Zykloide
Wir legen den Einheitskreis auf den Nullpunkt der reellen Achse und
markieren den Auflagepunkt (0, 0) des Kreises. Nun rollen wir den Kreis
gleichmifiig entlang der x-Achse ab. Der markierte Punkt durchliuft dabei
einen Bogen, der nach einer halben Umdrehung des Kreises bei (x, 2) und
nach einer vollen Umdrehung des Kreises bei (27, 0) angelangt ist. Die
entstehende Kurve ist als Zykloide bekannt. Analytisch kénnen wir die
Zykloide f: [0,2n] — R’ definieren durch

f) = e ™) L (1) = —ieT+ (1) = (t-sin®), 1 - cos(D).

Dann gilt fiir alle t € [0, 27w]:
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I = VA -cos®)’ + sin’(t) =

V1-2cos(t) + cos’(t) + sin’(t) =

V2 - 2cos(t) = V4sin’(/2) =
2 |sin(t/2)| = 2sin(t/2),

wobei wir 1 - cos(t) = 2 sin’(t/2) verwendet
haben. Damit berechnet sich die Linge zu

21
L(f) = fo 2 sin(t/2) de =

~4cosv2) | = 8.

Die Linge der Zykloide ist also eine natiirli-
che Zahl, die an die Kreiszahl &, die bei der
Erzeugung der Zykloide prisent ist, nicht
mehr erinnert.

Die Zykloide spielt in der mathematischen
Physik eine wichtige Rolle. Eine Pendeluhr hat
eine inhirente Gangungenauigkeit, die auf den
kleinen Unterschied zwischen x und sin(x) fiir
kleine x zurtickzufiihren ist. Die Differenz zwi-
schen x und sin(x) fiihrt selbst bei Vernachlissi-
gung aller Reibungen dazu, dass die Schwin-
gungsdauer eines Fadenpendels von seinem
Ausschlag abhingt. Wir werden in Kapitel 5 zei-
gen, dass die Schwingungsdauer unabhingig
vom Ausschlag wird, wenn sich der Pendelfaden
links und rechts an eine Zykloide anschmiegt.
Das Pendel selbst schwingt dann ebenfalls auf
einer Zykloide und nicht mehr auf einem Kreis.
Diese Erkenntnis geht auf Christiaan Huygens,
einem Astronom, Physiker und Uhrmacher des
17. Jahrhunderts, zuriick.

Eine zweite Bedeutung kommt der Zykloide
in einem Optimierungsproblem der Variations-
rechnung zu. Ein Korper, der eine reibungsfreie
Bahn herabgleitet, benétigt hierzu eine gewisse
von der Form der Bahn abhingige Zeit. Wie
muss man die Bahn gestalten, dass diese Zeit mi-
nimal wird ? Bereits Leibniz war bekannt, dass
die Zykloide die Laufzeit minimiert.

ST
N
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Beispiel 5: Die Archimedische Spirale

Seia > 0. Dann ist die Archimedische Spirale zum Parameter a die Funktion
£:[0, o[ — R mit

flty = a (t cos(t), t sin(t)) fiir alle £ 2 0.
Fir alle t liegt f(t) auf einem Kreis mit Radius at. Die Funktion f beschreibt
also in der Zeit t eine Spiralbewegung gegen den Uhrzeigersinn mit linear

wachsenden Radien. Fir alle ¢ > 0 berechnet sich die Linge der Spirale bis
zum Zeitpunkt ¢ mit Hilfe der Stammfunktion wie in Beispiel 3 fiir ¢ = 1 als

L(f|[0,0]) = a f: I (cos(®) - tsin(t), sin() + tcos®) || e =

a f (p(cos(t)z - 2tcos(t) sin(t) + t* sin(t)’ +
0

sin(t)? + 2tsin(®) cos(t) + t cos(t)’ )1/2 dt =

¢
afo V1+dde = %((p\/l+(p2 +log<(p+\/1+(p2)).

50

4t

20F 301

20

2 4 6 8 20 40 60 80 100

Archimedische Spirale f,(t) und ihre Lingenentwicklung L(f, | [0, t])
in der Zeitte [0, 8] fira=1 bzw. t e [0, 100] fiir a = 1/100 rechts
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Beispiel 6: Der Umfang einer Ellipse
Fira>b>0sei

B = [y | ()« (1) =1}

Die Ellipsenfliche ist abm, in Erweiterung
der Formel r’ 1 = rr7 der Kreisfliche. Mit
Blick auf den Kreisumfang (r + r)® wiirde
man vielleicht (a + b)« fiir den Umfang der Ellipse vermuten. Dies ist
jedoch falsch, da (a + b) fiir b gegen 0 nicht gegen 4a strebt. Um eine
korrekte Formel zu finden, parametrisieren wir (aus traditionellen Griin-
den) E, ;, durch die Kurve f : [0,2n] — R’ mit

f(t) = (acos(n/2-1), bsin(2-1)) = (asin(t), b cos(t)).

Dies entspricht einem Durchlaufen der Ellipse im Uhrzeigersinn mit Start
bei (0, 1). Die Linge des durch ¢ € [0, 2r] definierten Ellipsenbogens ist

L(f|[0,¢]) = f: [£(t) | dt = fo(p\/azcos(t)z + bPsin(t)* dt =

¢ P

a f V1 - sin(t)’ + b*/a’sin(t)’ dt = a f V1 - esin(t)’ dt,
0 0

mit der numerischen Exzentrizitiit

e = V1 - b¥/a’, sodass b*/a’ = 1 - €.

Das Integral hat fiir € < 1 innerhalb der elementaren Funktionen keine
Stammfunktion! Man muss eine neue Funktion einfiihren. Fiire € 10, 1
definiert man das elliptische Integral zweiter Art in Legendre-Form durch

E _ QW )
(p,8) = f() 1 - €°sin(t)” dt  furallep e R.

Dann gilt L(f | [0, ¢]) = a E(o, ¢) fiir ¢ € [0, 2r], also L(f) = a EQ2m, ¢).

ol E(o, 99/100) Die elliptischen Integral-
E(o, 1/V2) Funktionen fiir einige €.
St Fira=1unde=1/V2 ist
b = €, sodass diese Exzen-
4l E(g, 1/100)

trizitit ausgezeichnet ist.
3t Der Umfang der Ellipse
mit diesen Halbachsen ist

EQ2n,e) = 5,40257552...
wihrend

(a+b)m = 5,36303412...
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Beispiel 7: Die Lemniskate von Jakob Bernoulli
Sei a> 0. Dann heifit die Kurve f: [0, 2n] — R? mit

cos t cost sint

fr) = a( !

. > .
1 +sin’t 1 + sin

die Lemmniskate (Schleife) zum Parameter a > 0. Ein (x,y) € R’ liegt genau

t

) fiir alle t € [0, 27]

265

dann auf der Lemniskate, wenn das Produkt der Abstinde von (x, y) zu den
Punkten (- p, 0) bzw. (p, 0) gleich p? ist, wobei p = a/\/2. Damit gilt

2 2 2 2
Spur(f) = {(x,y)eR’ | X +y)’ = -y)h
T T T Tl 0.5 T T T
/// \\\\ . \\\
/ X \
/ \
! \
{ L
-h.5 - -3 5 15
\ /
\\ // //
N\ 4 ,
AN /// S e
RS -0.5 Sl -

Lemniskaten zu den Parametern 1/2 (Innen), 1 (Mitte) und 3/2 (Aufien)

Die Quotientenregel und trigonometrische Umformungen ergeben

(1 +sin’9)? f;’(t) = asint(sin’t - 3),

(1 + sin’©)* £,(t)

(1 +sin’ )" (0 + 60 = a> (1 +sin’o)’.

Folglich ist

/2 /2
L(f) = 4 fo £ de = 4a fo

4&1foIL = Z\Eaf

V1-s*

a(l - 3sin’v),

dt
V1 + sin’t

dt

V1 - 1/2sin’t

Wie im letzten Beispiel ist das Integral nicht mehr elementar. Integrale mit
Integranden der Form (1 - &*sin® t)"? heifien elliptische Integrale erster Art
in Legendre-Form. Eine numerische Berechnung ergibt

L(f) = 2a 2,622057554292119810464839589891119... =:

2a®m.

Die von Gauf in Analogie zu 2ar fiir den Umfang eines Kreises mit Radius a
eingefiihrte Lemniskatische Konstante ® (gelesen Varpi) ist wie & transzendent.
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Rektifizierbarkeit und beschrinkte Variation

Bei unserer Untersuchung der integrierbaren Funktionen hatten wir die Va-
riation var(f) € [0, o] einer Funktion f : [a,b] — R durch

var(f) = sup({ Lien [fti,1) - ft)| | (t)y <, ist eine Partition von [a, b] })

definiert und gezeigt, dass eine Funktion mit beschrinkter Variation integrier-
bar ist. Wir erweitern den Begriff nun auf Funktionen, die Werte im R" anneh-
men.

Definition (Variation, beschrankte Variation)
Fir f: [a,b] — R" definieren wir die (totale) Variation von f durch

var(f) = sup({ Yeenl ftes1) - ft) | | (tk<n ist eine Partition von [a, b] })

f heifit von beschrinkter Variation oder eine bv-Funktion, falls var(f) < .

Im Vergleich zur alten Definition werden also die Betragsstriche durch die eu-
klidische Norm im R" ersetzt. Der enge Zusammenhang zwischen der Variation
und der Linge fiir Kurven f ist augenfillig, denn nach Definition gilt:

var(f) = sup, L,f.
In der Tat sind ,,Linge® und ,,Variation“ fiir Kurven identisch:
Satz  (Rektifizierbarkeit und beschriinkte Variation)
Seif:[a,b] — R"eine Kurve. Dann sind dquivalent:
(a) f istrektifizierbar.
(b) f ist eine bv-Funktion.
In diesem Fall gilt L(f) = var(f).
Beweis

(a) impliziert (b): Sei (py)ne n €ine Folge von Partitionen mit lim,, 3(p,,) = 0
derart, dass

lim, L, f = var(f) < co.

Da f rektifizierbar ist, gilt lim, L, f = L(f) < . Also ist var(f) < o
und zudem var(f) = L(f).

(&) impliziert (a): Wir zeigen, unter Verwendung der gleichmifliigen Stetig-
keit von f, die Rektifizierbarkeitsbedingung fiir ¢ = var(f) < . Sei also
e> 0. Da L, f < var(f) fiir alle Partitionen p gilt, geniigt es, ein § > 0 zu
finden, sodass fiir alle Partitionen p von [a, b] der Feinheit 3 gilt:
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(+) var(f) - e < L,f.
Sei p* eine Partition von [a, b] der Linge m mit

var(f) - Lo(f) < %

Weiter sei & > 0 derart, dass fiir alle x,y € [a, b] mit |x - y| < 8 gilt:

€
&) -l < ——.
4m
Sei nun p eine beliebige Partition von [a, b] der Feinheit § > 0. Die
Partition p**, die durch die Zerlegungspunkte von p und p* gebildet
wird, ist eine Partition der Feinheit §, und es gilt

Lof € Lof < Lf + 2m —— = Lf+ —,
p p pt *oom S
denn die m Zerlegungspunkte von p* tauchen in héchstens 2m
Summanden von L f auf. Dann ist aber wie gewiinscht
- var(f) - € = var(f) - Lof + Lt - < &2 + Lf - &2 = Lt
Der Satz liefert fiir ein stetiges f: [a,b] — R eine neue Interpretation der Va-
riation: Die reelle Zahl var(f) ist die Linge der Kurve g : [a,b] — R’ mit

g(t) = (0,f(r)) furallete [a,b],

also die von einem Punktin der Zeit [a, b] zuriickgelegte Strecke, der sich gemif}
g auf der y-Achse von f(a) nach f(b) bewegt. Diese Kurve kénnen wir als die Pro-
jektion des Graphen von f auf die y-Achse interpretieren.

Davar(f) = var(f ° @) fiir eine stetige Bijektion @: [c,d] — [a, b] gilt, liefertder
Satz noch einmal die Unabhingigkeit der Linge einer Kurve von der Parametri-
sierung. Weiter zeigt er:

Korollar  (Vektorraum-Struktur und Umfang der rektifizierbaren Kurven)
Die n-dimensionalen rektifizierbaren Kurven auf [a, b] bilden einen
Vektorraum, der die Lipschitz-stetigen und damit die stetig differenzierba-
ren Kurven umfasst.

Dass mit zwei Kurven f, g auch { + g rektifizierbar ist, ist mit Variation leicht
einzusehen. Die Rektifizierbarkeitsbedingung erscheint hier weniger geeignet.

Wir beweisen nun noch die Lingenformel. Hierzu sind einige Abschitzungen
fiir integrierbare Kurven niitzlich. Das Integral einer Kurve f: [a,b] — R" defi-
nieren wir dabei wie fiir komplexwertige Funktionen komponentenweise, d. h.,
Wir setzen

bf(t)dt = bfl(t)dt, e bfn(t) det ) e R™
fa (fa a
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Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt, dass fiir alle integrierbaren
Funktionen f: [a,b] — R" gilt:

b b
flode| < f(t) || dt.
If fodd < [ ol
Denn ist (v, w) = 2 <, Vi Wi das kanonische Skalarprodukt im R", so gilt fiir

b
v = f o dt e R

a

die Abschitzung

b b
”V”Z = <V’ V> = <f f(t) dt, V> = f <f(t)’ V> dt SCauchy—Schwarz
b b
[ vlde = fvl [ @] de.

Eine Abschitzung in der anderen Richtung liefert der folgende Satz.

Satz  (Normabschiitzung)
Seif:[a,b] — R" stetig. Dann existiert fiir alle € > 0 ein & > 0, sodass fiir
alle [c, d] < [a, b] mitd - ¢ < 8 gilt:

d d
[l lde < | [ fode] + e -o.

Beweis

Sei e > 0. Da f gleichmifiig stetig ist, gibt es ein & > 0, sodass
| f(t) - f(c)|| < e/2 fiirallet,ce [a,b] mit [t-c| < 8.
Dann gilt fiir alle [¢, d] = [a, b] mitd - ¢ £ &:

d d d

€ e(d-c¢)
fo| de < fi — dt = f(c) dt — =

[ 1olde < IR0+ 5 1] fede] + =5

[ fcd f()) + flo) - fO de]| + @ <

I fcdf(t)dtII " fcd ) - fO] de + @ S

e(d-c¢) . e(d-c¢)
2

d
— = | fc foyde|| + e(d-c).

d
| [ fode| +

Damit kénnen wir nun die Berechnungsformel beweisen:
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Satz  (Lingensatz)
Seif:[a,b] — R"stetig differenzierbar. Dann ist f rektifizierbar und

b
L) = varf) = [ [F@] de

Beweis
Fiir jede Partition p = ()i <, gilt nach dem Hauptsatz:

[
Lf = Selfw -l - Y [ Fodl <
<n t,
'S8 , b ,
szn ftk ||f(t)|| de = fa ”f(t) || e

Alsoist var(f) = sup, L, f f [ (v dt.
Fiir die andere Ungleichung sei € > 0. Weiter sei > 0 wie im Satz tiber die

Normabschitzung fiir die stetige Funktion f”. Ist nun p = (), <, eine
Partition der Feinheit 9, so gilt

fabllf’(t)ll de =y ft:k 1) de <
(”f:k“f,(t) dt“ + S(tk+1—tk)) =

Yien [flo,) - fw) | + eb-a) = Lf + eb-a).

Da dies fiir alle € > 0 gilt, ist var(f) = sup, L, f f [ £t dt.

Im Fall n =1 lisst sich der Satz mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differential-
rechnung elegant beweisen:

Einfacher Beweis des Satzes fiirn =1
Fiir jede Partition p = (ty)y <, seien xy € [ty, ti, ;] mit

o) =89 _ oy firalle k<.
o1 — &
Dann gilt fiir die um die Stiitzstellen (xy), <, erginzte Partition p:

Tl f _f
Lf = Siey o) -] = ¥, [ D=0l g

Tep1 — G

Zien G| (1 -t) = X, 7]
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Ist nun p, eine Folge von Partitionen mit L(f) = var(f) = sup,, L, fund
lim,, &(p,) = 0, so gilt aufgrund der Integrierbarkeit von |f’|, dass

b
var(f) = lim, Ly f = lim, X, [f'] = [ |F©] de
a

Fiir Funktionen, die Werte im R", n > 2, annehmen, steht der Mittelwertsatz
nicht mehr zur Verfiigung (vgl. die Ubungen), so dass dieses einfache Argument
nicht iibernommen werden kann.

Erweiterung des Ergebnisses

Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit ist manchmal etwas zu
eng, da zum Beispiel eine Kurve f: [0, 1] — R’ die das Einheitsquadrat der
Ebene in konstanter Geschwindigkeit durchliuft, nicht stetig differenzierbar ist.
Es ist deswegen giinstig, endlich viele ,,Knicke® zuzulassen. Wir definieren in
Analogie zur stiickweisen Stetigkeit:

Definition (stiickweise differenzierbar)
Eine Funktion f: [a,b] — R" heifit stickweise (stetig) differenzierbar, falls
eine Partition p = (t)r<,, von [a, b] existiert, sodass fiir alle k <n gilt:

f]]ty, t, 1 [ besitzt eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung nach [, ty, 1 ].

Eine stiickweise differenzierbare Funktion muss nicht stetig sein. Ist f jedoch
stetig (also eine Kurve), so konnen wir uns f als eine Aneinanderreihung von end-
lich vielen differenzierbaren Kurven vorstellen. Endzeit und Endpunkt sind da-
bei Startzeit und Startpunkt der folgenden Kurve.

Aufgrund der Aufspaltungseigenschaft des Integrals konnen wir tiber reellwer-
tige stiickweise stetig differenzierbare Funktionen freiziigig integrieren, auch
wenn diese Ableitung an endlich vielen Stellen nicht definiert ist. Wir schreiben
also zum Beispiel kurz

b eyt
J lE@lde fir Y [ 1] dx,
a =n t.

wobei f die stetig differenzierbare Fortsetzung von f|] t, t;, ; [ nach [, t;., { ] ist.
Die Lingenformel gilt, wie leicht zu sehen ist, in verallgemeinerter Form:

Satz  (Lingensatz, II)

Seif:[a,b] — R" eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann ist
f rektifizierbar und

b
L) = var(f) = f 1€ d.
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Kurvenintegrale fiir reellwertige Funktionen

Die Lingenformel

b b
L) = var(h) = [ [F@lde = [ 1] @] de
a a
motiviert die Definition eines Integrals entlang einer Kurve:

Definition (Kurvenintegral fiir reellwertige Funktionen)
SeiPcR", undseig: P — R stetig. Weiterseif: [a,b] — P eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

b
[g= [emds = L = [ g@)|fo]d
f f a
das Kurvenintegral (erster Art) der Funktion g entlang der Kurve f.

Auf der rechten Seite der Definition des Kurvenintegrals wird eine reellwer-
tige Funktion integriert. Vorstellung ist, dass wir die Kurve f in der Zeit [a, b]
durchlaufen und die uns dabei begegnenden reellen Funktionswerte g(f(t)) unter
Berticksichtigung der Momentangeschwindigkeit aufintegrieren. Je grofier die
Norm der Momentangeschwindigkeit zur Zeit t ist, desto grofier ist der Beitrag
des Integranden an der Stelle t zum Integral. Hohe Geschwindigkeiten fithren
aber zu kurzen Zeitintervallen [a, b] und damit zu im Betrag kleineren Integra-
len. Insgesamt wird ein ausgleichender Effekt erreicht, denn ein Kurvenintegral
ist unabhingig von der Parametrisierung der Kurve:

Satz  (Kurvenintegrale und Parametrisierung)
Seien g,f wie oben, und sei @ : [¢,d] — [a, b] eine stetig differenzierbare
(oder stetige und stiickweise stetig differenzierbare) Bijektion. Dann gilt

[.,e-1¢

Ist also f fast injektiv, so hingt das Kurvenintegral von g entlang f nur von
der Spur von f ab.

Beweis

Wir setzen 6 = 1, falls ¢ orientierungserhaltend ist, und 6 = -1 andernfalls.
Dann gilt unter Verwendung der Ketten- und Substitutionsregel:

)

o(d) b
) c f(p@ gf@®) [f'® | dt = o’ f g(f©) |0 | dt = ff g.

d d
g = [ gl |Eoy©lds = [ 196 o) o6 ds =

°o
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In vielen Anwendungen ist die Unabhingigkeit von der Parametrisierung er-
wiinscht. Wollen wir zum Beispiel die mittlere Temperatur eines glithenden
Drahtes bestimmen, so ist ein Kurvenintegral geeignet. Das Ergebnis darf nicht
davon abhingen, in welcher Richtung oder Geschwindigkeit wir den Drahtabta-
sten. Es gibt aber auch Beispiele, bei denen die Momentangeschwindigkeit nicht
in das Integral einbezogen wird. Beschreibt f(t) eine Wanderung und ist g(f(t))
die Temperatur am Ort {(t), so hingt die mittlere vom Wanderer empfundene
Temperatur vom Geschwindigkeitsverlauf ab, man vergleiche eine Rast im

Schatten oder in der prallen Sonne. Hier wiirde man einfach tiber g(f(t)) nach der
Zeitt € [a, b] integrieren, und dann durch b - a teilen.

Beispiele

(1) Der Spezialfall einer konstanten Funktion g mit g(x) = 1 fiirallexe P
entspricht der Linge von {:

L) = | 1.
® = [
(2) Istg:[a,b] — Rstetigundf:[a,b] — [a, b] die Identitit, so gilt
b b
x)dx = i f’(t)|| dt = dt.
[ gdx = [ gt@F@lde = [ g0 d

Ein reelles Integral kann also als Kurvenintegral aufgefasst werden.

(3) Istr>0undf:[0,2n] — R’ mitf(t) = re'’, soist

2n 21
[ g@dx = [ g@) [ f®fde = r [ g cos(o, rsin) de
f 0 0

Ist f fast injektiv, so konnen wir das Kurvenintegral iiber g entlang f als den si-
gnierten Inhalt der Menge

A = {(f(t),z) | te[a,b], zliegt zwischen 0 und g(f(t)) } < R"*'

auffassen. Beispiel 2 ist ein Spezi-
alfall hierfiir mit n = 1. Fir die
Dimension n = 2 ergibt sich eine |
anschauliche Interpretation des I|I
Kurvenintegrals: Verbinden wir '.
fir alle t den Punkt (f(t), g(f(v)) |
des Raumes mit seiner Projektion ||
f(t) € R?, so entsteht ein unend- I
lich diinner ,,Vorhang” im Raum, {
dessen signierte Fliche das Kur- '
venintegral iiber g entlang der II
ebenen Kurve f ist.
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Ausblick: Kurvenintegrale fiir Vektorfelder

Neben dem Kurvenintegral fiir reellwertige Funktionen g: R" — R ldsstsich
auch ein Kurvenintegral fiir Vektorfelder g: R" — R" einfithren. Es spieltinsbe-
sondere in der Physik eine wichtige Rolle. Zur Motivation betrachten wir ein
Kraftfeld g : R* — R’ und eine rektifizierbare Kurve f : [a,b] — R’.In jedem
Punkt (%, y, z) des dreidimensionalen Raumes ist also ein dreidimensionaler Vek-
tor g(x, v, z) angeheftet, dessen Richtung und Betrag die dortige Kraft angibt. Be-
wegen wir nun einen Massepunkt in diesem Kraftfeld entlang eines f approxi-
mierenden Polygonzugs

f(a) = f(t0)7 f(t1)7 ) f(tn)7 f(tn+1) = f(b)’

so wird gemif ,,Arbeit ist Kraft mal Weg* niherungsweise die Arbeit

2k<n (g(f(t), f(ti,1) - f(t)

verrichtet, mit dem euklidischen Skalarprodukt im R’. Die Niherung besteht
hier darin, dass wir die Kraft g auf der Strecke von f(t;) nach f(t, , ;) als konstanten
Vektor ansehen. Im Grenziibergang erhalten wir die verrichtete Arbeit bei einer
Bewegung im Kraftfeld g entlang f. Wie bei der Linge wird aus der Summe ein
Integral und aus den Differenzen der Kurvenwerte ein Geschwindigkeitsvektor.
Die verrichtete Arbeitist also (per Definition) das Kurvenintegral iber g entlang
f gemif folgender allgemeiner Begriffsbildung:

Definition (Kurvenintegral fiir Vektorfelder)
SeiPc R", undseig: P — R"stetig. Weitersei f: [a,b] — P eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann heifit

ffg _ ff(g(x),dx) - ff g(x) - dx = ff g® - d(xi, .y x,) =

b
o+ v g d, = [ (i), Fo) de

das Kurvenintegral (zweiter Art) von g entlang f.

Auf der rechten Seite wird wie im Kurvenintegral erster Art eine reelle Funk-
tion integriert. Der Integrand ist nun aber anders aufgebaut. Wir durchlaufen
wieder die Kurve f in der Zeit [a, b], aber nun begegnet uns an jedem Kurven-
punkt f(t) € R" kein Skalar, sondern ein Vektor g(f(t)) € R". Das Skalarprodukt
von g(f(t)) mit dem Tangentialvektor f’(t) bestimmt den Beitrag zum Integran-
den. Dieser Beitrag ist grofi, wenn der Tangentialvektor der Norm nach grof ist
und zudem in die Richtung oder Gegenrichtung des Feldvektors zeigt. Er ist
gleich Null, wenn der Tangentialvektor senkrecht auf dem Feldvektor steht.
steht. Im Beispiel der geleisteten Arbeit: Bewegt sich der Massepunkt senkrecht
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zur Kraft, so wird keine Arbeit verrichtet, bewegt er sich zumindest anteilig mit
oder gegen die Kraft, so wird eine positive bzw. negative Arbeit verrichtet.

Das Kurvenintegral zweiter Art respektiert wie das Kurvenintegral erster Art
die Aquivalenz von Kurven: Gilt f, = f; ° ¢ fiir eine orientierungstreue stetig
differenzierbare Parametertransformation @, so sind die Kurvenintegrale von g
entlang f; und f, gleich. Man spricht deswegen auch von Wegintegralen, da die
Integrale auf Aquivalenzklassen von Kurven definiert werden kénnen. Ist ¢ ori-
entierungsumkehrend, so dndert sich, im Gegensatz zur ersten Art, das Vorzei-
chen.

Beispiel //////////»Hﬁ

Seig: R* — R’ definiert durch S S e

A e e

gxy) = (ry - %) YUY P N

Wir betrachten die Kurven i i/ ettt B

fl,fzi[O,Z]%Rzmit 0,57::[://)1‘:::;‘,

() = (,0)  firte[0,1], R 2NN B

R

fi(0) = (1,t-1) firte[l,2], Y SR S S S S| A A

5 “"'*‘Jllll

fZ(t)=(O,t) furte[O,l], <~ 2 o4 A / / / /
()10 ()‘5 l‘.()

6H() = (t-1,1) firce[l1,2].

Sie fiihren von (0, 0) nach (1, 1) iiber (1, 0) bzw. (0, 1) mit normierter Mo-
mentangeschwindigkeit in der geraden Laufrichtung. Es gilt

1 2
[ ey -desy = [ (e@o),@,0)dt + [ (g t-1),0, D)de =
f, 0 1

10 1,0))d ’ 1 2), (0, 1)y d 0 1 1
[ (©0,a,00de + [ (- 1,6-2,0,00de = 0 - = -

1 2
[ e®-dy) = [ (g0,0),0,1)dt + [ (g(e-1,1),(1,0)de =
f, 0 1

1 2 1 3
fo (t, 0,0, 1)) dt + fl ((L2-0,(,0)de = =+ 1 = =

Ein Kurvenintegral von (0, 0) nach (1, 1) hingt hier also von der Kurve ab.
Im nichsten Abschnitt werden wir sog. Gradientenfelder kennenlernen.

In diesen Feldern hingen Kurvenintegrale wie durch Stammfunktionen
ausgewertete reelle Integrale nur noch vom Anfangs- und Endpunkt ab, und
speziell sind dann Integrale iiber geschlossene Kurven stets gleich 0.
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Nachdem wir mit den Kurven erste Erfahrungen im Mehrdimensionalen gesam-
melt haben, erweitern wir nun unseren Rahmen noch einmal, indem wir auch
mehrdimensionale Definitionsbereiche zulassen.

Mehrdimensionale Funktionen und ihre Visualisierung

Wir betrachten Funktionen der Form f: P — R™ mit P ¢ R". Dabei sind die
Dimensionen n und m positive natiirliche Zahlen und die Riume R" und R™ mit
der euklidischen Metrik ausgestattet. Wir kennen die Kombinationen

n=m=1, (eindimensionale Analysis)
n=1 m21. (Kurven mit allgemeinen Definitionsbereichen)
Der Anschauung gut zuginglich ist

n=2 m-=1. (dreidimensionale Hobenlandschaften)

Funktionen dieses Typs kénnen wir visualisieren, indem wir eine dreidimensio-
nale (oder genauer: dreidimensional wirkende) Skizze ihres Graphen erstellen.
Dies ist per Hand oft nur schwer méglich. Mit Hilfe des Computers lassen sich
dagegen Hohlenlandschaften zeichnen, die aus verschiedenen Perspektiven be-
trachtet, eingefirbt und virtuell ausgeleuchtet werden konnen. Neben diesen
3D-Plots gibt es auch eine — manchmal sogar informativere - Visualisierung, die
in der Ebene verbleibt: Zweidimensionale Landkarten mit Hohenlinien. Auch
hierzu ist der Computer hilfreich, aber in einfachen Fillen lisst sich eine solche
Karte auch noch per Hand erstellen. Allgemein definieren wir:

Definition (Niveaumengen und Hobenlinien)
Firf:P — R, PcR" und c € R heifit

nivi© = £[{c}] = {peP|f@p) = c)

die Niveaumenge oder fiir n = 2 auch die Hohenlinie von f fir den Wert c.

Fiir n = 2 kénnen wir eine Funktion f: P — R durch Hobenliniendiagramme
oder Kontur-Plots visualisieren, indem wir fiir einige Werte ¢ die Mengen niv¢(c)
bestimmen, in der Ebene einzeichnen und mit dem Wert ¢ markieren. In vielen
Fillen sind diese Mengen tatsichlich Linien. Die folgenden Diagramme zeigen
3D-Plots und Kontur-Plots einiger Funktionen.
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-2 0 2
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2 -2 f(Xa Y) = Xz —Y2

flx,y) = xy
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Vektorfelder in der Ebene und im Raum

Besondere Bedeutung haben auch die Kombinationen
n=m=2 bzw. n=m = 3.

Funktionen mit diesen Dimensionen nennt man auch zwei- bzw. dreidimensionale
Vektorfelder. Wir konnen sie veranschaulichen, indem wir an jedes p € P den Vek-
tor f(p) anheften. Fiir n = m = 3 kann zum Beispiel {f(p) eine am Punkt p wirkende
Kraft sein (vgl. auch die Kurvenintegrale zweiter Art im letzten Kapitel).
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A e A Uerar o /4 % 4 N N NS
///‘//vxx\\,\\: P P iV I R BN N A R
ol fff"“¥\¥ - ofklkka»«“ﬁk—»“
xﬁ&;»*r&{l Tt - N Ny ¢ o
\\\\\‘4///// A S N N T RPN G g g
JNANAN SN~y )/ A N N IR A
NN~ )/ SONNNN Yt
AN~ S SNANNNANY LSS
2NN NN S
f(X, Y) = (Y7 _X) f(X7 Y) = (X7 —Y)

A N N N P S S S i o
P i e A N N NS N N N

SN NN
+//////\\\\\§E

|

f(x,y) = (arctan(x), arctan(y))

— a a

In den Visualisierungen von f: R* — R? sind die Vektoren der Ubersichtlichkeit halber
skaliert. Zudem befindet sich die Mitte des Pfeils f(x, y) am Punkt (x, y), nicht der Anfang.

Diagramme dreidimensionaler Vektorfelder finden sich in Kapitel 3.5.
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Jacobi-Matrix und Differential

Bevor wir die mehrdimensionale Differenzierbarkeit definieren, treffen wir
noch einige Vorbereitungen (auch zur Vermeidung spiterer Irritationen).

Schreibweisen fiir Vektoren
Elemente des RY, d > 1, schreiben wir in der Form x = (xq, --., Xq). Weiter
verwenden wir auch die Formen (x, y) fir d = 2 und (x, y, z) fir d = 3.
Elemente des R’ kénnen wir damit als (x;, x,, x3) oder (x, y, z) angeben.
Dass x fiir d = 2, 3 als Koordinate auftaucht, wihrend allgemein x € R
einen d-dimensionalen Vektor x = (xy, ..., Xq) bezeichnet (weder fettge-
druckt noch mit einem Strich oder Pfeil dekoriert), ist in der Regel unge-

fahrlich.

Die Dimensionen n, m und die Indizes j, i
Wir verwenden n fiir die Dimension des Definitionsbereichs und m fiir die
Dimension des Wertebereichs unserer Funktionen, sowie j = 1, ..., n und
i=1, ..., mals zugehorige Koordinatenindizes. Durch diese Wahl erhalten
wir (m x n)-Matrizen A = (a;;); <j<m, 1<j<n = (2jj);; mit m Zeilen und n Spal-
ten, deren Eintrige A(j, j) = a;; die {ibliche Form haben.

Vektoren als Spaltenvektoren (einspaltige Matrizen)
Fiir alle d > 1 identifizieren wir Vektoren des R mit (d x 1)-Matrizen:

(1, -, Xg) € R wird identifiziert mit (x;); <j<q € R™.

Fiir A € R™" und x € R" ist ein Matrix-Vektor-Produkt Ax € R™ damit ein
Produkt zweier Matrizen. Einspaltige Matrizen nennt man auch Spalten-
vektoren. Im Umfeld von Matrizen sind Vektoren immer Spaltenvektoren.

Kommata und Strichpunkte in Matrizen
Die Matrix A = (ay, ..., a,,) hat die Zeilen ay, ..., a,,, die Matrix A = (b; ...; b,)
hat dagegen die Spalten by, ..., b,. Ein Komma in einer Matrix deutet eine
neue Zeile an, ein Strichpunkt eine neue Spalte. Einzeilige Matrizen (Zeilen-
vektoren) notieren wir ohne Kommata. Es gilt (x; ... x,) = (x, ..., x,)" € R"",
wobei allgemein A" € R™™ die zu A € R™" transponierte Matrix bezeichnet.

Offene Definitionsbereiche P — R"
Die Definitionsbereiche unserer Funktionen f: P — R™ nehmen wir von
nun an als offen und nichtleer an. Ist nichts gesagt, so ist P < R".

Fir jedes p € P und alle w € R" existiert dann ein € > 0, sodass p + aw € P fiir
alle o€ ]-¢, e[ gilt. Wir kénnen also p auf der Geraden {p + aow | € R} appro-
ximieren, ohne den Definitionsbereich von f zu verlassen. Fiir manche Begriffs-
bildungen wiirde es geniigen, dass p ein Hiufungspunkt von P ist oder dass es
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stirker fur jedes p € P linear unabhingige Vektoren vy, ..., v, gibt, sodass p fiir
alle j ein Haufungspunktvon P N {p + av; | e R} ist. Letzteres ist zum Beispiel
fiir abgeschlossene n-dimensionale Quader der Fall. Die vereinfachende Be-
schrinkung auf offene Mengen ist aber kein grofier Verlust.

Eine Funktion f: P — R™, P ¢ R", konnen wir wieder schreiben als
f = (f,...,f,) mit fi(x) = f(x); furallexe Pundalle 1 <i<m.

Diese Komponenten oder Projektionen fi, ..., f,, der Funktion f sind Funktionen
von P nach R. Da eine Funktion aus ihren Komponenten besteht, spielt der Fall
»0 =1 und m = 1 eine Schliisselrolle. Im Vergleich zu den Kurven sind hier die
Dimensionen der Stellen und Funktionswerte vertauscht.

Die totale Differenzierbarkeit

Wir fithren nun die Ableitung einer Funktion f: P — R™ in einem Punkt
p € P < R" ein. Dabei orientieren wir uns an der lokalen Approximation einer
Funktion durch eine Gerade in der eindimensionalen Differentiation. Die Ablei-
tung von f an der Stelle p wird im Fall der Existenz also als diejenige lineare Ab-
bildung g: R" — R™ definiert, fiir die

flp) + gx - p) firallexe R"

die bestmogliche Approximation an f an der Stelle p ist. Im eindimensionalen
Fall konnten wir den linearen Anteil von f an der Stelle p durch eine reelle Zahl
a kodieren, im mehrdimensionalen Fall verwenden wir Matrizen zur Kodierung
der linearen Abbildung g.

Definition (totale Differenzierbarkeit, Jacobi-Matrix, Differential)
Seif:P — R™, und sei p € P. Dann heifit f (total) differenzierbar in p, falls
eine Matrix A € R™*" und eine Funktionr: P — R™ existieren, sodass

(@ fx) = f(p) + Ax-p) + r(x) firallexeP,

Il

(b) lim, _
" ollx-pl

Wir setzen:
Jip) = £(p) = A
df(p) = ,dielineare Abbildung g: R" — R™ mit g(x) = Ax fiir alle x“.

Die Matrix J(p) heifit die Facobi-Matrix oder die Ableitung von fund die
lineare Abbildung df(p) das Differential von f im Punkt p.

Die Funktion f heifit (total) differenzierbar, wenn £ in allen p € P differen-
zierbar ist.
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Eine Matrix A wie in der Definition ist eindeutig bestimmyt, sodass die Defini-
tion ,,J¢(p) = A“ gerechtfertigt ist. Die Eindeutigkeit kann man direkt aus den
Bedingungen (a) und (b) herleiten. (Sie gilt dagegen nicht, wenn wir anstelle von
»P offen® lediglich voraussetzen, dass p ein Hiaufungspunkt von P ist.)

Nach Definition gilt

Jip)x = df(p)(x) firallexe R"

Auf der linken Seite steht ein Matrix-Vektor-Produkt, auf der rechten Seite eine

Funktionsanwendung.
Der Leser beachte, dass in der Bedingung
L
Ix-pl

im Zihler des Bruchs die euklidische Norm des R™, im Nenner dagegen die
euklidische Norm des R" verwendet wird. Im Zihler kénnen wir die Norm
auch weglassen und mit dem Vektor r(x) € R™ arbeiten, im Nenner ist sie fiir
n 2 2 notwendig, da dann eine Division durch (x - p) € R" nicht erklirt ist. Da
alle Normen auf dem R" bzw. R™ dquivalent sind, kénnen wir statt den euklidi-
schen auch andere Normen im Zihler und Nenner verwenden, zum Beispiel
die Maximumsnormen.

Beispiel 1: Lineare Abbildungen
Seif: R" — R™ eine lineare Abbildung, und sei A € R™*" die f zugeord-
nete Matrix, d. h., es gilt a;; = f(e)); fiir alle i, j, wobei ey, ..., e, die kanoni-
schen Einheitsvektoren des R" sind: ,,Die Spalten von A sind die Bilder der
kanonischen Einheitsvektoren®. Dann gilt fiir alle p € P:

fx) = Ax = Ap + Ax-p) + 0 firallexe R"
Also ist f differenzierbar und J¢(p) = A, df(p) = f fiir alle p e R".

Beispiel 2: Eindimensionale Funktionen
Seif: P — R, P c R, im bisherigen eindimensionalen Sinne differenzier-
bar in p € P, und sei a € R die Ableitung von f im Punkt p. Dann gilt nach
dem Approximationssatz

fx) = f(p) + ax-p) + r(x) furallexeP,

mit einer Funktionr: P — R mit

() =0 = lim, .,
X-p |x-pl

EOTR T

lim = - .
TP x-pll

X — p

Also ist f total differenzierbar, und es gilt J¢(p) = (a) fiir die (1 x 1)-Matrix (a).
Identifizieren wir die Matrix (a) mit der reellen Zahl a, so setzt der neue
Differenzierbarkeitsbegriff also den alten fort.
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Beispiel 3: Kurven
Seif: P — R™mitP c R, und sei p € P. Hier hatten wir im Fall der
Existenz schon die vektorwertige Ableitung

) = (£'®), - fa'(P) € R”

betrachtet (dass P offen ist, ist unwesentlich: fiir ein hinreichend kleines
€> 0 ist die Einschrinkung f|[p - €, p + €] — R™ eine Kurve). Lesen wir
nun wie vereinbart f’(p) als (m x 1)-Matrix, so zeigt der auf die Komponen-
ten fy, ..., f,, von f angewendete Approximationssatz, dass

fx) = (f(p) + fi(p)x-p) + 1), ..., £u(p) + £ (p)(x - p) + ru(®)
fp) + t'(p) x-p) + r(x)

mit einer Funktionr: P — R™, r=(ry, ..., r,,) mit
Ix-pl

Damit ist f total differenzierbar im Punkt p und

f/(p)
JF(P) = (fl,(p)a ceey fm,(p)) = € RmXI.
£ (p)

Beispiel 4: Tangentialebenen
Fiir den Falln =2 und m = 1 lisst sich die Differenzierbarkeit anschaulich
interpretieren: So, wie eine differenzierbare Funktion f: R — R an einer
Stelle p € R lokal wie eine Gerade aussieht, nimlich wie die dortige Tangente

f(p) + t’'(p)(x-p), xeR,

so sieht ein differenzierbares f: R> — R an einer Stelle p = (p;, p,) € R’
lokal wie eine Ebene aus, nimlich wie ihre dortige (als Funktion darge-
stellte) Tangentialebene

fp) + Jip) (5 y) - p) = f(p) + alk-p) + by-py), (x,y)eR’,

mit J¢(p) = (a b). Stellen wir uns f: R* — R als Héhenlandschaft vor, so
sind Wanderungen auf dem Graphen von f in der Nihe des Punktes

(p, f(p)) kaum von entsprechenden Wanderungen auf der Tangentialebene
von f im Punkt (p, f(p)) zu unterscheiden. Und eine auf den Graphen auf-
gelegte Murmel beginnt auf dem Graphen so herabzurollen, wie sie auf der
Tangentialebene herabrollt - wenn wir uns nicht gerade an einem Ort
befinden, an dem die Tangentialebene parallel zur x-y-Ebene ist, was genau
dann der Fall ist, wenn die Jacobi-Matrix die Nullmatrix ist.
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f(x,y) = exp(-x’ = y»), p = (0,0)

Die Diagramme links zeigen Funktionen und Tangentialebenen in einigen Punkten p.
Rechtsist || r(x, y) ||/]| (x, ¥) - p | gezeigt, wobei die Restfunktion r(x, y) die Differenz von
f und der betrachteten Tangentialebene ist. Wir werden im nichsten Kapitel sehen, wie
sich die die Tangentialebene kodierende Matrix J¢(p) berechnen lisst. Wer es sofort wis-

sen mochte, kann vorspringen.
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Wie im Eindimensionalen sind verschiedene Umformulierungen der Defini-
tion niitzlich:

Satz  (Varianten der Differenzierbarkeitsbedingung)
Seif: P — R™. Dann sind fiir alle p € P dquivalent:

(a) fistdifferenzierbar in p.

(b) Es gibt eine (m x n)-Matrix A mit

|| f(x) - f(p) - Alx-p)|l

lim, _, 0.
! Ix - pll
(c) Es gibteine (m x n)-Matrix A mit
limy _ | fp+h) - fp) - AR[ _
Il
(d) Es gibt eine (m x n)-Matrix A und eine Funktion r : U,(0) — R™
mit Ug(p) < P und
flp+h) = f(p) + Ah + r(h) fiiralle h e Uy (0),
: [ x(h) ||
hmh N = 0.
Y

(e) Es gibt eine (m x n)-Matrix A und eine im Punkt 0 stetige Funktion
s: Ug(0) — R™ mit Uy(p) < P und

f(p+h) = f(p) + Ah + ||h| s(h) fiiralle h € U,(0),
s(0) = 0.
In diesem Fall gilt dann A = J¢(p).

Wie frither impliziert die Differenzierbarkeit die Stetigkeit:

Satz  (Stetigkeit differenzierbarer Funktionen)
Seif: P — R™ differenzierbar in p € P. Dann ist f stetig in p.

Beweis
Sind Aundr: P — R™ wie in der Definition, so gilt lim, _, , r(x) = 0 und

lim, _, , f(x) -f(p) = lim,_ ,AGx-p)+r(x) = 0+0 = 0.
— Alsoistlim, _, , f(x) = f(p) und damit f stetig im Punkt p.

Die folgende Beobachtung, die sich ebenfalls direkt aus der Definition gewin-
nen lisst, unterstreicht, warum dem Fall m = 1 eine besondere Rolle zukommt:
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Satz  (Differenzierbarkeit der Komponenten)
Einf: P — R™ ist genau dann in einem Punkt p € P differenzierbar,
wenn alle Komponenten fi, ..., f,, von f in p differenzierbar sind. Die
(1 x n)-Matrizen J,(p), ..., J; (p) sind dann die Zeilen der Matrix J¢(p)
und die Differentiale df;(p), ..., df,,(p) : R" — R die Komponenten des
Differentials df(p) : R — R™.

Beherrschen wir also ,n > 1 und m = 1%, so auch ,n > 1 und m > 1¢.

Das Differential als Funktion

Im Eindimensionalen hatten wir die punktweise gebildeten Ableitungen f'(p)
einer Funktion f: P — R zu einer Funktion f": P — R zusammengefasst. Dies
ist auch im Mehrdimensionalen moglich, und zwar auf prinzipiell verschiedene,
wenn auch dquivalente Weisen. Bezeichnet R™*" den Vektorraum aller reellen
(m X n)-Matrizen, so konnen wir J; als Funktion der Form

Jf:P —_ Rmxn

auffassen. Jedem p € P wird die Matrix J¢(p) € R™*" zugeordnet. Wir nennen die
Funktion J; die (totale oder matrixwertige) Ableitung von fund schreiben auch wie-
der f” anstelle von J;. Analog konnen wir df als eine Funktion der Form

df: P — LR", R™)

auffassen, wobei L(R", R™) den Vektorraum aller linearen Abbildungen von R"
nach R™ bezeichnet. Jedem p € P wird die lineare Abbildung df(p) € L(R", R™)
zugeordnet. Wir nennen df das Differential von f. Es gilt wieder

Jip)x = df(p)(x) firallepePund xe R",

weshalb oft J; und df miteinander identifiziert werden. Sieht man J¢(p) lediglich
als Darstellung oder Kode der ,absoluten® linearen Abbildung df(p) bzgl. einer
bestimmten Basis an und interessiert man sich auch fiir andere Darstellungen, so
dient die Unterscheidung zwischen J¢ und df der Klarheit.

Die endlich-dimensionalen Vektorriume R™*" und L(R", R™) kénnen zum
Beispiel durch die Spektralnormen

IA] = supp<i [IAX] - bzw.[lg]l = supjy<1 [g®)]
metrisiert werden, sodass die Stetigkeit von
Ji: P — R™" bzw. df:P — LR", R")

erklirt ist. J; ist genau dann stetig, wenn fiir alle gegen p konvergenten Folgen
(Pwnen in P die Matrizen J¢(p,) komponentenweise gegen J¢(p) konvergieren.
Fiir alle p ist die Stetigkeit von J; in p dquivalent zur Stetigkeit von df in p.
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Definition (stetige Differenzierbarkeit)
Ein differenzierbares f: P — R™ heifit stetig (total) differenzierbarin p € P,
wenn J;: P — R™*" stetig in p ist. Ist f stetig differenzierbar an allen
Stellen p € P, so heifit f stetig (toral) differenzierbar.

Im nichsten Kapitel werden wir ein handliches Kriterium fiir die stetige Diffe-
renzierbarkeit kennenlernen.

Das Differential df konnen wir schliefflich auch etwas anders lesen. Wir defi-
nieren Df : P x R" — R™ durch

Df(p,x) = df(p)(x) furallepe Pundxe R"
Die Stetigkeit von Df ist durch die euklidischen Normen auf P x R™ und R" er-

klirt. Die Funktion Df ist genau dann stetig, wenn df stetig ist.

Mehrdimensionale Ableitungsregeln

Im Eindimensionalen hatten wir die Sicht
»f(x) = f(p) + linearer Anteil + kleiner Rest®

bereits konsequent zur Gewinnung des Kalkiils fiir die Differentiation einge-
setzt. Nun diente sie uns sogar zur Definition der mehrdimensionalen Ableitung,
und wie frither liefert sie Ableitungsregeln. Zunichst gilt:

Satz  (Linearitiit der Ableitung)
Seien f, g: P — R™ differenzierbar in p € P, und seien o, B € R. Dann ist
h = of + Bg differenzierbar in p, und es gilt

@) = aJip) + BJ(p) (Linearitit)

Damitist V={f:P — R™ | f ist differenzierbar } fiir alle Pc R  und m > 1
ein R-Vektorraum. Fiirallep e Pist L : V. — R™ " mit L(f) = J¢(p) linear.

Eine allgemeine Produkt- und Quotientenregel kann nicht formuliert wer-
den, da das Produkt und der Quotient zweier Elemente des R™ im Allgemeinen
nicht definiert sind. Fiir reellwertige Funktionen erhalten wir aber:

Satz  (Produkt- und Quotientenregel)
(a) Sindf, g: P — R differenzierbar in p, so auch fg, und es gilt

Jee(P) = gp) Jep) + f(p) Jo(p)- (Produktregel)
(b) Istf:P — R - {0} differenzierbar in p, so auch 1/f, und es gilt
1 .
Juep) = - Je(p). (Quotientenregel)

f2(p)
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Die Beweise konnen anhand der Argumentation im Eindimensionalen gefiihrt
werden. Die Regeln lassen sich unter der etwas stirkeren Voraussetzung der ste-
tigen Differenzierbarkeit auch auf die eindimensionalen Regeln zurtickfiihren.
Dies werden wir im nichsten Kapitel sehen.

Die Kettenregel verdient wieder eine besondere Beachtung:

Satz  (mebrdimensionale Kettenregel)
Seien f: P — RYundg: Q — R™ mit P c R" und f[P] c Q c R%.
Weiter sei f differenzierbar in einem p € P und g differenzierbar in f(p).
Dannistgeof: P — R™ differenzierbar in p und

Jeet®@) = J(Ep) - Je(p)- (Kettenregel)
Speziell gilt
Jeot(p) = g'(f(p)) Je(p) fird=m=1,n>1

Beweis (Skizze)
Sei q = f(p). Wir schreiben wie in (e) der Varianten der Differenzierbarkeit:

f(p +h) = f(p) + Ah + [[h] s(h), A = Jip),
gq+w) = g(@ + Bw + [[w] t(w), B = J, (9.
Dann gilt

gef(p+h) = gf(p+h)) = g(q + Ah + |[h]sth) =
gof(p) + BAh + [[h]|Bsth) + [[Ah+[h| sth)[ t(Ah + [[h] s(h)),

— und diese Darstellung ist wieder von der Form (e).

Die Jacobi-Matrix von g o f in p ist also das Produkt der Jacobi-Matrizen von
g in f(p) und f in p. Es gilt also weiterhin die Regel

(g°f)(p) = g'(f(p) - t'(p),

wenn wir die Ableitungsstriche als Jacobi-Matrizen lesen.

Beispiel
Seienf: R* — Rundg: R — R’ mit

fx,y) = x+2y, gkx = (x,2x%).
Seih = geof. Dann gilth: R* — R?und
hix,y) = (x+ 2y, 2x + 4y) fiiralle (x, y) € R%.

Man kann J;,(p) direkt ablesen oder nach der Kettenregel berechnen:



3. Mehrdimensionale Differenzierbarkeit 289

1 1 2
Jg(f(p)) = 7 ) Jf(P) = ( 1 2 )) Jh(P) = ) 4

Ein mehrdimensionales Analogon der Ableitungsregel fir die Umkehrfunk-
tion werden wir bei der Diskussion impliziter Funktionen kennenlernen.

Der Mittelwertsatz

Die Kettenregel erlaubt uns, den eindimensionalen Mittelwertsatz auf reell-
wertige mehrdimensionale Funktionen zu tibertragen. Fiir a,b € R" definieren
wir die Strecke von a nach b durch

ab = {a+t(b-2)|te[0,1]},

und wir sagen, dass ein p zwischen a und b liegt, wenn p € ab, p # a,b.

Satz  (Mittelwertsatz fiir reellwertige mebrdimensionale Funktionen)
Seif: P — R differenzierbar. Seien a # b in P derart, dass ab — P.
Dann gibt es ein p zwischen a und b mit

f(b) - fa) = Je(p) (b - a).

Beweis
Seih:[0,1] — P definiert durch

h(t) = a + t(b-a) fiirallete [0, 1].

Dannistg={ch:[0,1] — Rdifferenzierbar. Nach dem eindimensiona-
len Mittelwertsatz gibt es also ein t € ] 0, 1[ mit

fb) - fa) = g1) - g0) = g®-1-0) = g
Nach der Kettenregel gilt firr alle t € 10, 1[:
g = J0 = Jen(® = Jeh(®) - Jn(® = J(h(®) (b-a),

wobei wir (1 x 1)-Matrizen mit reellen Zahlen identifizieren. Damit ist
— p = h(t) wie gewiinscht.

Der Satz liefert fiir eine differenzierbare Funktionf: P — R™und a,b € P mit
ab c P Stellen py, ..., py, € P mit

f(b) - f(a) = (Jfl(pl)(b_a)a (EE3) me(pm)(b_a))'

Im Allgemeinen gibt es aber kein p € P mit f(b) - f(a) = J;(p) (b - a), man be-
trachte etwa f: R — R’ mit f(t) = ¢*und a =0, b = 2.



290 3. Abschnitt Mehrdimensionale Differentiation

In Analogie zum Eindimensionalen erhalten wir aus dem Mittelwertsatz:

Korollar  (Charakterisierung der konstanten Funktionen)
Sei P ¢ R" zusammenhingend und f: P — R™ differenzierbar. Dann ist
f genau dann konstant, wenn J; = 0.

Beweis
Ist f konstant, so ist offenbar J; = 0. Fiir die andere Implikation sei ohne
Einschrinkung m = 1. Da P wegzusammenhingend und offen ist, gibt es
fiir alle a,b € P Punkte aj = a, aj, ..., a, = b in P mit aya,, ; < P fur alle k.

— Wegen J; = 0 ist dann aber f(a)) = f(a, ;) fiir alle k nach dem Mittelwertsatz.

Ebenfalls wie im Eindimensionalen gilt, dass die Beschrinktheit der Ableitung
die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion impliziert. Dabei verwenden wir wieder
die Spektralnorm fiir die Jacobi-Matrizen.

Satz  (Schrankensatz, Lipschitz-Stetigkeit bei beschrinkter Ableitung)
Seif: P — R™ stetig differenzierbar mit P konvex, d.h., es gelte ab c P fiir
alle a,b € P. Weiter sei L € R mit

[Ji@) || < L firallepeP.
Dann ist f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L, d. h.,

[fa) - fb)|| < L|a - b| fiirallea,beP.

Beweis
Seiena#binP,h:[0,1] — PcR" h(t) = a + t(b - a) fiir alle t, und
g=foh:[0,1] — R™. Dann gilt nach der Kettenregel fiir alle t e [0, 1]:

Jo@© = Jih(®) Ja@® = Ji(h(0) (b-a), also
le@l = [J:h@)®-a)] < [Jeh@)[ [b-al < L{b-al.

(Wir kénnen den Definitionsbereich [0, 1] von h zu ] - €, 1 + €[ vergrofiern,
sodass wir die Kettenregel auch auf t = 0, 1 anwenden kénnen.) Nach
Voraussetzung ist g eine stetig differenzierbare Kurve, sodass

1
10 - ] = gD - g0l < Lig) = [ gl de < Lijb-al.

Statt der Uberfithrung in eine Kurve kénnen wir auch den Mittelwertsatz an-
wenden. Er liefert fir alle 1 <i < m ein p; € P mit

| (fb) - f@)i | = [T b-a)l < [Je@) [ [b-af < L{b-al,

sodass | f(b) - f(a) || < Vm L||b - a . Dies zeigt die Lipschitz-Stetigkeit mit ei-
ner etwas grofieren Konstanten.
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Implizite Funktionen

Ein lineares Gleichungssystem
Ax =y, AeR™™ xyeR",

hat bei vorgegebenem y genau dann eine eindeutige Losung x, wenn A invertier-
bar ist. Sie ist durch x = A™'y definiert. Allgemeiner kénnen wir das System

Ax + By = 0, AeR™™ BeR™ xe R™, yeR?

betrachten. Das erste Gleichungssystem ,,Ax = y* entspricht dann dem Spezial-
fall d = m und B = - E fiir die Einheitsmatrix E € R™*™. Bei vorgegebenem y hat
das allgemeine System genau dann eine eindeutige Losung x, wenn A invertier-
bar ist, und diese Losung ist gegeben durch

x = -A"'By.

Definieren wir also g : RY — R™ durch

gly) = -A' By firalle yeRY,

so ist die Losungsfunktion g eine lineare Abbildung mit
Ag(y) + By = 0 fiiralle ye R

Wir sagen auch, dass g durch ,,Ax + By = 0“ implizit definiert wird.
Wir betrachten nun noch allgemeinere Gleichungssysteme der Form

fx,y) = 0

mit einer Funktion f : R™ x RY — R™. Ziel ist wieder, das System nach x € R™
aufzulosen, sodass wir eine Losungsfunktion g in der Variablen y € R erhalten.
Natiirlich kénnen wir die Rollen von x und y vertauschen, aber Losungsfunktio-
nen iny entsprechen der obigen Betrachtung von linearen Systemen und weiter
dem Problem, die Umkehrfunktion einer Funktion ,,y = f(x)“ zu bestimmen. Ein
Beispiel mitm =d =1 ist

v -xt+ 2% -3y +x = 0.
Offenbar ist (a, b) = (0, 0) € R’
eine Losung. Andere Losungen
zeigt das Diagramm rechts. Wir
erkennen, dass wir die Losungen
als Funktion g in y darstellen
konnen, wenn wir uns auf eine
hinreichend kleine Umgebung 27
der speziellen Losung (a, b) be- S
schrinken. Die Losungsfunktion -3 2 -1 0o 1 2 3
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g konnen wir nicht mehr durch einen einfachen Term in der Form ,x = g(y)“
definieren, aber sie existiert dennoch und ist zudem fiir die gewihlte Umge-
bung eindeutig bestimmt. Die Existenz- und Eindeutigkeit lokaler Losungs-
funktionen ist gerade das Thema der folgenden Untersuchungen.

Um den allgemeinen Fall an den linearen Fall zu kniipfen, nehmen wir an, dass
fstetig differenzierbar ist, sodass wir die Funktion f in jedem Punkt durch ihre Li-
nearisierung ersetzen konnen. Die Jacobi-Matrix von f im Punkt p hat die Form

Jip) = (A1 B) € RV, mic
mxm mxd
A=(a;) e R™™™, B = (b)) e R™™,
ajj = Je(p)yj fir 1 <i,j<m, by = Je(p)ijem firl <i<m, 1<j<d.
Anschaulich erhalten wir die Matrizen A und B, wenn wir die Matrix J¢(p) nach

der m-ten Spalte durchschneiden. Wir nennen A auch den quadratischen Téil von
Je(p). Fiir alle (x, y) € R™ x RY gilt dann

Jp)xy) = A|B)(x,y) = Ax + By e R™.

Wir betrachten nun eine Nullstelle (a, b) € R™ x R von f (also eine spezielle Lo-
sung) und die Gleichung

fx,y) = 0

in der Nihe von (a, b). Ersetzen wir f durch ihre Linearisierung
f(a,b) + Je(a,b) (x-a,y-b) = J(a,b) (x—a,y-b), xeR™, ye R
im Punke (a, b), so wird ,f(x, y) = 0 zum linearen Gleichungssystem
A(x-a) + B(y-b) = 0, wobei Ji(a,b) = (A, B).

Dieses Gleichungssystem ist im Fall der Invertierbarkeit der (m x m)-Matrix A
eindeutig nach x auflésbar mit

x = a- A'B(y-b).

Da f durch seine Linearisierung bis auf einen Fehler erster Ordnung dargestellt
wird, darf man vermuten, dass im Fall der Invertierbarkeitvon A auch ,,f(x, y) = 0
in einer Umgebung von (a, b) eindeutig nach x auflésbar ist, d. h., zu gegebenem
y nahe bei b existiert ein eindeutig bestimmtes x = g(y) nahe bei a, sodass

fig@y),y) = 0.

Der folgende Satz besagt, dass diese Vermutung korrekt ist und dass die durch
»i(x,y) = 0“ implizit definierte lokale Losungsfunktion g stetig differenzierbar ist
und im Punkt b die nach unseren Uberlegungen zu erwartende Linearisierung
besitzt, nimlich

gb) + J®)(y-b) = a - AB(y-b).
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Satz  (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)
Seif:P —» R™, PcR™xR! stetig differenzierbar, und sei (a, b) € P mit
f(a, b) = 0. Weiter sei

Jf(a, b) = (A | B) mitA e Rmxm’ Be Rde’

und A sei invertierbar. Dann existieren eine offene Umgebung U ¢ R™
von a, eine offene Umgebung V < R von b mit U x V < P und ein stetig
differenzierbares g : V. — U mit

(@) gly) = ,daseindeutige x € Umitf(x,y)=0“ firalleyeV,
(b) Jy) = -A7'B,, wobei Ji(g(y),y) = (A, | By).

Der Leser findetim folgenden Ausblick einen vollstindigen Beweis dieses fun-
damentalen Ergebnisses.

Wir wollen uns die Aussage des Satzes noch einmal verdeutlichen. Unter den
Voraussetzungen an f gilt, dass das durch (a, b) € R™ x R? gelsste Gleichungs-
system

fl(xla""xm’yb""yd) =0
fZ(Xb"'aXm)ylv“"yd) =0

fm(Xh ""Xm’yla "'ayd) = 0

in einer Umgebung V von b nach xy, ..., x,,, aufgelost werden kann: Fiir alle Vor-

gabeny = (yy, ..., yq) € V gibt es eine Losung x = (xy, ..., x,,) des Systems, und in

einer Umgebung U von a sind diese Losungen zudem eindeutig bestimmt.
Eine Paradeanwendung des Hauptsatzes ist:

Korollar  (Ableitung der Umkebrfunktion)
Seif: P — R", P cR", stetig differenzierbar, und sei p € P derart, dass
Je(p)™" existiert. Dann gibt es eine offene Umgebung U c P von p mit:

(@) f: U — f[U] ist bijektivund f[ U] ist offen,
(b) g = f': f[U] — U ist stetig differenzierbar,
© J(f®) = Je®™" firallexe U.

Beweis
Sei f*: PxR" — R" definiert durch

f*x,y) = f(x) -y firalle (x,y) e PxR".

Fiir (a, b) = (p, f(p)) gilt f*(a, b) = 0. Der Hauptsatz (mit m = d = n) liefert
also ein stetig differenzierbares g : V. — U mit offenen Umgebungen
U c Pvonpund V c R" von f(p) derart, dass
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g(y) = ,daseindeutige x € U mit f(x) = y“,
J(t®) = - T (-E) = Jix" firallexe U.
Also ist g die Umkehrfunktion von f auf U und f injektiv auf U. Wir

kénnen zudem U = g[ V] annehmen (durch evtl. Verkleinerung von U),
— dag[V]=f"[V]aufgrund der Stetigkeit von f offen ist.

Die Formel fiir die Jacobi-Matrix der Umkehrfunktion kann man wie im Ein-
dimensionalen auch aus der Kettenregel gewinnen, wenn man weif}, dass g diffe-
renzierbar ist. Denn mit der Einheitsmatrix E € R"*" gilt

E o= Jpur® = J,(f)J;),

sodass die Matrix J,(f(p)) invers zu J¢(p) ist.
Wie oben kénnen wir das Ergebnis so lesen: Unter den Voraussetzungen des
Satzes ist das Gleichungssystem

fl(xl’ "'7Xn) =V

fn(Xb "'7Xn) = VYn»

das durch (p, f(p)) € P x R" gelost wird, in einer Umgebung von y = f(p) nach
den Variablen xy, ..., x, auflésbar und in einer hinreichend kleinen Umgebung
von x = p sind die Losungen eindeutig.

Aus dem topologischen Anteil des Korollars erhalten wir ein weiteres bemer-
kenswertes Ergebnis:

Korollar (Offenbeitssatz)
Seif:P — R stetig differenzierbar, und J¢(p)™" existiere fiir alle p € P.
Dann ist f[ U] offen fiir alle offenen U c P.

Beweis
Sei U c P offen. Dann gibt es fiir jedes x € U eine Bijektion

£ :U, — f[U,]

mit einer offenen Umgebung U, c U von x und einer offenen Menge

f[U,]. Dann ist aber f[ U] offen, denn
- f[U] = U,cuf[Ul

Die Stetigkeit einer Funktion ist durch offene Urbilder offener Mengen cha-
rakterisiert. Ist f stetig differenzierbar und sind alle Ableitungen invertierbar, so
bleibt die Eigenschaft ,offen“ auch fiir Bilder erhalten.
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Ausblick: Beweis des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen

Wir beweisen die Existenz von g mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.
Den Fixpunktsatz wenden wir dabei nicht nur auf eine Kontraktion an, sondern
auf eine Schar von Kontraktionen h, : U — R™, y € V. Die gesuchte Funktion g
wird aus den Fixpunkten der h, gebildet. Die Abschitzung des Abstands zwi-
schen Punkt und Fixpunkt verwenden wir zum Beweis der Lipschitz-Stetigkeit
von g, aus der sich die Differenzierbarkeit und die Formel (b) relativ leicht ergibt.

Beweis des Satzes

Wir zeigen zunichst die Existenz einer Funktion g wie in (a). Hierzu defi-
nieren wir h: P — R™ durch

h(x,y) = x - A f(x,y) fiiralle (x,y) e P.
Nach der Kettenregel gilt fiir alle (x, y) € P
Jhxy)
Jn(a, b)

Mit fist auch h stetig differenzierbar, und folglich gibt es U = U,(a) c R™
und V = Ug(b) < R mit cl(U x V) ¢ P und

(E | 0) - A_IJf(X’ Y) = (E - A_IAX,y | _A_IBX,y)a
(0| -A"B).

IE - ATMA, || <172 fiiralle(x,y)e Ux V.

Istalsoy e Vund hy: U — R™ definiert durch h(x) = h(x, y), so gilt
oIl = [E - A"A | < 172 firallexe U.

Nach dem Schrankensatz gilt also

[hy(x) - hyGo) || < 172 ||x; - x| fiirallex;,x, € U.

Durch Verkleinerung von & kénnen wir wegen h(a, b) = a — 0 = a und der
Stetigkeit von h annehmen, dass fiir alley € V gilt

Ihy@ - al = [h@y) -al < &2 = (1-1/2)e

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz fiir offene Kugeln und die Kontrak-
tionen hy : U — R™, y eV, existiert also fiir jedes y € V ein eindeutiges
g(y) € U mit hy(g(y)) = g(y). Fiir die so definierte Funktion g: V — U gilt

g(y) = ,daseindeutige x€ Umith(x,y) = x“ =
»das eindeutige x € U mit A f(x, y) = 0 =

»das eindeutige x € U mit f(x,y) = 0¢ tiralleye V.
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(+) g:V — Uist Lipschitz-stetig.

Beweis von (+)

h ist Lipschitz-stetig auf cl(U x V) und damit auf U x V mit einer
Lipschitz-Konstanten L. Fiir alle y,, y € V gilt dann:

[ hy(go) - gyo) | = ['higlo),y) - h(glyo), vo) | <

L [ gy, y) - €y, yoll = Ly - yol.

Mit der Abschitzung ,,s/(1 - 1/2)“ des Banachschen Fixpunktsatzes fir
die Funktion hy mit der Kontraktionskonstanten 1/2 folgt

[ECOREOIIE ”hy(g(fo_))l/_z 5001 < oLy - ol

denn die linke Seite ist der Abstand von g(y,) zum Fixpunkt g(y) von h, .

(++) g:V — Ulistdifferenzierbar in b mit J,(b) = - A!B.
Beweis von (++)

In einer Umgebung von (a, b) gilt

fx,y) = f(a,b) + (A|B)(x-a,y-b) + r(x,y), mit

sl
[G-ay-D]

limg, ) — @)

Wegen f(a, b) = 0 und f(g(y), y) = 0 fiir alle y € V gilt also in einer Umge-
bung von b

0 = (A|B)(g(y)-a,y-b) + r(gy),y),

sodass dort (mit a = g(b))
gy) = gb) - A'B(y-b) - AT r(g(y),y).

Mit einer Lipschitz-Konstanten L fiir g gemif (+) gilt dann aber

. A_l 4 : i ’
im, LD ot DL

' ly - bl

wobei wir ,,(g(y), y) — (a, b)* fiir ,,y — b*“ verwenden.

Ist nun y € V beliebig, so folgt (b) aus der Eindeutigkeit von g durch An-
wendung des bereits Bewiesenen auf den Ausgangspunkt (a*, b*) = (g(y), y).
— Da fstetig differenzierbar ist, zeigt (b) zudem, dass dies auch fiir g gilt.



4. Partielle Ableitungen

Wir gehen nun der Frage nach, wie wir im Fall der Differenzierbarkeit die Ein-
trige einer Jacobi-Matrix

Ji(p) = (aij)ij = (aij)lsigm,lstn

bestimmen konnen. Betrachten wir den Fall n = 2, m = 1 und eine Tangential-
ebene, so sehen wir, dass wir die Frage mit Hilfe der lokalen Steigungen von { im
Punkt p in Richtung der Koordinatenachsen beantworten kénnen. Denn die
Tangentialebene - und damit die Jacobi-Matrix - ist durch diese Steigungen ein-
deutig bestimmt. Allgemeiner geniigt es, die lokalen Steigungen in zwei linear
unabhingigen Richtungen zu kennen. Wir konzentrieren uns aber zunichst auf

die Achsen.

Definition (partielle Differenzierbarkeit einer reellwertigen Funktion)
Seif:P — R, P cR", und seien p € Pund 1 <j<n. Dann heifit f im
Punkt p in der j-ten Koordinate partiell differenzierbar, falls

f(p + he)) - f(p)
0 h

a = llmh_,

existiert, wobei ¢; der j-te kanonische Einheitsvektor im R" ist. Die reelle
Zahl a heifit die j-te partielle Ableitung von f im Punkt p, und wir schreiben

9

o) = aa—:@ - ) = a
]

Existiert die partielle Ableitung von f in p fiir alle Koordinaten j, so heifit
f partiell differenzierbar in p. Ist f partiell differenzierbar in allen p € P, so
heilit f partiell differenzierbar. Fir 1 <j <n heifit dann

ij:P—>R oder Lf;P—»[R

%

die j-te partielle Ableitung von f oder die Ableitung von f in der Koordinate j.

Sind alle 0; f stetig in p € P, so heifit f stetig partiell differenzierbar in p. Gilt
dies fiir alle p € P, so heifit f stetig partiell differenzierbar.

Die reelle Zahl 9;f(p) gibt also die Steigung der reellwertigen Funktion f im
Punkt p in Richtung der j-ten Koordinatenachse an. Eine partielle Ableitung ist
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eine gewohnliche eindimensionale Ableitung, wobei wir alle bis auf eine Koordi-
nate festhalten. Wir zeichnen ein x; als Variable aus und betrachten alle anderen
Variablen der Funktion f zwischenzeitlich als Parameter. Gegeben p = (py, ..., py)

und eine Koordinate j, bilden wir nun den Limes der Differenzenquotienten

f(Pl, < Pj-1 Pj +ha Pj+15 - pn) - f(Pl: ) pn)
h

, hgegenO.

Definierenwiralsog: |p;-¢,p;+€&[ — Rfiirein hinreichend kleines & >0 durch
g(X) = f(Pl: <o Pj-15 X Pjats ooy pn) fiir alle x mit |X - P;| < g,
so gilt 9;f(p) = g'(py).

Fir m = 2 verwenden wir oft wieder x,y statt x, x, sowie 0f/9x, df/dy statt
0, d,f. Analoges gilt fiir m = 3 und andere Variablennamen.

£() = f(x, -1)

b Dy =1£172,y)

f(x,y) = 3 exp(-2x* - y*/4), p = (1/2,-1)

R 0 | >y
0:f(p) ist die Ableitung von g im Punkt 1/2, 9,f(p) die von h im Punkt -1.

Beispiel
SeiP={(x,y,2) e R’ | y # 0 }. Wir definieren f : P — R durch

fx,v,2) = x + yZ2 + — firalle(x,y,2)eP.
y

Dann gilt fiir alle p = (x, y, z) € P:

of 1 of 2 b'
—_— =1+ =, — = - =,
R R

Die Funktion f ist also stetig partiell differenzierbar.

of
Z (p) = 2yz
> P) yz
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Die Begriffsbildung kénnen wir sehr einfach auf mehrdimensionale Wertebe-
reiche erweitern:

Definition (partielle Differenzierbarkeit einer mebrdimensionalen Funktion)
Einf: P — R™ heifit partiell differenzierbar, wenn alle Komponenten
f}, ..., f, von f partiell differenzierbar sind. Sind alle Komponenten stetig
partiell differenzierbar (in p), so heifit f stetig partiell differenzierbar (in p).

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die Eintrige der Jacobi-Matrix
bestimmen.

Satz  (ldentifikation der Jacobi-Matrix)
Seif: P — R™in p e P differenzierbar, und sei

Jip) = (aij)l <i<m,1<j<n

die Jacobi-Matrix von f im Punkt p. Dann ist f partiell differenzierbar in p,
und es gilt

a; = oifi(p) = %(p) firallel <i<mund 1 <j<n.
j

Ist f reellwertig, so gilt fiir die (1 x n)-Matrix J¢(p):

of of
Ji® = (0f@) .. 9f@) = | =—® ®
ox; ox,
Beweis
Da die Jacobi-Matrix von f im Punkt p zeilenweise aus den Jacobi-Matrizen
der Komponenten fi, ..., f;; von f im Punkt p aufgebaut ist, gentigt es, die
Aussage fiir den Fall m = 1 zu beweisen. Sei also f: P — R und
A = Jip) = ( A ..o Ay ) .
Weiter seir: P — R mit
fx) = f(p) + AG—p) + 1(x) firallexeP, lim,_, —& _ .

Ix-pl

Damit gilt fiir jedes 1 <j <n:

Af(p) = limy _ g flp+hey - fp) _ limy, _,

A(he) + r(p +he)
’ h

Aej +1imh_,0r(p4+hej)— = 3.1]' + O = alj.
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Fiir Hohenlandschaften (n = 2 und m = 1) ist das Ergebnis sehr anschaulich:
Istg: R’ — R eine Ebene mit g(x, y) = ¢ + (a b)(x, y) = ¢ + ax + by, so sind
aund b die Steigungen der Ebene in x- bzw. y-Richtung. Ist die Ebene tangen-
tial zu f im Punkt p, so gilt a = 9,f(p), b = 9,1(p), sodass J(p) = (0, £(p) 9, £(p)).

In voller Schonheit lautet die Jacobi-Matrix:

Jip) = (3ij)1sism,1sj5n = (aij)i,j = (aifi(p))i,j =

of, of, of,
ox; ® 0x, ® ox, ®
of ofy of,
x, (p) . (P) ™ (p)
of,, of, of,
i ) % ) . (P)

Die Jacobi-Matrix von { wird also aus allen partiellen Ableitungen der Kom-
ponenten gebildet. Die Berechnung von nm Ableitungen ist fiir grofie n und m
sehr aufwendig, aber prinzipiell geniigt die eindimensionale Differentialrech-
nung, um die Jacobi-Matrix Zeile fiir Zeile zu fiillen.

Explizit halten wir folgende Umformulierung eines Spezialfalls der mehrdi-
mensionalen Kettenregel fest:

Korollar (Kettenredgel fiir reellwertige Verkniipfungen)
Seienf:P — Rund g: Q — RmitP c R" und {[P] c Q c RY. Ist dann
f differenzierbar in p € P und g differenzierbar in {(p), so gilt

(g )P = Lickca hg(fp) Jfi(p) firallel <j<n.

Beweis

J.(@) = OugtP))i1<r<a ist eine (1 x d)-Matrix,
Ji@ = (i) i1<r<di<jen isteine (d x n)-Matrix,
Joos(p) = (aj(gOf) (P))1,1315n ist eine (1 X n)-Matrix.

Nach der mehrdimensionalen Kettenregel und der Definition der
Matrizenmultiplikation gilt also fiir alle 1 <j <n

0 D)P) = Jeot@®1,; = (JEPNIJP)1; = 2i1<k<a Hgtp) ofi(p).

— Rechts bilden wir dabei ,erste (eindeutige) Zeile mal j-te Spalte®.
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Das Differenzierbarkeitskriterium

Was uns noch fehlt, ist ein eindimensionales Kriterium fiir die totale Differen-
zierbarkeit, denn der Identifikationssatz setzt ja die totale Differenzierbarkeit
von f voraus. Der folgende Satz besagt, dass diese Voraussetzung bei stetiger par-
tieller Differenzierbarkeit automatisch gilt. Das Argument wird vom Mittel-
wertsatz der eindimensionalen Differentialrechnung getragen.

Satz  (hinreichendes Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit)
Seif: P — R™ stetig partiell differenzierbar in einem Punkt p € P.
Dann ist f differenzierbar in p. Ist also f stetig partiell differenzierbar,
so ist f differenzierbar.

Beweis
Es geniigt wieder, den Fall m = 1 zu beweisen. Sei
A=Jp) = (6fe .. %f®).

Wir definierenr : P — R durch
r(x) = f(x) - f(p) - A(x-p) firalle x € P, und zeigen, dass
|r(x)]

lim, "L _
" x-p]

Sei hierzu € > 0 mit Ug(p) < P. Wir betrachten, fiir jedes x € Ug(p), den
folgenden ,,Weg® von p nach x entlang der Koordinatenachsen:

1 2 3 +1
X<) =P, X<) = (XI,PZ, EEEP) pn)7 X() = (XhXZ’ P3s - pn): ceey X(n ) = X.

Wir erhalten so die Teleskopsumme

f0) - f(p) = Xi<jen fxI7) - ).

Nach dem Mittelwertsatz gibt es &; zwischen x% nach x0*Y mit

OfE) (x - pp = faxI*Y) - fx7) firalle1 <j<n.

Damit ist

N IR |69 - ) - AG:— p)]
T x-pll P [x-pll

L IS 65 669 - AR5 -p) |
X — p -

Ix-pl
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| X 1<i<n (95fE€) - 0if(p) (- py) |

lim, _ <
P Ix - pll

tim, . Ix-vl len|<a|,~|f<éj>-ajf<p>>| o
X-p

wobei wir im letzten Schritt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
- Oif, ..., d,f im Punktpund &y, ..., &, — p firx — p verwenden.

Die Voraussetzungen des Satzes werden wir im Ausblick zu diesem Kapitel ge-
nauer untersuchen.

Beispiele
(1) Seif:R’ — R’ definiert durch

f(x,y,2) = (xy + z, sin(xy) + z) fiiralle (x,y, z) € R’.
Dann ist f stetig differenzierbar und fiir alle p = (py, p,, p3) € R? gilt:

P2 p1 1
Jip) = (ajfi(p))i,j =
p2 cos(p1p2) P cos(pi p2) 1

Rechnerisch bedeutet dies, dass wir in der Nihe eines festen Punktes
p € R’ die Funktion f durch die Funktion g: R® — R’ mit

gx,v,2) = fp) + Ji(p) (&, y,2) - p) fiiralle (x,y,2) e R’

ersetzen konnen, ohne allzugrofie Fehler zu machen. Zur Berechnung
von g(x, y, z) ist keine Sinusberechnung mehr notwendig, fiir f(p) und
Je(p) muss einmalig ein Sinus- bzw. Kosinuswert berechnet werden.
Die erzielte Vereinfachung fillt um so deutlicher aus, je komplizierter
f und je grofier die Dimensionen m und n sind.

(2) Das Differenzierbarkeitskriterium liefert im stetig differenzierbaren
Fall einen Beweis der mehrdimensionalen Produktregel. Denn sind
f,g: P — Rstetig differenzierbar, so ist nach der eindimensionalen
Regel auch fg stetig differenzierbar mit

Jigh)p) = gp) 9if(p) + f(p) djg(p) fiirallepe Pund 1<j<n.

Damit ist fg differenzierbar, und nach dem Identifikationssatz gilt

JeeP) = g) Je(p) + f(p) Jo(p) fiirallepeP.

Analoges gilt die Quotientenregel. Die mehrdimensionale Kettenregel
und die Regel fiir die Umkehrabbildung kann dagegen nicht in dieser
Weise auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt werden.



3.4 Partielle Ableitungen 303

Wir fassen unsere Ergebnisse noch einmal zusammen. Es gilt:
stetig partiell differenzierbar impliziert (total) differenzierbar,
(total) differenzierbar impliziert partiell differenzierbar.

Dass die Umkehrungen dieser Implikation im Allgemeinen nicht gelten, werden
wir in den Ubungen und im Ausblick sehen.

Erfreulich ist, dass wir die beiden Begriffe der stetigen Differenzierbarkeit
nicht unterscheiden miissen:

Satz  (Charakterisierung der Stetigkeit)
Seif: P — R™ differenzierbar. Dann sind fiir alle p € P dquivalent:

(@) Jg: P — R™ "ist stetig in p,

(b) f iststetig partiell differenzierbar in p.

Beweis
Eine Abbildung F: P — R™ " ist genau dann stetig in p, wenn fiir alle
I <i<nund1<j<m die Komponentenfunktion Fj; : P — R mit

Fjx) = F(x); firallexeP

stetig in p ist. Hieraus folgt die Behauptung, denn die Komponentenfunktio-
— nen der Jacobi-Matrizen J¢(x) sind gerade die partiellen Ableitungen von f.

Aufgrund des Satzes verwenden wir ab jetzt die Kurzform stetig differenzierbar
fiir , stetig partiell differenzierbar® bzw. gleichwertig ,,stetig total differenzierbar.

Mehrfache partielle Ableitungen

Ist f: P — R partiell differenzierbar, so ist jede partielle Ableitung o;f eine
reellwertige Funktion auf P, die wir wieder auf partielle Differenzierbarkeit un-
tersuchen kénnen. Wir definieren:

Definition (zweifache partielle Differenzierbarkeit)
Eine partiell differenzierbare Funktion f: P — R heifit zweimal partiell
differenzierbar, falls fir alle Koordinaten j die partielle Ableitung
0;f : P — R partiell differenzierbar ist, d.h., es existieren die partiellen
Ableitungen
d19;f, 9,0, f, ..., 9,9

J

f.

Sind alle d;, 9;, f stetig, so heifit f zweimal stetig (partiell) differenzierbar.

Wir schreiben auch 9, ;f fiir 9;0; f.
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Beispiel
Fiir f: R — Rmit f(x, y) = x + xy fiir alle (x, y) € R’ gilt
alf(X’ Y) = 1+ Y aZf(X7 Y) = X aI,Zf(X7 Y) = aZ,lf(X’ Y) = 1,
a1,1f(X, y) = az,zf(X, y) = a1,2,1,zf(X, y) = 0.

Unter unserer klassischen guten Voraussetzung gilt:

Satz  (Vertauschungssatz von Schwarz)
Seif: P — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

0,0 f = 0 9, f furallej,j,e{l,..,n}.

)2 N o)

Wir beweisen den Satz der notationellen Ubersichtlichkeit halber nur fiir
den Fall n = 2 und j; = 1 und j; = 2. Hierzu ist eine mehrdimensionale Version
des Mittelwertsatzes niitzlich:

Satz  (Mittelwertsatz fiir Rechtecke)
Seif:P — R, P cR? zweimal differenzierbar und sei

R = [a,b] x [¢,d] c P

Sei w = (b - a)(d - ¢) der Flicheninhalt von R. Dann gibt es einen Punkt
(p,q) € ]a,b[x]c, d[ mit

f(a,c) + f(b,d) - f(a,d) - f(b,c) = w- 9,9:f(p, q).

Beweis
Seig:[a, b] — R definiert durch

gy = f(t,d) - f(t,c) firallete [a,b].

Dann ist g differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz gibt es also ein
p € ]a, b[ mit

g(b) - g@) = g'(p) (b -a).

Dann gilt

fla,c) + f(b,d) - f(a,d) - f(b,c) =

gb) - g@) = g(p)(b-a) =

(01f(p, d) - 04f(p, ©)) (b-a) = 0,0:f(p,q) (d-c)(b-a)

fiir ein q € ] ¢, d [ nach dem Mittelwertsatz, angewendet auf die Funktion
h:[c,d] — Rmit

— h(® = oif(p,v) firallet.
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Damit kénnen wir nun zeigen:

Beweis des Satzes von Schwarz (fiir n = 2)
Sei (a, ¢) € P. Dann gilt

| 0,0:f(a, ©) - 910,f(a, 0) | =

0,f(b, ¢) — 9,1(a, ¢)

8281f(a, C) - b_a

limb la

f(b, d) - f(b, ¢) - (f(a, d) - f(a, ¢))
(b-2a)(d-c)

lirnb la hrnd lec

azalf(a, C) - = 0,

denn der zweite Term ist nach dem Mittelwertsatz fiir Rechtecke von der

Form 9,9,f(p, q) mit (p, q) € Ja, b[ x]c¢, d[, und aufgrund der Stetigkeit von

0,01 in (a, b) streben diese Werte gegen 9,9,f(a, b), wenn b gegen a und d
— gegen c strebt.

Im Ausblick werden wir eine zweimal differenzierbare Funktion f: B> — R
mitd; d, f # d,9; f kennenlernen.

k-fache partielle Differenzierbarkeit

In der oftensichtlichen Art und Weise wird fiir alle k > 1 die k-fache (stetige)
partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f : P — R definiert. Induktiv zeigt
man mit Hilfe des Vertauschungssatzes von Schwarz, dass bei k-facher stetiger
partieller Differenzierbarkeit die Reihenfolge der partiellen Differentiationen
keine Rolle spielt. Ist

g = a,k a”f

fiir Koordinaten jy, ..., jy € { 1, ..., n }, so hinterlisst auch die partielle Ableitung
von f entlang einer beliebigen Permutation von (jy, ..., ji) wieder die Funktion g.
Die Zahl k kann dabei auch grofier als n sein.

Gebriuchliche Notationen fiir mehrfache partielle Ableitungen sind:

off o

f = @) f = 9...0;f (k-mal).

I ( of )k A
aXT aXi aXT
Durch Betrachtung der Komponenten fi, ..., f,, einer Funkdon f: P — R™

kann wieder die k-fache (stetige) partielle Differenzierbarkeit fiir beliebige Di-
mensionen m definiert werden.
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Parameterabhiingige Integrale

Istf:[a,b]x[c,d] — Reine stetige Funktion, so konnen wir bei festgehalte-
nem ,Parameter” y € [c, d] das Integral

b
g = [ fxy) d

bilden. Dies definiert eine Funktion g : [¢, d] — R, und es stellt sich die Frage,
ob g differenzierbar ist. Der folgende Satz besagt, dass dies unter guten Voraus-
setzungen der Fall ist, und dass wir die Differentiation von g bereits vor der Inte-
gration durch partielles Ableiten des Integranden durchfiithren kénnen:

Satz  (Vertauschungssatz zﬁ'jr Ableitung und Integration)
Seif:P — R, P c R, stetig differenzierbar, und sei [a, b] x [c,d] = P.
Dann gilt:

d b b
@ 5 f fx, ) dx fa 3,f(x,y) dx,

d d d
(b) " fc f(x,y) dy fc o f (x,y) dy.

Analoge Aussagen gelten fiir hohere Dimensionen.

Beweis
Wir zeigen (a). Der Beweis von (b) ist analog. Sei hierzu p € [¢, d] fest
gewihlt, und sei (h,), <  eine beliebige Nullfolge mit p + h, € [¢, d]
fiir alle n. Dann gilt

b b
limn( [ fxprhyds - [ f(x,p)dx)hn-l _
a a

b
. fx,p+h,) - f(x, p)
| dx = (!
im, fa h, X @)

b b
[ tim, foprh) Zf0D) g (75 pe ) dr.
a h a

n

Da (h,), e n beliebig ist, zeigt dies die Behauptung, da

b b
- limy_ (f fs,p+hydx - [ f(x,p)dx)h'l.

d b
d_y fa f(x,y) dx

y=p
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Die bei ,,(!)* durchgefiihrte Vertauschung von Limesbildung und Integra-
tion ist aufgrund der punktweisen Konvergenz der beschrinkten Funktio-
nenfolge (g.)nen, a ¢ [2,b] — R mit

fGx, p + hy) - f(x, p) fiir alle x € [a, b]
hy ’

Zn (X) =

gegen die stetige (und damit integrierbare) Funktion g : [a,b] — R mit
gx) = of(x,p) fiirallexe [a,b]

gerechtfertigt. Denn fiir alle n existiert nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung ein p, zwischen p und p + h,, mit
gn(X) = ayf(x’ pn):

sodass aufgrund der Stetigkeit von g
- lim, g,(® = lim, df(x,p,) = Jyf(x,p) = gX®.

Da wir den Vertauschungssatz in 1.3 nur bei gleichmifliger Konvergenz be-
wiesen hatten, zeigen wir der Vollstindigkeit halber noch, dass die Funktionen
g, gleichmifig gegen g konvergieren. Sei hierzu € > 0. Da o f auf der kompakten
Menge [a, b] x [c, d] gleichmifig stetig ist, existiert ein & > 0 mit

(+) ot y) - Jdf(x, p)| < ¢ firallexe [a,b]undye Us(p) N [c,d].
Ist nun ng derart, dass |h,| < & fiir alle n 2 ny, so gilt (+) fiir y = p,,, woraus die
gleichmifiige Konvergenz der g, gegen g folgt.

Die Reihenfolge ,erst ableiten, dann integrieren ist bei konkreten Berech-
nungen oftmals einfacher als ,erst integrieren, dann ableiten“:

Beispiel
Seif:[1,2]* — Rmit f(x,y) = log(xy) fiir alle x, y. Dann gilt

=1

flz f(x,y) dx = flz log(xy)dx = X(log(xy)— 1) ‘ z =

2(logQy) - 1) - (log(y) - 1) = log(y) + log(#) - 1,

sodass

d ? 1
— fix,y)dx = —.
g [ e = o

Einfacher ist es, erst abzuleiten und dann zu integrieren:

2
dx = —x = —.

1 1
a f(X’ Y) = i
g y f 1y y y
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Ausblick: Gegenbeispiele

Wir betrachten einige Gegenbeispiele, die den Zusammenhang zwischen to-
taler und partieller Differenzierbarkeit und die Voraussetzung der stetigen par-
tiellen Differenzierbarkeit in unseren Ergebnissen beleuchten. Wir beginnen
mit einer einfachen Beobachtung.

Beispiel 1: Unstetig, aber im Nullpunkt partiell differenzierbar
Sei f: R* — R definiert durch

fix,y) = { 0, falls x=0 oder y=0,

1, sonst.

Die Funktion f ist auf den Achsen gleich 0 und sonst tiberall gleich 1.
Sie ist im Nullpunkt partiell differenzierbar mit 9;f(0) = 9,f(0) = 0, aber
dort unstetig.

Das Beispiel zeigt, dass die partielle Differenzierbarkeit in einem Punkt nicht
einmal die Stetigkeit und damit sicher nicht die totale Differenzierbarkeitimpli-
ziert. Die Funktion ist allerdings nicht wirklich tiberzeugend, da sie in keinem
von 0 verschiedenen Achsenpunkt partiell differenzierbar ist. Interessanter wire
eine iiberall partiell differenzierbare Funktion, die trotzdem unstetig ist. Eine
solche gibt es:

Beispiel 2: Unstetig, aber partiell differenzierbar
Sei f : R> — R definiert durch

2xy
f(X, Y) = X2 +y2 ,

0, Somst.

falls (x,y) 20,

Die Funktion ist 0 auf den Achsen. Ist a € R beliebig, so gilt
2a

1+a

f(x,ax) = e [-1,1] fiirallex #0.

2

Die Hohenlinien von f sind also punktierte Geraden durch den Ursprung.
Der Graph der Funktion entsteht anschaulich wie folgt:

Wir rotieren die x-Achse gegen den Ubrzeigersinn und heben und senken
sie dabei an und ab. Dabei erreichen wir die Hoben

1 bei m/4, 0 bei n/2, -1 bei 3/4m, 0 bei m, 1bei S/4T.

Die folgenden Diagramme visualisieren f durch 3D-Plots und einen
Kontur-Plot.
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In den beiden 3D-Plots der Funk-
tion f wurde links ein kartesisches
und rechts ein polares Gitter ver-
wendet. Der Aufbau durch ,,Rotation
mit Anheben und Absenken der
x-Achse” wird polar deutlicher. Die

Radiallinien des polaren 3D-Plots
bilden eine Wendeltreppe.

Nach dem Differenzierbarkeitskriterium ist eine stetig partiell differenzier-
bare Funktion differenzierbar. Beispiel 2 zeigt, dass wir ,stetig” nicht streichen
konnen. Die folgende Frage ist aber noch unbeantwortet:

Impliziert die Stetigkeit der Funktion und ibre partielle
Differenzierbarkeit die totale Differenzierbarkeit?

Die Funktion f in Beispiel 2 erzwingt ja die Nichtdifferenzierbarkeit durch eine
Unstetigkeitsstelle. Eine um eine Potenz schnellere Konvergenz gegen 0 im
Zihler zeigt jedoch, dass die Frage zu verneinen ist:

Beispiel 3: Stetig und partiell differenzierbar, aber nicht differenzierbar
Seif: R* — R definiert durch
2% y
fls,y) = oy
0, SOnSt.

, falls (x,y) # 0,
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Wegen f(x, ax) = 2a/(1 + a>)x bildet f
eine Gerade der Ebene durch 0 auf

eine Gerade im Raum durch 0 ab, was

man im polaren 3D-Plot gut erkennen
kann. Der Graph von f entsteht also
durch eine gewisse dreidimensionale
Rotation der x-Achse um den Null-
punkt.

Nachrechnen zeigt, dass f partiell differenzierbar ist. Die Differenzierbar-
keit im Nullpunkt ist dagegen nicht giiltig, da die Geraden durch 0 im
Graphen von f durch ihre unterschiedlichen Steigungen die Restbedingung
an r(x) verletzen. Es ist instruktiv, dies anhand der Definition zu tiberprii-
fen: Wire f differenzierbar im Nullpunkt, so wire

Ji0) = (3,0), 9,£(0)) = (0 0).

Dann wire aber

| 1t y) - 1(0,0) - Je(O)(x,y) | | 5, y) |

lim, ) . ¢ = -

([Call 1wl

sodass speziell

fl 3
0 = limxlo |(X’X)| = limxlo 2x = !

(el 2% | (x| V2o

Insgesamt ist also f stetig und partiell differenzierbar, aber im Nullpunkt
nicht total differenzierbar (und nicht stetig partiell differenzierbar).
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Die Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit ist auch im Satz von
Schwarz tiber die Vertauschung von partiellen Ableitungen notwendig:

Beispiel 4: Verschiedene gemischte zweite partielle Ableitungen
Seif:R? — R definiert durch

Cy - xy’
; ﬁ ) falls (x,y) # 0,
(X7 Y) =

0, SOnSt.

Die Funktion f ist stetig partiell differenzierbar mit
0(0,y) = -y fiiralley, dy(x,0) = x fiir alle x.
Damit ist 0,0,f(0, 0) = 1 # -1 = 9,9,f(0, 0).

f(x, y)
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Auch fiir die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration sind Diffe-
renzierbarkeitsvoraussetzungen wichtig:

Beispiel 5: Falsche Ableitung bei Differentiation unter dem Integral
Fiir alle y € R sei w(y) = /| y|. Weiter sei f : R* — R definiert durch

sgn(y) x, falls 0 < x < w(y),
fx,y) = sgn(y) 2w(y) - x), falls w(y) < x < 2w(y),
0, SOnst,

wobei wie iiblich sgn(y) = -1 fiir y <0, sgn(y) = 1 fiir y > 0 und sgn(0) = 0.

Die y-Schnitte von f sind stiickweise
linear mit Steigungen in { -1, 0, 1 }.
Sie laufen im Intervall [0, w(y)] von
0 nach w(y) und dann im Intervall
[w(y), 2w(y)] von w(y) nach 0. Die
dabei eingeschlossene Fliche ist

2w(y)’/2 = .

Die Funktion f ist stetig, 0 auf den Achsen und in allen Punkten (x, 0) nach
y (aufgrund des dortigen ,Nullplateaus“) partiell differenzierbar mit

dyf(x,0) = 0 firallexeR.
Weiter gilt (vgl. den Kommentar zum obigen Diagramm)

1
f fx,y)dx = y firalleye[-1/4, 1/4].
0

Damit ist

1
-1 20 = f 9,f (x, 0) dx.
0

d 1
d—y fo f(x,y) dx

y=0

Durch eine geeignete Modifikation der Definition von f lassen sich die
Knicke im Graphen von f glitten, sodass eine partiell (aber im Nullpunkt
nicht total) differenzierbare Funktion entsteht, die ebenfalls nicht unter
dem Integral differenziert werden kann.



5. Die Differentialoperatoren

Wir betrachten Operatoren, die auf Funktionen angewendet werden und durch
partielle Differentiation dieser Funktionen neue Funktionen erzeugen. Die In-
terpretation der Matrizen-Multiplikation J¢(p)x fiir eine reellwertige Funktion {
als Skalarprodukt fithrt uns zum Paradebeispiel eines Differentialoperators, dem
Gradientenfeld. Angewendet auf eine reellwertige differenzierbare Funktion
liefert dieser Operator ein Vektorfeld, dessen Vektoren in die Richtung des lokal
stirksten Anstiegs der Funktion zeigen. Danach lernen wir mit der Divergenz,
der Rotation und dem Laplace-Operator weitere Operatoren kennen, die in der
mathematischen Physik von grofier Bedeutung sind. Im Verlauf der Darstellung
fithren wir auch die sog. Nabla-Schreibweise ein, die zu einem suggestiven Kal-

kiil beitrigt.

Gradient, Richtungsableitung und Nabla-Operator

Istf: P — R eine differenzierbare Funktion mit einer (offenen und nichtlee-
ren) Menge P ¢ R”, so ist fiir alle p € P die Jacobi-Matrix J¢(p) € R'*" eine ein-
zeilige Matrix (ein Zeilenvektor), deren Eintrige aus den partiellen Ableitungen
von f im Punkt p gebildet werden. Das Matrix-Vektor-Produkt J¢(p)x konnen
wir als kanonisches Skalarprodukt (J¢(p)", x) im R" schreiben, mit J¢(p)", x € R".
Diese Beobachtung fiihrt zu einer sehr anschaulichen geometrischen Interpreta-
tion der Jacobi-Matrix. Wir definieren:

Definition (Gradient, Gradientenfeld)
Seif: P — R differenzierbar. Dann setzen wir fiir alle p € P:

of
0x,

grad®®) = Qi @), 0f) = (@) o () < R
X1

Der Vektor grad(f)(p) heifit der Gradient von f im Punkt oder an der Stelle p,
und die Funktion grad(f) : P — R" heift das Gradientenfeld von f.

Istf: P — R differenzierbar in p € P, so gilt

Jip)x = Zi<j<n0if(p)x; = (grad(f)(p),x) fiirallexe R".
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Den Aufbau der Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Funktion f: P — R™
konnen wir also noch einmal anders beschreiben:

Die m Zeilen der Jacobi-Matrix J,(p) sind die (zu Zeilenvektoren transponierten)
Gradienten der Komponenten fi, ..., f,, von f im Punkt p.

Zur Ermittlung der geometrischen Bedeutung des Gradienten definieren wir
eine natiirliche Verallgemeinerung der partiellen Ableitung. Withrend wir bis-
lang Differentialquotienten entlang der Koordinatenachsen untersucht haben,
betrachten wir nun Differentialquotienten entlang beliebiger Geraden.

Definition (Richtungsableitung)
Seienf: P — R, p € Pund w e R" mit /]
[ w| = 1. Dann heifit f im Punkt p
in Richtung w differenzierbar, falls /
der Grenzwert

f(p + hw) - f(p)
h

a = llmh_,o

existiert. Die reelle Zahl a heifit
dann die Ableitung von f im
Punkt p in Richtung w, und wir
schreiben

aw f(P) = a.

p=(1/2,-1), w=(1,-1)/V2

Da P ¢ R” offen ist, existiert ein
€ > 0 mit Ug(p) P, sodass
(p-ew)(p+ew) = {p+tw|te]-ge[} < P

Damitist die Frage nach der Existenz des Grenzwerts in der Definition der Rich-
tungsableitung sinnvoll.

Die Richtungsableitung verallgemeinert die partielle Ableitung, denn fiir die
Einheitsvektoren ey, ..., e, des R" gilt nach Definition:

aj f(P) = ae,f(p) firalle1 < j<n

Richtungsableitungen lassen sich nun mit Hilfe des Gradienten grad(f)(p) und
des kanonischen Skalarprodukts (x, y) = > < j<n Xjy; liberraschend einfach be-
rechnen:

Satz  (Berechnung von Richtungsableitungen)
Seif: P — R differenzierbar in p € P, und sei w € R" mit || w| = 1.
Dann ist f im Punkt p in der Richtung w differenzierbar, und es gilt

duf(p) = (grad®)(p), w) = Xi<j<n oif(p) w;.
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Beweis
Wie im Beweis der Identifikation der Jacobi-Matrix gilt mit A = J¢(p) und
der Restfunktionr : P — R mit lim, _, , r(x)/||x-p| =0:

A(hw) + r(p + hw)

3, f(p) = limy_ fp+hw) - fp) _ lim;, _ o
h h
fim, g DAY g f(P+ThW> = Aw + 0 = (grad(f)(p), w).

Dieser Beweis benutzt lediglich die Definition der Differenzierbarkeit. Aber
auch das Vorschalten eines parametrisierten Geradenstiicks bietet sich an, im
letzten Kapitel hatten wir diese Methode ja schon mehrfach verwendet:

Zweiter Beweis mit Hilfe der Kettenregel
Seie>0mit Uy(p)c Pundseig:]-¢,e[ — Pmit

gl) = p+tw firallete]-gel.

Dann gilt

fe +hLV) ) i, f(g(h))lz f(2(0))

- (fog)(0) = Je(g(0) g’ (0) = Je(p)w = (grad(f)(p), w).

oyf(p) = limy, _

Das Skalarprodukt
<V7 W> = ZI <j<n VjWj = ||V|| || W” COS((p)’

mit dem von v und w eingeschlossenen Winkel ¢ € [0, rt], ist bei festgehaltenem
Vektor v unter allen Vektoren w der Linge 1 genau dann am grofiten, wenn w in
die Richtung von v zeigt, d. h., wenn v = a.w fiir ein o0 > 0 gilt. Die Richtungsab-
leitung d,,(p) = (grad(f)(p), w) wird also genau fiir den Einheitsvektor

grad®O@) o
[| grad(f)(p) |

maximal. Damit erhalten wir:

Geometrische Bedeutung des Gradienten
Der Gradient einer differenzierbaren Funktion f an einer Stelle p zeigt in
die Richtung des stirksten Anstiegs von f an der Stelle p. Je grofier sein
Betrag, desto stirker steigt f an der Stelle p in dieser Richtung an.

Analog zeigt —grad(f)(p) in die Richtung des stirksten Abfalls von f an der
Stelle p, denn (v, w) wird minimal, wenn v = - oow fiir ein o > 0 gilt. Oder man ar-
gumentiert so: Fiir alle w € R" mit || w | =1 gilt o_,f(p) = -9, f(p).
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Die Sprechweise ,,er zeigt in die Richtung des stirksten Anstiegs® birgt, wenn
man an Bergwanderungen denkt, die Gefahr der Dimensionsverwechslung. Um
dem vorzubeugen halten wir fest:

Dimension des Gradienten
Istf: R" — Rund p € P, so ist der Gradient grad(f)(p) ein Element des R",
nicht des R™*'.

Visualisieren wir f: R — R
als dreidimensionale Hohen-
landschaft, so lebt der Gradient
in der Ebene, nicht im Raum.
Wir kénnen grad(f)(p) € R? an
den Punkt p anheften. Dieser
Vektor zeigt dann wie ein ,,Stei-
gungs-Kompass“ in die Rich-
tung, in der unsere Héhenland-
schaftin (p, f(p)) am steilsten ist.
Eine Kugel bei (p, f(p)) rollt in
x-y-Richtung -grad(f)(p) auf
der Tangentialebene von f im
Punkt p ab, vorausgesetzt, der Der Gradient als Steigungskompass:
Gradient von f im Punkt p ist p= (172, -1), w = grad(®)(p)
ungleich Null (andernfalls ist
die Tangentialebene parallel zur
x-y-Ebene). Ist f(p) > 0, so trifft die Kugel die x-y-Ebene in einem Punkt auf der
Halbgeraden { p - o grad(f)(p) | o >0} c R?.

Verstindnisschwierigkeiten bereitet bei dieser Interpretation zuweilen gerade
der einfache Falln=1.Istf: R — R differenzierbar in p und f’(p) > 0, so zeigt
f’(p) € R" auf der x-Achse nach rechts. Ist f'(p) < 0, so zeigt f(p) nach links. In
beiden Fillen zeigt also grad(f)(p) = {'(p) wieder in die Richtung des (stirksten)
Anstiegs von f. Der Gradient {'(p) € R darf nicht mit (1, {'(p)) € R? verwechselt
werden.

Fiir die Dimension n = 1 sind

a = grad(f)(p) = f'(p),
b = grad(f)(q) = f'(q)
eindimensionale Vektoren.

Heften wir sie an die Punkte p

und q der x-Achse an, so zeigen

sie in die Richtung des Anstiegs

von f.
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Der Nabla-Operator

Oft wird der Gradient einer Funktion auch mit Hilfe des sog. Nabla-Operazors
notiert. Man schreibt

(n-dimensionaler Nabla-Operator)

Vo= (00 ) = ( J J )

— ) ceey
aXl aXn

Die Bezeichnung ,,Nabla“ geht auf das gleichlautende griechische Wort fiir
»Harfe“ zuriick, an die das Symbol V vage erinnert. Aus mathematischer Sichtist
der Harfen-Operator eine Funktion, dessen Definitionsbereich aus allen partiell
differenzierbaren Funktionen f: P — R besteht. Angewendet auf eine solche
Funktion liefert der Nabla-Operator das Gradientenfeld von f:

VE - ( J 0 )f _ ( o af) _ grad(f).
ox; 0x, oxy ox,

(Nabla-Formulierung des Gradienten)

Fiir alle f: P — R" und alle p € P ist also V£{(p) = grad(f)(p) der Gradient von
fan der Stelle p. Obwohl V{ nur eine andere Schreibweise fiir grad(f) ist, ist die
Notation (dy, ..., 9,,) oft suggestiv und gut zu handhaben. Speziell in der mathe-
matischen Physik wird sie sehr hiufig verwendet.

Vektorfelder und Gradientenfelder

In Kapitel 3.3 hatten wir bereits zwei- und drei dimensionale Vektorfelder be-
trachtet. Allgemein definieren wir nun:

Definition (Vektorfeld)
Eine Funktion f : P — R" mit P ¢ R" heifit auch ein n-dimensionales
Vektorfeld. Ein Vektorfeld heifit stetig, differenzierbar, stetig differenzierbar
usw., falls dies fur f gilt.

In einem Vektorfeld haben der Definitions- und Wertebereich dieselbe Di-
mension. Heften wir an jeden Punkt p von P den Vektor f(p) an, so bedeutet die
Stetigkeit des Vektorfeldes t anschaulich, dass sich die Pfeile f(p) wenig dndern,
wenn wir den Ort p hinreichend wenig indern. Die Differenzierbarkeit des
Vektorfeldes bedeutet stirker, dass die Pfeile lokal ein lineares Anderungsver-
halten besitzen.

Eine sehr wichtige Klasse von Vektorfeldern entsteht durch die Gradienten-
bildung. Sie fithrt uns von den reellen Werten einer Funktion f: P — R zuriick
in den n-dimensionalen Ausgangsraum, sodass grad(f) : P — R". Viele, aber
nicht alle Vektorfelder entstehen in dieser Weise. Wir definieren hierzu:
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Definition (Gradientenfeld)
Ein Vektorfeld g: P — R" heift ein Gradientenfeld, falls es eine differen-
zierbare Funktion f: P — R gibt mit g = grad(f). Eine solche Funktion {
heifit dann auch eine Stammfunktion von g.

Ein Gradientenfeld nennt man vor allem in der Physik auch ein Potentialfeld
und eine Stammfunktion f von g auch ein (skalares) Potential von g.

Gradienten und Niveaumengen

Uberlagert man das Gradientenfeld einer Funktion mit einem Kontur-Plot,
so stellt man fest, dass die Gradienten senkrecht auf den Niveaumengen ste-
hen. Dieses Phinomen kann man fiir die Dimension n = 2 anschaulich erkléren.
Sei hierzu p ein Punkt und ¢ = f(p). Bewegen wir uns nun auf der durch p ver-
laufenden Hohenlinie niv(c), so ist die Funktion unter dieser Bewegung kon-
stant gleich c. Damit erhalten wir die Richtungsableitung 0 fiir Bewegungen
bei p, die tangential zur Hohenlinie niv¢(c) verlaufen. Da die Richtungsablei-
tung durch das Skalarprodukt des Gradienten mit der Richtung gegeben ist,
steht ein Gradient also senkrecht auf der Tangente der Hohenlinie durch p
(falls diese Tangente existiert). Analoge Uberlegungen gelten fiir hohere Di-
mensionen. Im folgenden Kapitel werden wir diesem Phinomen noch genauer
nachgehen.

-2 0 2 -2 0 2
2077400V VNN N2 2r 12
S AV
A VNN
WP EEEEREE YN |
Ve v av N A B T U U N NN
a4 & K F P U A N A A T
Of —— === 2% » e oooe—e—ul) 0F 10
| SONSNX N A A A A |
SONNNINNA N A S g
N N W O O U O O A A o el
NNXNNN\Nvtv A
2 NN\\\\\\N VS 2 -
-2 0 2 -2 0 2

Links ist das zweidimensionale Vektorfeld g mit

gx,y) = 2(x, -y) firalle (x,y) e R’

gezeigt. Dieses Vektorfeld ist das Gradientenfeld der Funktion f: R* — R mit
fix,y) = X -y’ firalle (x,y) e R

Rechts sind g = grad(f) und ein Kontur-Plot von f iiberlagert. Die Gradienten
stehen senkrecht auf den Hohenlinien.



-

Rechts ist das dreidimensionale
Vektorfeld g : R® — R mit

g(Xa Y Z) =2 (X’ Y Z)-
gezeigt. Es gilt g = grad(f) fiir
fx,y,2) = X+ y2 + 5.

Die Niveaumengen von f sind
Kugeloberflichen. Die Gradien-

ten stehen senkrecht auf ihnen.

-7
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Ein analoges iiberlagertes Diagramm
fiir die Funktionen

glx,y) = (cos(x), —sin(y)),

f(x,y) = sin(x) + cos(y)

Links ist das dreidimensionale
Vektorfeld g mit

v, 2)

gy = - —20
Iy 2|

fiir (x,y, z) # 0 gezeigt. Es gilt

g = grad(f) fir
f(Xa Y, Z) = - ” (X7 Y, Z) ||

fiir (x, y, z) # 0. Erneut sind die
Niveaumengen von f Kugelober-
flichen, auf denen die Gradienten
senkrecht stehen.
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Divergenz eines Vektorfeldes und Laplace-Operator

Die Jacobi-Matrix J, (p) eines differenzierbaren n-dimensionalen Vektorfeldes
g:P — R"ineinem Punktp € Pisteine (n xn)-Matrix. Damit konnen alle in der
linearen Algebra betrachteten Besonderheiten quadratischer Matrizen unter-
sucht werden. Dazu gehort zum Beispiel die Spur

spur(A) = 21sjgn A

einer Matrix A = (a;j); <j j<n- Die Spur einer Jacobi-Matrix J,(p) heifit aufgrund
ihrer (nicht offensichtlichen) physikalischen Bedeutung die Divergenz des
Vektorfeldes f im Punkt p:

Definition (Divergenz, Quelle, Senke)
Seig: P — R" ein differenzierbares Vektorfeld. Dann setzen wir fiir p € P:

div(g)(p) = spur(J,(p)) = XLi<j<n0ig(P) = Li<j<n ?L (p)-
X;

Die Funktion div(g) : P — R heifit die Divergenz des Vektorfeldes g.

Gile div(g)(p) > 0, so heifit p eine Quelle von g. Gilt div(g)(p) < 0, so heifit p
eine Senke von g. Gilt div(g)(p) = 0, so heifit g quellfrei in p.

In der mathematischen Physik interpretiert man die Divergenz oft als ,,Quell-
dichte“. Sie ist ein skalares Maf fiir die in einem Punkt p ein- oder abfliefende
Menge, wobei die Stromung der Materie durch das Vektorfeld g beschrieben
wird. Am Beispiel von Wasser: Gilt div(g)(p) = 0, so fliefit in den Punkt p genauso
viel Wasser hinein, wie von ihm wieder hinausfliefit. Ist dagegen p eine Quelle
des Stromungsflusses g, so wird dem Strom an der Stelle p Wasser hinzugefiigt.

Mir dem Nabla-Operator V = (04, ..., d,,) konnen wir die Divergenz elegantals
Skalarprodukt schreiben:

div(g) = (V,g) = (@i, ..., dn), ) (Nabla-Formulierung der Divergenz)
Beispiele
Wir betrachten der zweidimensionalen Vektorfelder obigen Diagramme.
(1) Seig: R’ — R mit g(x,y) = 2(x, -y) fiir alle (x, y). Dann gilt
divig)x,y) = 2 -2 = 0 firalle(x,y)eR.
(2) Seig: R’ — R mit g(x,y) = (cos(x), —sin(y)) fiir alle (x, y). Dann gilt
div(g)(x,y) = -sin(x) - cos(y) fiiralle (x,y) € R.
Speziell gilt div(g)(0) = - 1.
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Die Beispiele haben die Form div(g) = div(grad(f)), wir betrachten also Di-
vergenzen von Gradientenfeldern. Im ersten Beispiel ist das Gradientenfeld
quellfrei, im zweiten gilt Quellfreiheit fiir (x, y) nur dann, wenn sin(x) = —cos(y).
Die Divergenz von Gradientenfeldern ist so bedeutsam, dass fiir sie ein eigener
Operator eingefiihrt wird:

Definition (Laplace-Operator Af)
Seif: P — R, P cR", zweimal stetig differenzierbar. Dann setzen wir

Af = sz = le(grad(f)) = zlglsnala’f = zlgjsnajzf.

Der Gradient erzeugt aus der reellwertigen Funktion f ein n-dimensionales
Vektorfeld g auf dem Definitionsbereich von f. Die Anwendung der Divergenz
fithrt dann wieder nach R, sodass Af : P — R. Der Laplace-Operator ist also
eine skalare Funktion.

In Nabla-Schreibweise gilt:

Af = <V’ Vf) = 24ISan a] a] t = <(alal’ tey anan)7 f) = <V7 V> f.

(Nabla-Formulierungen des Laplace-Operators)
Diese Darstellung erklirt mit Blick auf v* = (v, v) fiir Vektoren v die Notation
V? = (V, V) fiir den Laplace-Operator A.

Die Quellfreiheit eines Gradientenfeldes ist, wie wir in den Beispielen gesehen
haben, eine besondere Eigenschaft. Wir definieren hierzu:

Definition (barmonische Funktion)
Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f: P — R, P ¢ R", heifit
eine harmonische Funktion auf P, falls

Af = div(grad(f)) = 0.

Die harmonischen Funktionen sind die Losungen der sog. Potentialgleichung

Af=0.

Beispiele
f(x,y) = x* - y* ist harmonisch auf R?, f(x, y) = sin(x) + cos(y) dagegen nicht.
Fir f(x, y) = xt- y4 gilt Af(x,y) = 12 - yz) und AAf = 0, sodass Af harmo-
nisch ist.

Schliefilich definieren wir noch:

Definition (Laplace-Operator fiir vektorwertige Funktionen)
Istf: P — R™, P cR" zweimal stetig differenzierbar, so setzen wir

Af = (Af, .., AF).

Der Laplace-Operator wird also komponentenweise angewendet.
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Die Rotation

Ein weiteres Beispiel fiir eine Operation auf einem Vektorfeld, die in der Phy-
sik untersucht wird, ist die Rotation.

Definition (Rotation, Wirbelfeld)
Seig:P — R’ ein differenzierbares dreidimensionales Vektorfeld. Dann
setzen wir:

rot(g) = (azgs - 038, 0d3g1 - d1g3, 018 - azgl) =

(ags _9dg  dg Jg;  Ig g )
aXZ aX3 ’

Das Vektorfeld rot(g) : P — R’ heifit die Rotation oder das Wirbelfeld von g.
Gilt rot(g)(p) = 0, so heifit p ein wirbelfreier Punkt von g.

Der Nabla-Operator kann fiir die Rotation besonders iiberzeugend eingesetzt
werden. Unter Verwendung des Kreuzprodukts auf dem R’ gilt:
rot(g) = Vxg = (9,05, 03) X g (Nabla-Formulierung der Rotation)
Wihrend die Gradientenbildung einer skalaren Funktion ein Vektorfeld zu-
ordnet und die Divergenz einem Vektorfeld eine skalare Funktion, so ordnet die
Rotation einem Vektorfeld ein neues Vektorfeld zu. Der Vektor rot(g)(p) lisst
sich als ,,Wirbel“ des Vektorfeldes g im Punkt p interpretieren. Die Linge von g

ist ein Mafj fiir die Stirke der Rotation. Besitzt g an der Stelle p einen ,,Mahl-
strom“ in einer Ebene, so steht rot(g)(p) senkrecht auf dieser Ebene.

Gezeigt ist das Vektorfeld
g:R* — R’ mit

g(X: Y Z) = (-Y, X, 0):

das anschaulich einen Wirbel um
die z-Achse beschreibt. Es gilt

rot(g)(x, y,z) = (0,0,2)

fiir alle (x, y, 2) € R’.
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Ein Begriff einer ,rotationsharmonischen Funktion® muss nicht eingefiihrt
werden, denn die Anwendung der Rotation auf dreidimensionales Gradienten-
feld liefert immer das Nullfeld:

Satz  (Wirbelfreibeit eines Gradientenfeldes)
Seif: P — R, P c R’, zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

rot(grad(f)) = 0, d.h. VxVf = 0.
Ebenso gilt:

Satz  (Quellfreibeit eines Rotationsfeldes)
Seig:P — R’ P c R’ zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

div(rot(g)) = 0, d.h. (V,Vxg) = 0.

Die Beweise dieser Sitze konnen dem Leser iiberlassen bleiben.

Rechenregeln fiir die Differentialoperatoren

Wir stellen einige Regeln fiir den Umgang mit den Operatoren zusammen.
Um Klammern zu sparen vereinbaren wir:

Konvention
Wir schreiben oft kurz grad f, divg, rotg, spur A usw.

Im Folgenden kénnen f und g sowohl skalare Funktionen als auch Vektorfel-
der bezeichnen. Treten beide "Typen gemischt auf, so verwenden wir f fiir skalare
Funkdonen und g fiir Vektorfelder.

Zunichst sind alle Operatoren linear:

Satz  (Linearitiit der Differentialoperatoren)
Unter der Voraussetzung der Definiertheit gilt fiir alle o, B € R:

grad(af+ Bg) = oagradf + Pgradg, wobei fg:P — R,PcR",

divief + Bg) = adivf + Bdivg, wobei f,g: P — R", P cR",
rot(lof+PBg) = orotf + Brotg, wobei f,g: P — R, PcR’,
Alof+Bg) = aAf+BAg, wobei f,g: P — R, PcR".

Wichtige Produktregeln versammelt der folgende Satz. Dabei geben wir so-
wohl grad-div-rot-Formulierungen als auch Nabla-Formulierungen an.
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Satz  (Produktregeln fiir die Differentialoperatoren)
Unter der Voraussetzung der Definiertheit gilt:

(a) grad(fg) = fgradg + ggradf, V(fg) = fVg + g Vi,
wobeif,g: P — R, P c R,

(b) div(fg) = (gradf, g) + fdivg, (V,fg) = (Vfg) + £(V,¢g),
wobei f:P — R, g:P — R", P cR",

(0) rot(f x g) = (rotf) x g + f x (rotg),

Vx(fxg) = (Vxf)xg+f{x(Vxy),

wobei f,g: P — R’, P c R?,

(d) rot(fg) = (gradf)xg + frotg, Vx(fg) = Vixg + {(Vxg),
wobei f:P — R, g:P — R Pc R’,

(e) A(fg) = gAf + fAg + 2(V{f,Vg),
wobeif,g: P — R, P c R"

Diese Rechenregeln kénnen anhand der Definitionen der Operatoren direkt
nachgewiesen werden. Wir erinnern in diesem Zusammenhang an:

Rechenregeln fiir Kreuz- und Skalarprodukt
Fiir alle Vektoren im R’ gilt:

uxXv = -vxu,

(y,vxw)y = (,wxu) = (W,uxv)y, (zyklische Vertauschung)
ux(vxw) = (u,wyv - {u,v)w,

(up Xy, v Xvy) = (uy, vi){uy, vy) = (uy, v2){uy, vi).

Die Liste der Rechenregeln lisst sich noch fortsetzen. So gilt zum Beispiel die
folgende Formel fiir die doppelte Rotation eines zweimal stetig differenzierba-
ren Vektorfeldes g: P — [R3, PcR’:

rotrotg = graddivg - Ag, Vx(Vxg) = V(V,g) - Ag.
(doppelte Rotation)
Die Divergenz (V, g) von g ist skalar, sodass der Gradient V (V, g) gebildet wer-

den kann. Fiir den zweiten Term gilt Ag = (Ag;, Ag,, Ag;) nach der komponen-
tenweisen Anwendung des Laplace-Operators.
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Ausblick: Kurvenintegrale in Gradientenfeldern

Im Ausblick zu Kapitel 3.2 hatten wir fiir ein stetiges n-dimensionales Vektor-
feld g: P — R" und eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve y : [a,b] — P
das Kurvenintegral

b
fY g®-dx = [ (g(y(®), Y ) dt

zweiter Art eingefithrt. (Wir verwenden hier und im Folgenden den Buchstaben
v fiir Kurven, um f fiir skalare Funktionen auf P frei zu haben.) Am Beispiel des
Feldes g : R — R’ mit

gx,y) = (,y-x firalle(x,y)e R’

hatten wir gesehen, dass der Wert eines Integrals entlang einer Kurve v, die vom
Startpunkt p; = y(a) zum Zielpunkt p, = y(b) fithrt, im Allgemeinen vom Verlauf
der Kurve abhingt. Fiir Gradientenfelder ist dies jedoch nicht der Fall:

Satz  (Wegunabbingigkeit von Kurvenintegralen in Gradientenfeldern)

Seig:P — R" ein stetiges Vektorfeld, und sei f eine Stammfunktion von
g, sodass g = grad(f). Weiter sei

v:[a,b] = P

eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt
b

[ g0 dx = fy@)|, = fr®) - fr@).

Y

Insbesondere ist das Kurvenintegral von g entlang y gleich null, wenn y
geschlossenen ist.

Beweis
Nach Definition des Kurvenintegrals und wegen g = (d:f, ..., d,f) gilt

b
[ e dx = [ (et v de =
Y a

b b
[ Zicicn gy O de = [ X420 ) v/© de =

b
[ 4 frorde = )],
a t

wobei wir im vorletzten Schritt die Kettenregel und im letzten Schritt den
— Hauptsatz verwenden.
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Das vergleichsweise einfache Feld g : R> — R? mit g(x,y) = (y, y - x) ist also
kein Gradientenfeld. Es gibt kein f mit grad(f) = g. Dies kénnen wir auch so for-
mulieren: Es gibt kein f: R* — R mit

Aqfx,y) =y, oflxy) = y-x \\\\\\\\\\ﬂﬂ
: . AN NN
Das scheinbar unwesentlich verin- HENONCN N N I
derte Feld g mit N\ -
— \ \ - \/:| Vel
g(X,Y) = (Y,X—Y), 057\‘ NN N A s - ”/ /7
ist dagegen das Gradientenfeld von N ) R
f mit LN AR/
'R v I f
f,y) = xy - y'/2. T AN R R
xy) = xy -y TSNS N
Fiir dieses Feld konnen wir Kurve- R X \‘\ YA \ \ \
nintegrale ohne Mihe ausrech- 0.0 0s 10

nen. Fir jede stiickweise stetig dif-
ferenzierbare Kurve y von (0, 0)
nach (1, 1) gilt zum Beispiel

Das Kurvenintegral von (0, 0) nach (1, 1)
im Feld g ist fiir jede Kurve gleich 1/2.

f g® - dx = £1,1) - 0,0) = 1/2.
Y

Eine natiirliche Frage ist nun, welche Vektorfelder Gradientenfelder sind und
welche nicht. Fiir topologisch gutartige Definitionsbereiche P existiert eine
iiberraschend einfache Charakterisierung. Wir nennen ein P < R" sternformig,
wenn es ein p € P gibt, sodass px < P fiir alle x € P. Beispielsweise sind alle e-Ku-
geln und alle Quader im R" sternférmig, und auch R" ist sternférmig. Dagegen
ist R" - { 0 } nicht sternformig. Es gilt nun:

Satz  (Charakterisierung von Gradientenfeldern)
Seig: P — R", P sternférmig, ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann sind dquivalent:

(a) gistein Gradientenfeld.
(b) djgi = d;i g firallel <i,j<n. (Integrabilititsbedingung)

Fiir die Dimension n = 3 ist g genau dann ein Gradientenfeld, wenn
rot(g) = 0

Dass (b) aus (a) folgt, lisst sich leicht einsehen. Ist g = grad(f), so gilt
algl = 8,81f: ala]fZ alg] furallelél,]ﬁn

nach dem Satz von Schwarz. Die andere Implikation ist schwieriger zu beweisen.
Der Zusatz folgt direkt aus der Definition der Rotation eines Feldes.
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Fiir obige Felder g und g gilt

31gz(X,y) = -1, azgl(X,Y) = 1, al@ = 825 =1,

sodass die Integrabilititsbedingung fiir g verletzt und fiir g erfiillt ist.
Auf eine topologische Voraussetzung wie die Sternfoérmigkeit kann im Satz
nicht verzichtet werden:

Beispiel
Wir definieren das Windungsfeld g : R* = {0} — R? durch
gy = 2 fiiralle (x,y) € R - (0.
X+ yZ

Fiir die Kreiskurve y : [0, 2n] — R’ mity(t) = (cos t, sin t) gilt dann

2n
[ gy dy = [ (), v®) de =
Y 0

2 2n
f {(=sint, cost), (-sint,cost))dt
0

Il

o 2
—
[N
~
Il
NS
a

Damit ist g kein Gradienten-
feld, da das geschlossene Kur-
venintegral sonst null wire.
Dagegenistf: P — Rmit vy

f(x,y) = arctan(y/x)
eine Stammfunktion von g| P,

P={(xyeR |xz0} .

Allgemein lisst sich zeigen, i
dass fiir jede geschlossene
Kurve y das Kurvenintegral NN
iiber g entlang y das 2n-fache
der Anzahl der orientierten

Umliufe der Kurve um den Nullpunke ist, was die Bezeichnung als Win-
dungsfeld erklirt. Das Feld g lisst sich auch schreiben als g : C* — C,

g(z) = é fir z e C*.
z

Mit y(t) = e liest sich obiges Kurvenintegral dann als

2

2n 2n . T
z)-dz = ‘() dt = ie,ieydt = 1de = 2m.
[ s@rde = [ ey de = [T Getichde - [ Trde - 2m
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In diesem Kapitel formulieren und beweisen wir ein mehrdimensionales Analo-
gon zum Satz von Taylor. Ziel ist wieder, eine Funktion durch ein Polynom eines
bestimmten vorgegebenen Grades bestméglichst zu approximieren, wobei nun
die Funktionvon der Form f: P — R mitP c R" ist, sodass die Approximationen
reellwertige Polynome in n Variablen sind. Dabei sind wir vor allem an Approxi-
mationen erster und zweiter Ordnung interessiert. Mit Hilfe der dabei auftau-
chenden Hesse-Matrizen untersuchen wir lokale Extremwerte von f auf P oder
auf einer durch eine Nebenbedingung gegebenen Teilmenge von P. Da sich die
Fragestellungen und Ergebnisse fiir Hohenlandschaften anschaulich motivieren
und darstellen lassen, schenken wir der Dimension n = 2 wieder besondere Be-
achtung.

Vorbereitungen

Fiir eine v-mal differenzierbare Funktion f: P — R mit P c R hatten wir das
v-te Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt p € P definiert durch:

(k)
Tofx = szV fk('p) (x-p)X firallexeR.

Wir wechseln hier vom Index n zum griechischen v, da wir n weiterhin als Vari-
able fiir die Dimension des Definitionsbereichs unserer Funktionen verwenden
wollen. Unser erstes Ergebnis zur Taylor-Approximation im Eindimensionalen
lautete (vgl. 4.4 und 4.5 in Band 1):

Satz  (allgemeiner Approximationssatz, Satz von Peano)
IstIc Rein Intervall und f : I — R v-mal differenzierbar in p € 1, so gilt

e
TP - p)

fiir die Restfunktion r, = f - T f auf I. Damit gilt also

lim

fx) = TR + o((x - p)v) fir x — p.

Das Restglied konnten wir unter einer etwas stirkeren Differenzierbarkeits-
voraussetzung in Lagrangescher Form angegeben, wodurch sich o((x - p)*) zu
O((x - p)’*') im Approximationssatz verbesserte (vgl. 4.5 in Band 1):
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Satz  (Satz von Taylor; Lagrange-Restglied)
SeilcRein Intervallund f : I — R (v + 1)-mal stetig differenzierbar.
Weiter sei p € I. Dann gibtes firallex e I - { p } ein § zwischen p und x mit

(v+1)
) = T « -G8 -

Folglich gilt
f) = Tyf® + O(x-p'*') fir x — p.
Ein Analogon zum Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied gilt nun auch fiir
hinreichend gut differenzierbare Funktionen f: P — R, P < R" offen und nicht-

leer, mit einer beliebigen Dimension n > 1. Um die Darstellung kompakt und
iibersichtlich zu halten, fithren wir einige Notationen ein.

Definition  (Notationen fiir n-Tupel natiirlicher Zahlen)
Firn>1,k= (..., k) eN"und x = (x, ..., x,) € R" setzen wir

@ ok =k + ... + k,,
(b) k! = k! ... k!,
©) Xk = xlfl . -xrlf“.

Ist zum Beispiel n =4 und k= (1, 0, 2, 0), so gilt fiir alle x € R*:

k (1,0,2,0) 1 0 2 0 1 2
3] X4) =

x = (xq,.. X| - Xy - X3 - Xg = X| - X3.
Speziell gilt
6(0) = 6(0,...,0) =0 und 0! =0!-...-0!' =1-...-1 =1 fiirallen.

Die Tupelnotationen sind auch in der Kombinatorik niitzlich. Fiir alle natiirli-
chen Zahlennund vund alle k= (k;, ..., k) € N* mit 6(k) = v ist der Multinomial-
koeffizient v iber k“ definiert durch

Die Zahl (}) ist die Anzahl der Méglichkeiten, eine v-elementige Menge M in
Mengen My, ..., M, derart zu zerlegen, dass jede Menge M; genau k; Elemente
besitzt. Firben wir also v nummerierte Kugeln mit n Farben so, dass jede Farbe
i genau k; mal verwendet wird, so kénnen wir dies auf (},) Weisen tun. So gibt es
zum Beispiel

10 10!
(3’3,4) SETETPTRE
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Moglichkeiten, zehn Kinder in eine Igel-, Hasen- und Maulwurfgruppe aufzu-
teilen, sodass in der Igel- und der Hasengruppe je drei und in der Maulwurf-
gruppe vier Kinder sind. Die Binomialkoeffizienten entsprechen dem Fall n = 2
der Aufteilung in zwei Mengen M; und M,. In Urnenmodellen kann man diese
beiden Mengen als ,,gezogen“ und ,,nicht gezogen® interpretieren.

In dhnlicher Weise kénnen wir auch die k-fache partielle Ableitung einer
Funkdon fiir ein n-Tupel k = (ky, ..., k,) natiirlicher Zahlen einfiihren:

Definition (partielle Ableitung fiir n-Tipel)
Sein>1,undseik = (ky, ..., k,) € N". Weitersei f: P — R, PcR",
o(k)-mal stetig differenzierbar. Dann setzen wir:

aG(k)

fO = o = oy f =
' Ox{! ... Oxkn

Die Ableitung f® ist wie f eine Funktion von P nach R. Der Zahlenvektor
k gibt die Anzahl der partiellen Ableitungen fiir jede Koordinate an, die wir
durchzufiihren haben. Aufgrund des Satzes von Schwarz kénnen wir die par-

tiellen Ableitungen in einer beliebigen Reihenfolge abarbeiten. So gilt zum
Beispiel fir n = 3 und o(k) = 4:

FELM) = 9125 f(M) = 955.1.1f ()

Mehrdimensionale Taylor-Polynome

Mit unseren neuen Notationen kénnen wir nun Taylor-Polynome fir Funk-
tionen mit n-dimensionalen Definitionsbereichen definieren. Die alte Defini-
tion kann fast wortlich iibernommen werden.

Definition (mebrdimensionale Taylor-Polynome)
Seif:P — R, P cR", v-mal stetig differenzierbar. Weiter sei p € P.
Dann definieren wir das Tizylor-Polynom v-ter Ordnung von f im Entwick-
lungspunkt p durch:

(3]
TVf = 3 fk# x-pl firallexe R",

ke N o(k) < v

Die Taylor-Polynome von f sind unabhingig von P immer auf dem ganzen
Raum R" definiert. Die Summe 3y n» o <y schreiben wir im Folgenden kurz
als X 50y <v- Dabei ist die Ordnung v fest.

Bevor wir den Satz von Taylor formulieren, wollen wir die Taylor-Polynome
der Ordnungen 0, 1 und 2 etwas genauer betrachten, um ein Gefiihl fur die
Struktur dieser Polynome zu entwickeln.
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Das Taylor-Polynom nullter Ordnung
Fiir v = 0 gilt fiir alle x e R™:

(k) (0)
T = 3 P wept = S g -,

wobei hier 0 = (0, ..., 0) der Nullvektor des R" ist. Damit ist also wie
gewohnt das Taylor-Polynom 0-ter Ordnung die Auswertung der Funktion
im Entwicklungspunkt.

Das Taylor-Polynom erster Ordnung
Fiir v = 1 durchliuft k in der Summe . 54y < den Nullvektor und die
kanonischen Einheitsvektoren e; = (1, 0, ..., 0), ..., e, = (0, ..., 0, 1) des R".
Damit gilt fiir alle x € R™:

(k)
THE = TU® + 3 fk#(x—p)k ,

ok)=1

P =

(e))
fp) + Y m -

1<j<n

) + Y A s

1<j<n 1
f(p) + (grad(H)(p), x - p).

Der zweite Summand ist das Ergebnis der Multiplikation der Jacobi-
Matrix J¢(p) von f im Punkt p mit dem Spaltenvektor x - p. Das Taylor-
Polynom erster Ordnung ist also wie gewohnt die Linearisierung der
Funktion im Punkt p. Der Leser vergleiche das Ergebnis noch einmal mit
dem eindimensionalen Fall:

T, f(x) = fp) + £'(p) (x-p).

Das Taylor-Polynom zweiter Ordnung
Fiir v = 2 ist das Taylor-Polynom nun schon wesentlich komplexer. In der
Summe . 54 <> durchliuft k nun zusitzlich alle Summen e; + ¢; kanonischer
Basisvektoren, also die Vektoren

) 2e; = (2,0,...,0), 2¢, = (0,2,0,...,0), ..., 2e, = (0, ...,0,2),

(i) e + ¢ firallel <i<j<n.

Die Vektoren des Typs (ii) haben genau zwei 1-Eintrige. Es gilt:
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fleve) _ 3 if = £+ fiir alle i,j,

(x-p)*Y = (x-p)(x-p) firallei,j
Qep! = 2 fur alle j,
(ei+¢)! =1 furallei # j.

Damit berechnet sich das Taylor-Polynom zweiter Ordnung zu

k)
T = T + ¥ %(}(—p)k _

ok)=2

2
Téf(x) + 2 —a@ (X—P)j2 + zlsi<anai,jf(p)(X_p)i (x-p) =

1<j<n

fp) + (grad(H)(p), x-p) + % Y 1cijen O F() (- )i (x p)y.

In der letzten Form wird fiir i # j sowohl die Ableitung 0;0; f(p) als auch die
Ableitung 9;0; f (p) betrachtet, was aber durch den Faktor 1/2 und die
Vertauschbarkeit 0;0; f = 9;0; f wieder ausgeglichen wird.

Auch hier zum Vergleich noch einmal die eindimensionale Version:
’ 1 ”
Ty f® = fip) + f'(p)x-p) + - o)~ p).

Der Beitrag der ,,zweiten Ableitung® zum Taylor-Polynom ist im mehrdimen-
sionalen Fall wesentlich komplizierter. Wir kénnen diesen Beitrag sympathi-
scher und tibersichtlicher notieren, wenn wir die Brille der linearen Algebra auf-
setzen und beobachten, dass der dritte Summand des Taylor-Polynoms zweiter
Ordnung von der Form

<X ) H(X - P»

N|)—A

ist mit der aus allen Ableitungen 0, ; f(p) gebildeten (n x n)-Matrix H:

Definition (Hesse-Matrix)
Seif: P — R zweimal stetig differenzierbar, und sei p € P. Dann ist die
Hesse-Matrix He(p) von f im Punkt p definiert durch

H¢(p) = (ai ajf(P))1 <i,j<n-

Aufgrund des Satzes von Schwarz ist die Hesse-Matrix symmetrisch:
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al,lf(p) al,zf(P) a1,nf(P)

al,zf(P) az, 2f(p) az,nf(P)
He(p) =

al,nf(p) aZ,nf(p) eee an,nf(p)

In der Hauptdiagonalen sehen wir den Laplace-Operator:
Af(p) = Li<j<n szf (p) ist die Spur der Hesse-Matrix von f.

Da die Spur einer (n x n)-Matrix A die Summe ihrer Eigenwerte Ay, ..., A,, € Cist
und eine symmetrische Matrix nur reelle Eigenwerte besitzt, folgt: Af (p) ist die
Summe der reellen Eigenwerte der Hesse-Matrix von f im Punkt p. Auf die Ei-
genwerte der Hesse-Matrix kommen wir bei der Diskussion lokaler Extrem-
werte noch zurtick.

Schmiegequadriken

Ist eine Funktion f: P — R zweimal stetig differenzierbar, so gilt also

THE = ) + (@adOE, x-p) + (- pH®) G- D).

(Laylor-Polynom zweiter Ordnung)

Der Graph des Taylor-Polynoms T f istin der Sprache der analytischen Geo-
metrie eine Quadrik im R™*!, die sog Schmiegequadrik an f im Punkt (p, f(p)).
Fir n = 1 ist eine Schm1egequadr1k eine Schmiegeparabel und durch f’(p) und
£”(p) bestimmt. Fiir n = 2 miissen die fiinf partiellen Ableitungen d,f(p), 9,f(p),
01 f(p), 03 f(p) und 9, 9,f(p) berechnet werden, aber die Situation bleibt dennoch
iibersichtlich. Ein Klassifikationssatz der analytischen Geometrie besagt nim-
lich, dass die Schmiegequadrik an f fiir n = 2 und H¢(p) # 0 im Punkt (p, f(p)) bis
auf eine affine Transformation von einem der drei folgenden "Typen ist:

elliptisches Paraboloid z = ax’+ byz, mit ab > 0,
hyperbolisches Paraboloid z = ax’+by?, mit ab <0,
parabolischer Zylinder z = ax’+by?, mit ab = 0.

Elliptische Paraboloide sehen aus wie Eierbecher, hyperbolische Paraboloide
wie Sattelflichen, parabolische Zylinder wie gebogene Papierblitter oder Dach-
rinnen.
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elliptisches Paraboloid hyperbolisches Paraboloid parabolischer Zylinder

Die folgenden Diagramme zeigen Schmiegequadriken fiir einige f und p.

/T 77 77777
L1

’-,I”"".'n
i

D S AN
S S SN
A o’.,".: N

“’0"/ '
SR/
L7

f(X’ Y) = log(xz + Yz), p= (Oa _1)

fx,y) = arctan(xy), p=(1,0)
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Eine alternative Darstellung der Taylor-Polynome

Unsere Berechnung des Taylor-Polynoms zweiter Ordnung lieferte die Dar-
stellung

#) fp) + Xi<j<nf(P) (x-p) + %zlsi,anai,jf(p)(X_p)i(X_p)j:

in der gleiche Summanden nicht zusammengefasst werden. Durch eine kombi-
natorische Umformung lisst sich ein Taylor-Polynom

v ) - "
Tt = ZkeN",G(k)SV o (x-p)* firallexe R"

einer beliebigen Ordnung v als Summe der Form (+) schreiben:
Satz  (lange Darstellung der Tiylor-Polynome)
Fiir alle v-mal stetig differenzierbaren f: P — Rund p € P gilt:
€L
psvou!

T;f(x) = 2 2 <jlyeeju S0 ajM ,,,,, jlf(P) (x - P)jl e (X = P)ju,
wobei die zweite Summe rechts fiir 1 = 0 als f(p) erklirt wird.

Beweis
Firp <vund Gy, ..., j) € {1, ...,n }¥" sei (ky, ..., k,) € N" definiert durch

ky

»die Anzahlder A € {1, ..., u} mitj, = 19,

k, = ,die AnzahlderA e {1, ..., } mitj, = n“
Dann gilt 6(k) = i und
i £ (= p)j, - (= p)y, = £9p) (x-p)*.

Fiir alle k € N" mit 6(k) = pt gibt es genau (})-viele (jy, ..., j,), die k in dieser
Weise definieren. Damit gilt

1
ZHSVF lejl,..‘,jHSnaju ,,,,, jlf(P) (X—P)j1 ---(X—P)j“ =

Y S (DY) ) =

psvou!

fYp) . v
Zc(k)ﬁv 0 x-p)° = Tpf(x).
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Der Satz von Taylor

Wie im eindimensionalen Fall sind die Taylor-Polynome von f in kleinen Um-
gebungen des Entwicklungspunktes gute polynomielle Approximationen an f.
Der Satz von Taylor und der polynomielle Approximationssatz konnen fast wort-
lich iibernommen werden. Wir sagen wieder, dass ein Punkt § € R" zwischen
zwei Punkten x, p € R" liegt, wenn & € xp und & # x, p. Dabei sei wieder

Xp = {x+tp-v|te[0,1]).

Satz  (Satz von Taylor und polynomieller Approximationssatz im R")
Seif:P — R, P cR", (v + 1)-mal stetig differenzierbar, und sei p € P.
Istdannx € P - { p } mit xp < P, so existiert ein & zwischen p und x mit

(9]
fo = Tyfx + Y, fk—('é)(x—p)k.

o =v+1
Damit gilt fiir v-mal stetig differenzierbare f: P — R und p € P:
fx) = Tofx + o([x-pll') fir x — p,

d.h., es gibt eine Funktionr: P — R mit

fx) = Tpf(x) + r(x) firallexeP,

r(x)

lim, _, , ———— = 0.
" lx-pl

Beweis
Seig:[0,1] — Pmit
gy = p + t(x-p) firallete[0,1],

undseih=f°g:[0,1] — R. Eine Induktion nach u <v + 1 unter
Anwendung der Kettenregel zeigt, dass fiir alle t € [0, 1] gilt:

(+) h(“)(t) = ZlSjl,..A,juSn aju,...,jlf(g(t)) x-p) - (x- P)ju-
Wie fiir die Taylor-Polynome ist dies gleichwertig zu:
(4 BYO = ooy () F@0) - )"

Der alte Satz von Taylor fiir h und den Entwicklungspunkt 0 liefert ein
t* €10, 1[, sodass fiir § = g(t*) gilt:
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- - v h(v+1)(t*) v+l
) = h1) = THh@ + (-0 =

h® (0) . hO+D (t*)
usv LL' (V + 1)'

f9p) K ) .
Z Z k! Gc-p)” Zs(k)=v+1T(x_p) -

psv ok =p

(k)
TV + 3 fk('é) - p).

ok)y=v+1
— Die Aussage iiber das Restglied ergibt sich wie frither.

Formuliert ,aus der Sicht“ des Entwicklungspunktes p gilt:

v v f(k) A%
p+n) = Tyfeen + ofll) = ¥ P o o(ll).

In Anwendungen geniigt oft eine Approximation erster oder zweiter Ord-
nung. Die obige Analyse der ersten Taylor-Polynome liefert:

Satz  (Laylor-Approximation zweiter Ordnung)
Seif: P — R zweimal stetig differenzierbar, und sei p € P. Dann gilt

fx) = fp) + (grad(D)(p), x - p) + %<x—p, Hip) c-p)) + o[ x-pl?),

1
fp+x) = f(p) + (grad(®)(p), x) + 5 (x, He(p) xy + of[|x[I*),
fiir alle x € P mit xp < P bzw. alle x € Uy(p) mit € hinreichend klein.

Ist die durch die Gradientenbildung definierte Tangentialebene von f im
Punkt (p, f(p)) also zu ungenau, so stellt die Schmiegequadrik die nichste Stufe
der lokalen Approximation von f dar. Im Fall n = 2 und H¢(p) # 0 wird die Hohen-
landschaft f im Punkt p dann sehr anschaulich durch ein elliptisches oder hyper-
bolisches Paraboloid oder einen hyperbolischen Zylinder ersetzt. Ist H(p) = 0,
so liefert die Approximation zweiter Ordnung keinen Fortschritt gegeniiber der
linearen Approximation. In diesem Fall (oder wenn die Approximation zweiter
Ordnung immer noch nicht gut genug ist), geht man zur Approximation dritter
Ordnung iiber usw. Erinnert sei hier noch einmal an das exp(-1/x%)-Beispiel fiir
die Dimension n = 1: Die Taylor-Entwicklung kann nur polynomielle Anteile ei-
ner Funktion extrahieren.

Die folgenden Diagramme illustrieren die zweidimensionale Taylor-Entwick-
lung anhand einer Glockenfunktion.
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fx,y) = ¢

LT A
AT A Vj
LA T Ay A . N oA e
LA LA "/V X A\¢ \" [T i &
o

N AZA ] i
AN AL LA
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Lokale Extremwerte

Auch fiir mehrdimensionale Funktionen f: P — R, P < R", lisst sich eine
Kurvendiskussion betreiben. Eine Hauptaufgabe ist dabei wieder das Auffinden
lokaler Extremwerte. Die entsprechenden Begriffe werden wir im eindimensio-
nalen Fall definiert.

Da grad(f)(p) in die Richtung des stirksten Anstiegs und -grad(f)(p) in die
Richtung des stirksten Abfalls zeigt, gilt:

Satz  (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)
Seif: P — R partiell differenzierbar, und sei p € P eine lokale Extremal-
stelle von f. Dann gilt grad(f)(p) = 0.

Beweis
Istwe R, |w] =1, s0besitzt hy, : |- &, €[ — Rmith(t) = f(p + tw) eine
lokale Extremalstelle im Punkt 0, wobei € hinreichend klein gewihlt wird.
Also gilt nach dem notwendigen eindimensionalen Kriterium

0 = h,(0) = {(grad(f)(p), w) fiirallewe R" mit||w]| =1,
— und hieraus folgt grad(f)(p) = 0.

Der Satz verallgemeinert die notwendige Bedingung ,f'(p) = 0 (kritischer
Punkt), die bereits im Eindimensionalen nicht hinreichend ist. Die Hesse-Ma-
trix liefert, wie die zweite Ableitung fiir n = 1, ein hinreichendes Kriterium. Von
Bedeutung sind hier die folgenden Begriffsbildungen der Linearen Algebra:

Definition (Definitheit einer Matrix)
Eine reelle (n X n)-Matrix A heif$t

(a) positiv definit, falls (x, Ax) > 0 fir alle x € R" mitx# 0,
positiv semidefinit, falls (x, Ax) 2 0 fur alle x e R",
(b) negativ (semi-)definit, falls - A positiv (semi-)definit ist,

(c) indefinit, falls es x,y € R" gibt mit (x, Ax) > 0 und (y, Ay) < 0.

IstS" ' ={xe R" | | x| =1}, so nimmt die stetige Funktion (-, A-): R* — R
wegen der Kompaktheit von $*~! ihr Minimum c und ihr Maximum d auf S"~*
an. Fiir alle x € R" gilt dann, mit x5 = x/| x || fiir x# 0 und Oy = 0:

(x, Ax) [ x| (xxy Axx) > c||x|* und analog

(x, Ax)

IN

dllx]*.

Folglich gelten die Entsprechungen:
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A positiv definit : ¢ >0, A positiv semidefinit : ¢ 2 0,
Anegativ definit : d <0, A negativ semidefinit : d <0,

A indefinit : ¢ <0 und d > 0.

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung zweiter Ordnung kénnen wir nun den fol-
genden ansprechenden Satz beweisen:

Satz  (hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema, Definitheit der Hesse-Matrix)
Seif:P — R zweimal stetig differenzierbar, und sei p € P mit grad(f)(p) = 0.
Dann gilt:

(@) Ist He(p) positiv definit, so ist p eine strikte lokale Minimalstelle.
(b) Ist H¢(p) negativ definit, so ist p eine strikte lokale Maximalstelle.

(c) Ist H¢(p) indefinit, so ist p keine lokale Extremalstelle.

Beweis
Durch Ubergang zu f(x + p) - f(p) konnen wir p = 0 und f(0) = 0 annehmen
(zur Vereinfachung der Notation). Dann gilt fiir A = H¢(0):

fx) = %(X,AX) e i), lim, ., O o,

x— 0
x|
Seien c,d € R wie oben, sodass fiir alle x € R" gilt:
(Ax) 2 cfx]? (A% < dfx]*.
Sei nun & > 0, sodass fiir alle x mit || x|| < §, x#0, gilt:

el 1a
i) < L 1ED e,

Dann gilt fiir alle x # 0 mit || x|| < &:

fx) > %||x||2 +1(x) > 0, falls ¢>0,d.h. Apositiv definit,

f(x) < % Ix|? + rx) < 0, falls d<0,d.h. Anegativ definit.

Dies zeigt (a) und (b). Fiir (c) seien x,, xy€ R" mit || x. || = || x4/ = 1 und
(X, Ax.) = ¢ < 0und (x4, Axyq) = d > 0. Dann gilt fiir alle t € ] 0, [

2

fltx,) = + 1r(tx,) < 0, fltxg) = + r(txg) > 0.

— Also ist 0 keine lokale Extremalstelle von f.
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Dem eindimensionalen Kriimmungsverhalten ,,f”(p) > 0“ und ,,f"(p) < 0“ ent-
spricht im Mehrdimensionalen also die positive bzw. negative Definitheit der
Hesse-Matrix von f im Punkt p. Die Aussage (c) des Satzes hat im Eindimensio-
nalen kein Analogon.

Ist die Hesse-Matrix in einem Punkt p nur semidefinit, so ist keine allgemeine
Aussage moglich. Im Eindimensionalen entspricht dies dem Fall ,,f”(p) = 0“. Die
dritte und vierte Potenz zeigen, dass in diesem Fall p dann eine lokale Extremal-
stelle sein kann oder auch nicht. Mehrdimensionale Beispiele besprechen wir in
den Ubungen.

Wir diskutieren noch einige Kriterien, die niitzlich sind, die Definitheit einer
Matrix zu bestimmen. Da eine Hesse-Matrix symmetrisch ist, besitzt sie reelle
Eigenwerte. (Allgemein entspricht die Definitheit einer reellen Matrix A der De-
finitheit der symmetrischen Matrix A + A", sodass man sich prinzipiell auf sym-
metrische Matrizen beschrinken kann.) Es gilt:

Satz  (Eigenwertkriterium,)
Sei A eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix, und seien A; < ... <A, die
Eigenwerte von A. Dann gilt:

A ist positiv definit genau dann, wenn Ay > 0,
Aistpositivsemidefinit  genau dann,wenn Ay 2 0,
A ist negativ definit genau dann, wenn A, < 0,
Aistnegativsemidefinit  genau dann, wenn A, <0,

A istindefinit genau dann, wenn Ay < 0 und A, > 0.

Beweis
Sei (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis des R" mit Aby, = A, by fiir alle k.
Dann gilt fiir alle x = X | < <, 0y by, dass

(x, Ax) = zlsk,anajakkk<bjabk> = Yicken O Mo

— Hieraus liest man Aquivalenzen ab.

Damitist die Diagonalisierung der Hesse-Matrix eine Moglichkeit, ihre Defi-
nitheit zu bestimmen. Niitzlich ist daneben oft auch der folgende Satz, den wir
ohne Beweis angeben:

Satz  (Determinantenkriterium)
Sei A eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix. Dann sind dquivalent:

(a) Aist positiv definit.

(b) Fiiralle 1 <k <nistder k-te Hauptminor von A positiv, d. h., die
Determinante der quadratischen Untermatrix Ay = (ajj); <jj<i von A
ist positiv.
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Istalso aj; <0, so ist A nicht positiv definit, und ist a;; > 0, so ist A nicht nega-
tiv definit. Wegen det(- A) = (-1)" det(A) folgt aus dem Kriterium, dass A genau
dann negativ definit ist, wenn die Hauptminoren det(A,), ..., det(A,) abwech-
selnd negativ und positiv sind.

Ein analoges Kriterium fiir Semidefinitheit gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiele

ey

@)

3)

Sei f: R? — R mit f(x, y) = cos(x) + cos(y) fiir alle (x, y) € R%.
Fiir alle p = (x, y) € R? gilt

grad(f)(p) = (—sin(x), —sin(y)),

cos(x) 0 ) 5

He(p) = - (
0 cos(y)

Die Nullstellen des Gradienten
sind genau die Punkte

pap = (am, bm) fira,be Z.

Mit Hilfe der Hesse-Matrix konnen wir die Extremalstellen aus diesen
Kandidaten aussondern: Sind a und b beide gerade, so ist H¢(p) = -E
negativ definit und damit p, }, eine strikte lokale Maximalstelle von f.
Sind a und b beide ungerade, so ist H¢(p) = E positiv definit und damit
Pa,p eine strikte lokale Minimalstelle von f. Haben a und b verschie-
dene Paritit, so ist H¢(p) indefinit und damit p, j, keine lokale Extre-
malstelle von f.

Allgemeiner gilt: Istf: R" — Rvon der additiven Form

f(X17"'7Xn) = gl(xl) + ...+ gn(xn)

mit Funktionen g;: R — R, so ist die Hesse-Matrix H(p) fiir alle p
eine aus den zweiten Ableitungen der Funktionen g; gebildete Diago-
nalmatrix. Ein Punkt p mit g;’(p) = 0 fiir alle j ist eine lokale Maximal-
stelle, wenn alle gj konkav in p sind. Analoges gilt fiir Minimalstellen
mit konvex statt konkav. Ist in H(p) ein Diagonaleintrag gleich 0, so ist
keine allgemeine Aussage moglich.

Die Hesse-Matrix ist nicht immer die beste Wahl, um lokale Extremal-
stellen zu ermitteln. Ist f: R — R mit f(x, y) = arctan(xy), so gilt
grad(f)(p) = 0 nur fiir p = 0. Der Hesse-Matrix-Weg ist nun aber miih-
samer als ein ,eindimensionales® Argument: Seien g, g, : R — R mit
g1(x) = f(x, x) = arctan(x’) und g, (x) = f(x, - x) = arctan(- x’). Man rech-
net nach, dass g;”(0) = 2, sodass g in 0 ein striktes lokales Minimum
besitzt. Dann hat aber g, = - g; in 0 ein lokales Maximum, sodass 0
keine lokale Extremalstelle von f sein kann.
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Bedingte Extremalstellen und Lagrange-Multiplikatoren

Wir untersuchen nun lokale Extremalstellen einer Funktion f: P — R, die ei-
ner bestimmten Nebenbedingung gentigen. Gegeben ist zusitzlich zu f eine
Funktion g : P — R. Fiir ein festes ¢ € R betrachten wir die Niveaumenge

N = nivy(c) = {xeP|gX =c}.
Die Frage lautet:

In welchen Punkten p € N besitzt die Funktion f|N: N — R
ein lokales Maximum oder Minimum ¢

Eine lokale Minimalstelle von f| N ist zum Beispiel ein Punkt p € N derart, dass
ein € > 0 existiert, sodass f(x) > f(p) fur alle x € Ug(p) " N.

Das Diagramm zeigt eine Hohen-
landschaft f und eine dickere Linie,
die das f-Bild einer Hohenlinie N
einer (nicht dargestellten) zweiten
Funktion g ist. Anschaulich fragen
wir nach den lokalen Extremwerten
der Wanderung entlang des Pfades
fN].

Fiir die Dimension n = 2, auf die wir uns hier konzentrieren wollen, lisst sich
die Frage weiter motivieren. In einem metreologischen Kontur-Plot kann zum
Beispiel die Funktion g die Hohe iiber dem Meeresspiegel angeben und die
Funktion f die aktuelle Temperatur. Wir betrachten nun eine bestimmte Hohe ¢
und fragen, an welchen Punkten der Hohe c die aktuelle Temperatur lokal mini-
mal oder maximal ist.

Manchmal ist ein eindimensionaler Ansatz zur Beantwortung der Frage mog-
lich. Ist die Hohenlinie N ein ,,deformierter Kreis“und h: [0,2n] — N eine ge-
schlossene, differenzierbare und auf [0, 27| bijektive Kurve, so sind, mit Aus-
nahme der Randpunkte 0 und 2, die evtl. gesondert untersucht werden miissen,
die lokalen Extremalstellen von f|N genau die h-Bilder der lokalen Extremal-
stellen der reellen Funktion feh: [0, 2] — R. Ist zum Beispiel t € |0, 2x[ ein
striktes lokales Maximum von f ¢ h, so ist h(t) € N ein striktes lokales Maximum
von f|N. Fiir die Bestimmung der lokalen Extremalstellen von f © h kénnen wir
die bekannten eindimensionalen Methoden einsetzen.
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Eine einfache Parametrisierung von N steht aber nicht immer zur Verfiigung
und wir brauchen dann andere Methoden, um die Frage zu beantworten. Nach
unseren bisherigen Erfahrungen mit notwendigen Bedingungen fiir lokale Ex-
trema ist zu vermuten, dass die Gradienten von f und g eine wichtige Rolle spie-
len. Eine geometrische Uberlegung bringt ans Licht:

Notwendige Bedingung: Beriihren der Héhenlinien
Sei p € N mit grad(f)(p), grad(g)(p) # 0. Steht der Gradient von f in p nicht
senkrecht auf der Hohenlinie N, so steigt f an, wenn wir uns von p in Rich-
tung der Projektion des Gradienten auf N bewegen Da grad(g)(p) sen-
krecht auf N steht, miissen die Vektoren grad(f)(p) und grad(g)(p) in loka-
len Extremalstellen auf einer Geraden liegen. Anders formuliert:

Kreuzen sich in p die Hohenlinie N = niv,(c) = niv,(g(p)) von g und die
Héhenlinie M = niv¢(f(p)) von f, so ist p keine lokale Maximalstelle von
f|N. Fiir solche Maximalstellen ist es notwendig, dass sich die Hohenlinien
N und M im Punkt p beriihren.

M = nive(f(p))

T grad(p)

Im Diagramm links beriihren sich die Hohenlinien N und M in p, sodass p ein
Kandidat fiir eine lokale Extremalstelle von f | N ist. Im rechten Diagramm kreu-
zen sich dagegen die beiden Hohenlinien in p. Der Gradient von f hat dort eine
nichtverschwindende Projektion auf die Tangente von N in p. Bewegen wir uns
von p ausgehend auf N in Richtung bzw. Gegenrichtung zu dieser Projektion, so
nimmt f zu bzw. ab. Damit kann p keine lokale Extremalstelle von f| N sein.

Dass diese Uberlegung korrekt ist, zeigt der folgende Satz:

Satz  (Multiplikatorregel von Lagrange, Spezialfall)
Seienf,g: P — R,Pc R?, stetig differenzierbar, ¢ € R, N = niv,(c) und
p € N derart, dass grad(g)(p) # 0 und f|N eine lokale Extremalstelle in p
besitzt. Es gebe eine stetig differenzierbare Kurve h: ]- €, €[ — N mit

h(0) = p und h'(p) = 0.
Dann existiert ein A mit grad(f)(p) + A grad(g)(p) = 0.
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Beweis
Die reelle Funktion f © h hat eine lokale Extremalstelle im Punkt 0, also gilt
(f ©h)’(0) = 0 nach dem notwendigen eindimensionalen Kriterium. Nach
der Kettenregel gilt damit

0 = (foh)(0) = Je(ph'(0) = (grad)(p), h'(1)).

Die reelle Funktion g © h ist konstant gleich ¢ und damit gilt auch

0 = (gohy(0) = J,(p)h'(0) = (grad(g)(p), h'(0)).

Damit stehen sowohl grad(f)(p) als auch grad(g)(p) # 0 senkrecht auf
— h’(0) #0, sodass grad(f)(p) ein skalares Vielfaches von grad(g)(p) ist.

Ein A wie im Satz heifit auch ein Lagrange-Multiplikator fir fund g im Punketp.
Wir werden das Resultat gleich noch verbessern und verallgemeinern. Speziell
werden wir zeigen, dass h unter den tibrigen Voraussetzungen immer existiert.
Zunichst wollen wir das Ergebnis noch einmal in anderer Form aufschreiben.

Korollar  (Multiplikatoransatz)
Seien f, g, N, p wie oben. Fiir alle A € Rsei h; : P — R die Funktion mit

hy(x) = f(x) + Ag(x) furallexeP.
Dann gibt es ein A mit grad(h,)(p) = 0 und g(p) = c.

Beweis
— Dies folgt aus dem Satz wegen grad(hy) = grad(f) + A grad(g).

In der Praxis bedeutet dies: Kandidaten fiir bedingte Extremalstellen konnen
durch Einfithrung einer Variablen A und Losen des Gleichungssystems

gradf+Ag)(x) = 0, gx) = ¢

gefunden werden.
Beispiel
Sei f: R* — R definiert durch f(x, y) = xy. Weiter sei g : R* — R mit

g(x,v) = || (x, y) ||>. Wir suchen die lokalen Extremalstellen von f auf der
Kreislinie S' = niv,(1). Es gilt

grad(f)(xa Y) = (Y, X)’ grad(g)(x, Y) =2 (Xa Y) fiir alle (Xv Y) € Rz'

Damit ist fiir eine lokale Extremalstelle (x, y) von f|S' notwendig, dass ein A
existiert mit

grad(f+ 7Lg)(Xv Y) = (Y, X) + Z)V(X,Y) = 07 X2 +Y2 = 1:

d.h., es muss gelten
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(+) y+2kx=0, x+2Ay =0, x +y =1

Dieses Gleichungssystem hat mit w = 1/V2 die vier Lésungen
w,w, =1/2), (-w,w, 1/2), (-w,-w, -1/2), (w, -w, 1/2).
Damit sind also héchstens die vier Punkte

pr = (Ww), pp = (W-w), p; = (-W,w), ps = (-W,-W)

lokale Extremalstellen von f|S'. Diese Kandidaten liefert auch der alterna-
tive Ansatz, die Kreislinie durch e'* = (cos(t), sin(t)) zu parametrisieren. Zu
16sen ist hier die Gleichung

(cos(t) sin(t)) = 0, also cos’(t) - sin’(t) = cos(2t) = O.

Diese Gleichung wird im Intervall [0, 27t[ genau durch

t = 21‘4*1 © omit k=0,1,2,3

gelost. Damit haben wir die ‘ ‘ :
vier mit der Multiplikatorme-
thode gefundenen Kandidaten
wiedergefunden:

(W’ W) = eit]’ (_W7 W) = eitza
(-w,-w) = €%, (w,-w) = '™,

Erst zusitzliche Uberlegungen
zeigen, dass tatsichlich lokale
Maxima und Minima von f auf
S! vorliegen. Das Diagramm
rechts zeigt einige Hohenlinien
nin(C)Vonfsowieslvong. S S S
Das Beriihren in Extremalstel-

len ist sichtbar und es lasst sich

auch einsehen, dass p; und p; A
bedingte lokale Maxima und p,
und p4 bedingte lokale Minima
sind. Das Gleiche gilt fiir das
zweite Diagramm, das f in
einer kreisfrmigen Umge-
bung von S' zeigt.

Im Ausblick werden wir ein
hinreichendes allgemeines
Kriterium kennenlernen, das
sich auf den vorliegenden Fall
anwenden lisst.
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Tangentialriume

Im Beweis der Multiplikatorregel haben wir benutzt, dass die Ebene die Di-
mension 2 besitzt: Zwei Vektoren, die senkrecht auf einem Vektor v # 0 stehen,
liegen in der Ebene auf einer Geraden, im R’ ist das nicht immer richtig. Zudem
haben wir die Parametrisierbarkeit von N in der Nihe von p vorausgesetzt. Das
Ergebnis lisst sich aber auf héhere Dimensionen verallgemeinern, und die Vor-
aussetzung gilt automatisch. Hierzu definieren wir:

Definition (1angentialraum)
Fir N c R" und p € N heific

T,N = {h'(0) | h:]-¢,¢e[ — Niststetig differenzierbar mit h(0) = p }

der Tangentialraum von N im Punkt p.

Der Tangentialraum T, N c R" besteht also aus allen Tangential- oder Ge-
schwindigkeitsvektoren von stetig differenzierbaren Kurven im Punkt p, die
ganz in N verlaufen und p besuchen. Fiir Niveaumengen gilt das unabhingig von
Lagrange-Multiplikatoren bedeutsame Ergebnis:

Satz  (Gradientendarstellung des Tangentialrawms fiir Niveaumengen)
Seien g : P — R stetig differenzierbar, N = niv,(c) fiir ein c und p € N mit
grad(g)(p) # 0. Dann gilt

TN = {xeR" | Jy(p)x = 0} = {x | (grad(g)(p), x) = 0}.

Beweis
Istxe T,Nundh:]-¢,e[ — Nmith(0)=pundh’(0)=x,soistgeh
konstant gleich ¢ und damit

Jo)x = J,(h(0)h'(0) = (gohy(0) = 0.

Sei nun x* € R” mit J,(p) x* = 0. Wir konstruieren eine stetig differenzier-
bare Kurve h* in N, die p zur Zeit 0 mit dem Tangentialvektor x* = h*'(0)
besucht. Sei hierzu w = || grad(g)(p) ||. Durch Ubergang zu g/w kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dass w = 1 (die Menge aller x mit J,(p)x = 0

bleibt durch diesen Ubergang gleich).

Sei b, = grad(g)(p), und seien by, ..., b,_; € R" derart, dass by, ..., b, eine
Orthonormalbasis des R" bilden. Wir definieren nun ¢ : P — R" durch

0@ = ((br, x =P, oy byt (X - p)), g&) - ¢) fiirallexeP.

Dann gilt ¢(p) = 0 und fiir alle x € P ist die letzte Komponente von ¢(x)
genau dann 0, wenn x € N. Die Vektoren by, ..., b, sind die Zeilenvektoren
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von Jo(p), und damit ist J,(p) invertierbar. Also existiert eine offene Umge-
bung U c P von p, sodass fir V=@ [U] gilt:

(@) ¢ : U — Vistbijektivund V ist offen,
(b) 07" : V — U ist stetig differenzierbar,

© Jo1(0) = Jop) "

Seix* = 2| <<y O br. Dann gilt o, = 0 wegen (b,, x*) = 0. Wir definieren
h:]-¢,e[ — V fiir ein hinreichend kleines € > 0 durch

h(v) = (toy,...,t0,) = (toy,..., to,_1,0) firallet.

Dann gilt h(0) = 0 und h'(t) = (o, ..., 0o, _1, 0) fir alle t. Damit gilt fir die
stetig differenzierbare Kurve h* = ¢”'oh : ]-¢,e[ — P:

(1) h*0) = p,
(2) h*(t) e N furallet,

3) h70) = Jo(O)h(O) = Jo(®) " (@, -ry 0y, 0) = x*.
Dabei folgt (1) aus @(p) = h(0), (2) aus o, = 0 und schliefSlich (3) aus

- Jo(@)x* = (o, ..., 0).

Der Tangentialraum T}, N einer Niveaumenge N = niv,(c) ist also der (n - 1)-
dimensionale Vektorraum aller Vektoren, die senkrecht auf dem Gradienten von
g im Punkt p stehen. In der Sprache der Linearen Algebra kann man dies auch so
ausdriicken: T}, N ist der Kern der linearen Abbildung dg(p) : R" — R.

Nun kénnen wir leicht zeigen:

Satz  (Multiplikatorregel von Lagrange, allgemeine Version)
Seienf,g: P — R, P c R" stetig differenzierbar, ¢ € R, N = niv,(c) und
p € N derart, dass grad(g)(p) # 0 und f|N eine lokale Extremalstelle in p
besitzt. Dann existiert ein A mit grad(f)(p) + A grad(g)(p) = 0.

Beweis
Seixe T,N.Seih:]-¢,e[ — Nmith(0)=pund h’(0) = x. Wie im
Spezialfall oben gilt (fo h)’(p) = 0 und g o h = ¢, sodass

(grad(f)(p), x) = 0 = (grad(g)(p), x)-

Da TN ein (n - 1)-dimensionaler Vektorraum ist, ist dies nur dann
— moglich, wenn grad(f)(p) ein skalares Vielfaches von grad(g)(p) ist.

Ohne Beweis geben wir noch ein hinreichendes Kriterium an:
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Satz  (hinreichendes Kriterium fiir bedingte Extremalstellen)
Seien g, f, N wie oben, und seien p € N und A derart, dass

grad(f + Ag)(p) = O.
Die Hesse-Matrix
H = Hioe(p) = Hi(p) + ng(P)

sei positiv definit auf TN, d.h., fiir alle x # 0 mit (x, grad(g)(p)) = 0 gilt
(x, Hx) > 0. Dann ist p eine strikte lokale Minimalstelle von f | N. Analog
ist p eine strikte lokale Maximalstelle von f|N, wenn H negativ definit auf
T,Nist.

Im obigen Beispiel gilt fiir p = (w, w)und A = -1/2:

0 1 L2 0 11
Ho=Hp) A = o= 5l 5=\ o)

Fiir alle (x, y) € R? gilt {(x, y), H(x, )} = - (x - y)?, und dies ist kleiner als 0 fiir
alle von 0 verschiedenen Elemente von

TN = {yeR [{xy),2wmw)=0} = {(x-x [xeR}.

Also ist (w, w) eine strikte lokale Maximalstelle von f. Analog kénnen die drei an-
deren Kandidaten als strikte lokale Extremalstellen erkannt werden.
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Ausblick: Eigenwerte symmetrischer Matrizen

Ein fundamentales Ergebnis der linearen Algebra ist, dass jede symmetrische
Matrix A € R™" eine Orthonormal-Basis aus Eigenvektoren mit reellen Eigen-
werten besitzt: Es gibtxy, ..., x, € R" und Ay, ..., A, € Rmit

Ax; = hix;, (x,%) = 1, (x5,%) = 0 firalleiundallej=i.

Beziiglich dieser Basis ist A eine Diagonalmatrix. Man sagt deswegen auch, dass
A orthogonal diagonalisierbar ist. Der Beweis wird in der linearen Algebra mit
Hilfe des charakteristischen Polynoms und des Fundamentalsatzes der Algebra
gefithrt. Wir geben zwei (verwandte) analytische Beweise, die den Fundamental-
satz nicht bemiihen und wertvolle neue Einsichten mit sich bringen. Unser erstes
Argument schliefit an die Diskussion bedingter lokaler Extrema an:

Eigenwerte symmetrischer Matrizen a la Lagrange

Bei der Diskussion der Definitheit hatten wir das Werteverhalten von Funk-
tionen f: R" — Rder Form f(x) = (x, Ax) mit einer symmetrischen Matrix A auf
der Sphire S"~! untersucht. Wir wissen aufgrund der Kompaktheit von S,
dass bedingte Extremalstellen existieren. Die Multiplikatorregel liefert nun:

Satz  (kleinster und grofSter Eigenwert einer symmetrischen Matrix)
Sei A € R™*" symmetrisch, und seien f,g : R" — R mit

fx) = (x,Ax), gx = |x]|? fiir alle x e R".
Weiter seien S"~! = nivy(l)und c,d e R, x, x4 € S™ ! mit
f(x.) = ¢ = min(f|S"™"), f(xy) = d = max(f|S"" ).

Dann ist ¢ der kleinste und d der gréfite Eigenwert von A und x, x4
sind zugehorige normierte Eigenvektoren.

Beweis
Fiir alle x € S™~" gilt:

gradf)(x) = Ax + A'x = 2Ax, grad(g)(x) = 2x.
Nach der Multiplikatorregel gibt es also A, i € R mit
Ax. = Ax,, Axq = Uxq.
Sind nun x € "~ ! und 0. € R mit Ax = aix, so ist
o = o{x,x) = (x,Ax) = f(x) € [c,d].

— Insbesondere gilt A = cund p = d.
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Der Beweis zeigt, dass jede symmetrische Matrix A € R"*" mindestens einen
reellen Eigenwert besitzt. Durch Bildung des orthogonalen Unterraums erhilt
man durch Induktion, dass eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A exi-
stiert. Der Fundamentalsatz der Algebra wird dabei nicht verwendet.

Die ,Eigenuhr®
der symmetrischen
(2 x 2)-Matrix

Gezeigtistf: R? — R mit f(x, y) = (% ¥), A (x,Y)), sowie der Einheitskreis st
und das Bild von S' unter f. Die beiden durch Pfeile dargestellten Vektoren bil-
den eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren von A. Sie verweisen auf
lokale Maximal- und Minimalstellen von f|S', und die zugehérigen Werte von £

sind die Eigenwerte von A.

Eigenwerte symmetrischer Matrizen a la Rayleigh

Der Einsatz der Lagrangeschen Multiplikator-Methode zur Eigenwert-Ana-
lyse symmetrischer Matrizen lisst sich vermeiden, wenn wir statt der Funktion
f(x) = (x, Ax) den folgenden Quotienten betrachtet:

Definition (Rayleigh-Quotient)
Sei A e R"". Dann heifit R: R" - {0} — R mit

(x,Ax)  (xAx)

(x,x) x|

der Rayleigh-Quotient von A.

Rx) = fiirallexe R", x#0,

Gilt Ax = oux fiir x # 0, so ist R(x) = . Der Rayleigh-Quotient liefert also den
Eigenwert zu einem Eigenvektor. Weiter gilt die Homogenitit

(+) R(ox) = R(x) firallece Rundxe R"-{0}.
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Seiwieder S"~'={xe R" | || x|/ =1}. Dann nimmtR | S*~! ihre Extremwerte an.
Nach (+) sind die Extrema von R| S~ globale Extrema von R und folglich Null-
stellen des Gradienten. Wir nehmen nun an, dass A symmetrisch ist. Dann gilt

gradR)(x) = 2 (% Ax - 2<X’ Ax) x firallexe R"-{0}.
(x, x)
Ist nun x eine Extremalstelle von R, so gilt (x, x) Ax - (x, Ax) x = 0, also
Ax = {x, Ax) x = R®)x,
(x,x)

sodass x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert R(x) ist (und genauer ist R(x) der
kleinste oder grofite Eigenwert von A).

Der Rayleigh-Quotient
der symmetrischen
(2 x 2)-Matrix

fiir alle x mit

172 < x| < 2.

Die Argumentation zeigt nicht nur die Diagonalisierbarkeit, sondern erlaubt
es, analytische Extremwert-Methoden zur Bestimmung von Eigenvektoren und
Eigenwerten symmetrischer Matrizen einzusetzen. Numerisch bedeutsam ist,
dass die Anwendung des Rayleigh-Quotienten auf eine gute Approximation x,, an
einen Eigenvektor x* eine sehr gute Approximation o, = R(x,) an o* = R(x*) lie-
fert: Konvergiert (x,), « y gegen x*, so konvergiert (o), « y quadratisch gegen o*,
d.h. es gibt es ein ¢ > 0, sodass

lo, —o*| < ¢ lx,-x*|* fiirallen.
Denn es gilt (Taylor-Entwicklung von R im Punkt x*)
0 = 0" = R(%,) = R(E) = (grad R, (5o =x)) + Oy =x*[1%) = OCflxa =" ).

Eine Folge (x,),cn, die gegen einen Eigenvektor konvergiert, kann durch fol-
gende sog. Vektoriteration definiert werden. Fiir ein beliebiges xy € R" setzen wir

= i fiir alle n.

Il Ax, |l

Xn+1
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Man kann zeigen, dass (x,,), c y gegen einen Eigenvektor x* von A mit dem betrags-
mifig grofiten Eigenwert o* konvergiert, falls (xy, x*) # 0 und o* einfach ist. Wir
illustrieren die Iteration (x,,),  n und die zugehorige Folge (ot,), e« ny, 0 = R(x,), an-
handvon 2 x2-Matrizen. Natiirlich lassen sich die Eigenwerte und Eigenvektoren
hier direkter bestimmen, aber das Verfahren funktioniert auch fiir sehr grofie Ma-
trizen. Seien also

025 1,11
LIl 03

A:

), xo = (1, 0).

Eine Computer-Berechnung liefert (auf vier Stellen gerundet):

n X, o, = R(xy,)
1 (0,2197, 0,9756) 0,7734
5 (0,6387, 0,7695) 1,3706
10 (0,7037, 0,7104) 1,3852
15 (0,6987, 0,7154) 1,3853

Die (gerundeten) wirklichen Werte sind

X* = (0,6991, 0,7150), of = 1,3853.

0,25 1,11

FirB = ( L1 -03 ) und x, = (1, 0) erhalten wir dagegen:
n X, o, = R(x,)
10 (0,9766, -0,2152) -0,2419
50 (0,7219, -0,6920) -1,1224
100 (0,6289, -0,7775) ~1,1680

Dies weicht von den wirklichen Werten

x* = (-0,6162,0,7876), o* = -1.1686

vergleichsweise weit ab, wobei die o, wieder deutlich besser sind als die x,,. Der
Grund ist, dass der Betrag des Quotienten q = |a*/B*| der beiden Eigenwerte
o* > * von B fast gleich 1 ist. Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens
ist, wie man in der numerischen linearen Algebra zeigt, O(q") fiir x, und O(q”")

fir o,.
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Trigonometrische Reihen

Im 19. Jahrhundert wurde, angeregt vor allem durch Joseph Fourier, eine
Theorie entwickelt, deren Ziel es ist, eine Funktion f mit der Periode 2 als un-
endliche Uberlagerung der ,,Elementarschwingungen® 1, cos(x), sin(x), cos(2x),
sin(2x), ... darzustellen. Aufgabe ist, gegeben f, das Auffinden von Koeffizienten
;. und by, sodass

fx) ~ ap + Xis (ak cos(kx) + by sin(kx)) firallexe R,

wobei geeignete Prizisierungen von ,,~“ anzugeben sind, wenn der Idealfall der
punktweisen Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite gegen f nicht zu errei-
chen ist. Das Auffinden der Koeffizienten und die Analyse des Konvergenzver-
haltens ist, wie sich zeigt, eine Aufgabe der Integrationstheorie.

Fourier-Reihen sind in mehrfacher Hinsicht bedeutsam. Zu den vielfiltigen
Anwendungen in den Naturwissenschaften und der Technik kommt eine umfas-
sende historische Dimension. Die Untersuchung der Konvergenzfragen, die
diese Reihen aufwerfen, spielte eine wesentliche Rolle in der Prizisierung der
Analysis und der Entwicklung der modernen Mathematik.

Wir beginnen mit einigen Begriffen fiir periodische Funktionen.

Definition (periodische Funktion, Periode, Minimalperiode)
Eine Funktion f auf R (mit Werten in einer beliebigen Menge) heifit
periodisch mit der Periode p > 0, falls gilt:

(+) fx) = f(x+p) fiirallexeR.

Gilt (+) fiir kein p” € ]0, p[, so heifit p die Minimalperiode von f.

Die Zahl 2r ist die Minimalperiode der reellwertigen Sinus- und Kosinus-
funktion und der komplexwertigen Funktion e"™. Weiter ist 2 auch eine Periode
der schneller oszillierenden Funktionen sin(kx) und cos(kx) und der Funktionen
e'™ fiir alle k € Z. Diese Funktionen werden im Folgenden im Mittelpunkt ste-
hen. Wir wollen eine gegebene Funktion f mit der Periode 27 so in Bestandteile
der Form ay cos(kx) und by sin(kx) zerlegen, wie wir sie frither in Bestandteile der
Form a,x* zerlegen wollten, um sie als Potenzreihe darzustellen. Die Konzen-
tration auf die Periode 2 ist dabei keine Einschrinkung, denn hat eine Funk-
tion g : R — R die Periode p, so hat die Funktion f: R — R mit

flx) = g( E) fiir alle x
n
die Periode 2, da fiir alle x gilt:

o+ B 2 )< o 22] -0
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Eine Analyse der Funktion f mit Hilfe von Sinus- und Kosinusfunktionen der
Form sin(kx) und cos(kx) liefert dann durch die Riicktransformation

27X

gx) = f( ) fiir alle x
eine Analyse von g mit Sinus- und Kosinusfunktionen der Form sin(kx2n/p)
und cos(kx2n/p).

Endliche Linearkombinationen unserer Funktionen cos(kx) und sin(kx) sind
als trigonometrische Polynome bekannt, wobei die Frequenz k die Rolle des Ex-
ponenten iibernimmt:

Definition (trigonometrisches Polynom)
Sind ay, ..., a,, by, ..., b, reelle Zahlen mit a,, # 0 oder b, # 0, so heifit

a

70 + Xl<k<n (ak cos(kx) + by sin(kx))

das (reelle) trigonometrische Polynom vom Grad n mit den Koeffizienten ay, ..., a,

und bl’ ceny bn.

DN b
w
5

-0.5F

flx) = % sin(x) + % cos(2x) + % sin(2x) + % cos(4x)

Weiter definieren wir:

Definition (trigonometrische Reibe)
Sind (a)y o und (by)y>; Folgen reeller Zahlen, so heift

% + i1 (ag cos(kx) + by sin(kx))

die trigonometrische Reibe mit den Koeffizienten (ay), > und (by)y> .

Ein trigonometrisches Polynom lisst sich als trigonometrische Reihe ansehen,
bei der die Koeffizienten aj und by, schliefilich Null sind. Umgekehrt sind die tri-
gonometrischen Polynome die Partialsummen der trigonometrischen Reihen.

Alle trigonometrischen Polynome haben die Periode 2m. Konvergiert also
eine trigonometrische Reihe auf einem Intervall der Form [a, a + 27t [, so konver-
giert sie auf ganz R gegen eine Funktion der Periode 2.
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Betrachtet man die Definitionen, so fillt auf, dass ein Koeffizient b, fehlt und
dass der Koeffizient a; halbiert erscheint. Hierzu beobachten wir, dass

acos(0x) + bsin(0x) = acos(0) + 0 = a furallea,be R.

Damit kann der 0-Anteil als Konstante ausgelagert werden. Ein Koeffizient by
spielt keine Rolle und wird aus Eindeutigkeitsgriinden besser ganz vermieden.
Dass nun weiter der 0-Anteil in der Form ay/2 und nicht in der Form a; angege-
ben wird, hat Griinde, die erst durch die Berechnungsformeln fiir a; und by ans
Licht kommen werden.

Unsere erste Frage ist nun:

Wie bestimmt man ay, und by, wenn man weifs,
dass f eine trigonometrische Reibe ist ¢

Fiir Potenzreihen f = Y ay (x - p)* hatten wir eine Antwort auf die entsprechende
Frage durch gliedweises Differenzieren gefunden hatten. Hier galt

2 = f<k)(p)/k! fiir alle k.

Wihrend fiir Potenzreihen die Differentiation und damit die lokale Analyse der
Funktion f im Punkt p herangezogen wurde, lassen sich die ,,verlorenen® Koeffi-
zienten einer trigonometrischen Reihe bei guten Konvergenzbedingungen
durch Integrieren wiederfinden:

Satz  (Berechnung der trigonometrischen Koeffizienten)
Sei ag/2 + 251 (agcos(kx) + bysin(kx)) eine trigonometrische Reihe, die
gleichmifiig gegen f : R — R konvergiert. Dann gilt:

1 2n
— f f(x) cos(kx) dx fiir alle k>0,
T Y0

i

1 27
b = — f f(x) sin(kx) dx fiir alle k> 1.
T 0

Der Beweis dieser magischen Formeln lisst sich einfacher fithren und besser
verstehen, wenn wir einige Elemente auslagern. Hierzu fithren wir zuerst eine
auch andernorts niitzliche 0-1-Symbolik ein:

Definition (Kronecker-Symbol)
Fiir alle Objekte x,y wird das Kronecker-Symbol 8, , definiert durch:

5. - 1, falls x =y,
0, falls x=#y.

Dem Leser konnen wir iiberlassen:
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Satz  (Orthogonalitiit von cos(kx), sin(kx))
Fiir alle k,n e N gilt:
2n 2n
(a) f cos(0x) cos(0x) dx = 2m, f sin(0x) sin(0x) dx = 0,
0 0

2n 2n
(b) fO cos(kx) cos(nx) dx = fO sin(kx) sin(nx) dx = 9§, T,

fallsn# 0 oder k#0,
2n
(c) fo cos(kx) sin(nx) dx = 0.

sin(3x) sin(3x)
1
z n Sl 2‘71

sin(3x) sin(7x)

A oaa Aop
MBI

sin(3x) cos(7x)

Firn = 0in (b) und k = 0 in (c) erhalten wir speziell

2n 2n
f cos(kx)dx = 0 fiirallek>1, f sin(kx) dx = 0 fiirallek>0,
0 0

was man natiirlich auch leicht mit Hilfe von Stammfunktionen zeigen kann.
Die hier und im Folgenden verwendete Bezeichnung als ,,Orthogonalitit®

werden wir spiter mit Hilfe eines Skalarprodukts fiir Funktionen motivieren.
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den Berechnungssatz beweisen.



Trigonometrische Reihen 361

Beweis des Berechnungssatzes
Sei also, bei gleichmifiiger Konvergenz,

fx) = % + D (ak cos(kx) + by sin(kx)) fiir alle x.
Sein € N. Dann gilt fiir alle x:
f(x) cos(nx) = 32—0 cos(NX) + Xy (ak cos(kx) cos(nx) + by sin(kx)cos(nx)),

und die Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite ist immer noch
gleichmiflig. Gliedweises Integrieren liefert

27 27 a
f f(x) cos(nx) dx = f =0 cos(nx) dx +
0 0o 2

Zkzl( foznak cos(kx) cos(nx) dx + fOZn by, sin(kx) cos(nx) dx).

Nach Orthogonalitit ist die rechte Seite gleich

2n
f % cos(0)dx = apgm, fallsn=0,
0

und gleich

2n
f a, cos(nx) cos(nx) dx = a, m, fallsn > 0.
0

— Die Aussage tiber die Sinus-Koeffizienten wird analog bewiesen.
Aus dem Satz folgt unmittelbar:
Korollar  (Eindeutigkeitssatz)

Die Koeffizienten einer gleichmifiig konvergenten trigonometrischen
Reihe sind eindeutig bestimmt: Konvergieren trigonometrische Reihen

% + D (ak cos(kx) + by sin(kx)) und
% + D (ck cos(kx) + dy sin(kx))

gleichmifig gegen f: R — R, so gilt a, = ¢, und by = d, fiir alle k.
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Reelle und komplexe Fourier-Reihen

Wir stellen nun die Berechnungsformeln fir die Koeffizienten an die Spitze.
Der Ansatz ist wieder vergleichbar mit dem Versuch der Entwicklung einer

Funktion in eine Potenzreihe: Wenn es geht, dann so.

Definition (Fourier-Koeffizienten und Fourier-Reibe einer Funktion)
Sei f: R — R 2m-periodisch und integrierbar auf [0, 2n]. Dann heifien

1 2n
a = — f f(x) cos(kx) dx fiiralle k>0 und
T Y0

1 21
b, = — f f(x) sin(kx) dx fiiralle k> 1
T Y0

die Fourier-Koeffizienten von f. Weiter heifit

FSH(x) = “‘2_0 + Yot (a coskx) + by sin(kx))

die Fourier-Reibe von f (,FS® fur engl. ,Fourier series®).

f(x) cos(x)

/

3+ /

s/
7
4
/\ I
B

P
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-
L \
z \;r/
2

f(x) cos(5x)

/
/7
/
/7
2,
7
7z
p
1k P
x
2

il
T

f(x) cos(10x)

i
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Die grofie Frage lautet nun:

Unter welchen Voraussetzungen und in welcher Form konvergiert
die Fourier-Reihe FS(f) einer 2n-periodischen Funktion f gegen f?

Unsere bisherigen Uberlegungen zeigen:

Korollar
Konvergiert FS(f) gleichmifiig gegen eine Funktion g, so sind FS(f) und
FS(g) identisch, und damit konvergiert FS(g) gleichmifiig gegen g.

Beweis
Nach dem Berechnungssatz gelten die die Koeffizienten a, und by von
FS(f) definierenden Formeln, wenn wir statt f die Funktion g unter dem

— Integral einsetzen. Folglich haben FS(f) und FS(g) dieselben Koeffizienten.

Wir kénnen hier nicht erwarten, dass g gleich f ist. Ist zum Beispiel f in ge-
nau einem Punkt von [0, 27| von 0 verschieden, so sind alle Koeffizienten a
und by gleich 0, und damit konvergiert FS(f) gleichmiflig gegen die Nullfunk-
tion. Allgemein gilt: Ist f nicht stetig, so kann FS(f) nicht gleichmifiig gegen £
konvergieren, da die Grenzfunktion einer gleichmiflig konvergenten Reihe
stetiger Funktionen stetig ist. Einige Fragen, die sich nun stellen, sind: Kon-
vergiert FS(f) gleichmifiig oder wenigstens punktweise gegen f, wenn f stetig
ist? Welches Konvergenzverhalten besitzt FS(f) an Unstetigkeitsstellen? Was
gilt, wenn die Funktion f lediglich integrierbar ist? Bevor wir uns aber mit der-
artigen Konvergenzfragen beschiftigen, wollen wir noch eine andere Darstel-
lung der trigonometrischen Reihen entwickeln, die nicht zuletzt auch grofie
notationelle Vorteile mit sich bringt.

Einsatz der komplexen Exponentialfunktion

Den Kosinus und den Sinus hatten wir mit Hilfe der komplexen Exponential-
funktion eingefiihrt. Es liegt nun nahe, den Komfort und die mathematische
Tiefe der komplexen Exponentialfunktion auch zur Darstellung und Untersu-
chung trigonometrischer Reihen zu nutzen. Dabei treten Reihen mit ganzzahli-
gen Indizes auf. Wir vereinbaren hierzu:

Konvention
Eine Reihe X . 7 7, komplexer Zahlen soll im Folgenden die Partialsum-
men Y, _, <1<, 2 besitzen und im Fall der Existenz zudem den Grenzwert
lim,, _, .. 2%, <k <n % dieser Partialsummen bezeichnen.

Anders formuliert: Die Reihe 2. . 7 7 basiert auf der Folge
Zo, Zy v 7.1, Zy + 7.3, 73 +7Z_3,

Damit kénnen wir nun die Ubersetzung ins Komplexe durchfiihren.
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Satz  (komplexe Darstellung einer reellen Fourier-Reibe)
Fiir alle a, b € R gilt:

a-ib a+ib
elkx + e 1kx.

k bsin(kx) =
acos(kx) + bsin(kx) 5 5

Ist also fiir gegebene (a1) >0 und (b

o= Ck:ak‘zi‘bk, ¢y = o firallek>1,

so gilt % + D (ak cos(kx) + by sin(kx)) = Yiepc e

Beweis
Die Formeln folgen wegen 1/i = -1 aus

ikx —ikx ikx —ikx

¢ , sin(kx) = Im(e™) =

kx) = Re(e™ = &£ _*¢ L -c
cos(kx) e(e™) 5 5

Wir nennen die Reihe Y, .7 ¢ e wie im Satz die komplexe Darstellung der
reellen trigonometrischen Reihe mit den Koeffizienten a, und by.. Die Riickiiber-
setzung ins Reelle erfolgt durch die Formeln

a, = 2¢p, a, = ReQcy), by = -Im(2¢,) fiirallek > 1.

Die Berechnung der Koeffizienten ist in komplexer Form besonders tiber-
sichtlich. Hierzu verwenden wir das in 1.1 schon kurz betrachtete Integral fiir
komplexwertige Funktionen:

Definition (Integration komplexwertiger Funktionen)
Eine Funktion f: [a,b] — C heifit integrierbar, falls die reellen Funktionen
Re(f):[a,b] — Rund Im(f):[a,b] — R dies sind. In diesem Fall heifit

I(f) = fbf - fbf(x)dx - bee(f) + ifblm(f) eC

a a

das Integralvon f. Analogist das unbestimmte Integral f f definiert.

Das Integral einer Funktion f: [a,b] — Cisteine komplexe Zahl, der Defini-
tionsbereich ist nach wie vor reell. Fiir unsere Ziele ist vor allem bedeutsam:

Beispiel
f e*dx = f cos(¥) dx + i f sin(@) dx = —sin(x) + icos(x) = —ie™

Das komplexwertige Integral ist linear. Weiter gilt:
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Satz  (Betragsabschiitzung)
Seif:[a,b] — Cintegrierbar. Dannist |f| : [a,b] — R integrierbar und

|fabf| < fab|f|.

Zum Beweis verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Der Vollstin-
digkeit halber beweisen wir sie hier elementar:

Satz  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir C)
Fir alle v = (vi, v3), w = (w, wy) € C gilt:

Viw, + vawy S |v| |wl. (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Beweis
Wir diirfen annehmen an, dass |v| = |w| = 1 gilt und miissen zeigen, dass

+) viwy + vawy; < 1.

Denn die Aussage ist klar, falls v = 0 oder w = 0 gilt, und der allgemeine Fall
folgt aus (+) durch Ubergang zu v/|v| und w/|w|. Nach der Ungleichung
zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel gilt

2 2 2 2
Vi + W V) + W
ViW + VW, S \/V% w% + \/V% W% < L Loy =2 2 =
2 2
vi +v3 wi + wi |v|? [w]|? 1 1
1 2 + 1 2 — + = — 4+ — = 1.
- 2 2 2 2 2 2

Damit kénnen wir nun die Betragsabschitzung beweisen.

Beweis des Satzes

Wegen |f| = VRe(f)* + Im(f)* ist |f| integrierbar. Wir setzen nun
b

¢ = IRef), d = IAm@), s = [d)] = VS +d = |f f |
a

Ists =0, so ist die Behauptung trivial. Sei also s > 0. Nach der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, punktweise fir
v =(cd) und w = f(x) = (Re(f(x)), Im(f(x)))
angewendet, gilt nach Monotonie des reellen Integrals:
b b b
o = f cRe(f)(x) + dIm(f)(x) dx < f l(e,d)| [f®)]dx = s f 1x)| dx.
a a a

— Division durch s liefert die Behauptung.

Nach diesen Vorbereitungen zeigen wir nun:
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Satz  (Berechnungsformel fiir komplexe Fourier-Koeffizienten)
Seif:R — R 2m-periodisch und integrierbar auf [0, 21], und sei
> e 7 ¢ € die Fourier-Reihe von f in komplexer Darstellung. Dann gilt

1 2n .
G = — f(x) e ™ dx firallek e Z.
2n Yo
Beweis
Die Aussage ist klar fiir k = 0. Fiir k> 0 gilt

2

2
ZTECk = n(ak—ibk) = f
0

") cos(kn) dx i f " ) sin(kx) dx =
0

2 2

T i T . 2 )
f Re(f(x) e—lkX) dx + i f Im(f(x) e'lkx) dx = f f(x) o1k gy
0 0 0

Fiir k < 0 zeigt man die Aussage analog oder durch komplexe Konjugation
— der Aussage fiir k> 0.

Damit haben wir also die Funktionen cos(kx) und sin(kx) vollstindig durch die
einfacher zu handhabenden Funktionen e**, k € Z, ersetzt. Eine natiirliche Er-
weiterung des komplexen Ansatzes ist nun, auch komplexwertige 2 n-periodische
Funktionen f : R — C zu betrachten. Die Grundfunktionen ™ sind ja bereits
derartige Funktionen. Wir definieren also:

Definition (Fourier-Reibe einer komplexwertigen Funktion)
Sei f: R — C 2m-periodisch und integrierbar auf [0, 27t]. Dann heifien
die komplexen Zahlen

1 2n .
G = — f(x) e ™ dx firallekeZ
2n Yo

die Fourier-Koeffizienten von f. Weiter heifit
FS()() = Xpezcee™
die Fourier-Reibe von f. Wir setzen zudem fiir alle n:

FS,(O®X) = X pcpencie™. (n-te Partialsumme von FS(f))

Fir alle 2n-periodischen und auf [0, 2n] integrierbaren f: R — C gilt
FS(f) = FSRe(f)) + i FS(Im(f)),

sodass eine komplexe Fourier-Reihe aus zwei reellen Fourier-Reihen zusam-
mengesetzt ist. Fiir komplexwertige f : R — C gilt im Allgemeinen jedoch
nicht mehr, dass c_y = ¢ fur alle k € Z.
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Die Orthogonalitit ldsst sich fiir komplexe Fourier-Reihen ebenso einfach
formulieren wie beweisen:
Satz  (Orthogonalitit von e™)
Fiir alle k,n € Z gilt:

1

T . .
. elnx e—lkX dx = Sn,k-
2n Yo

Beweis

Fiir n = k ist ™ ¢ 'k

= ¢'% = 1 und die Aussage klar. Fiir n # k ist

inx _-ikx imx
€

= e mit m=n-k #0.

Damit gilt
2n . x=1m
f elmxdx - L elmx - L — L = 0
— 0
Speziell ist
1 2n

— e™dx = 8,
2n Yo

Wir betrachten die Partialsummen der komplexen Fourier-Reihen noch etwas
genauer. Hierzu definieren wir:

Definition  (komplexes trigonometrisches Polynom)
Eine Funktion f: R — C der Form

f(x) = X n<ken Ck e fiirallexe R

nennen wir ein komplexes trigonometrisches Polynom mit Koeffizienten ¢ € C.

Die Partialsummen einer komplexen Fourier-Reihe sind also komplexe trigo-
nometrische Polynome. Komplexe trigonometrische Polynome (und allgemei-
ner komplexwertige 2n-periodische Funktionen) kénnen wir visualisieren, in-
dem wir

Bild(f) = Bild(f|[0,2x]) < C

zeichnen (in der Sprache der Kurven also die Spur von f betrachten). Die folgen-
den Diagramme geben einige Beispiele. Um den Verlauf der Kurven deutlicher
zumachen, wurden die Funktionswerte

f(k_“) fir k = 0,...,7
4

mit den Ziffern k=0, ..., 7 markiert. Nicht angegebene ¢, sind gleich 0.
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Dirichlet-Kerne

Eine ausgezeichnete Fourier-Reihe erhalten wir, wenn wir alle Koeffizienten
¢, gleich 1 setzen (vgl. die geometrische Reihe bei den Potenzreihen). Die Parti-
alsummen dieser Reihe haben einen eigenen Namen:

Definition (Dirichlet-Kern)
Fiir alle n € N heifit die Funktion D, : R — C mit

D,(x) = X . <i<n€™ firallexeR

der n-te Dirichlet-Kern.

Nach den obigen Formeln gilt
2n 2n 2n
f D,x)dx = z_nskgnf e dx = f e™dx = 2m firallen.
0 0 0

Aus der Definition kann man ablesen, dass die Dirichlet-Kerne nur Werte in R
annehmen. Uberraschender ist die folgende einfache Darstellung:

Satz  (Sinusdarstellung der Dirichlet-Kerne)
Firallenundallexe R-{2na | ae Z}gilt
D,() = sin(nx + x/2)

! sin(x/2)
Weiter ist D,(2ma) = 2n + 1 fiirallea e Z.

Beweis

Seixe R-{2ma | aeZ}. Dannist e # 1 und damit gilt unter Verwen-
dung der Formel fiir die endliche geometrische Reihe:

Dn(X) = 2—11£k£neikx = e—inx ZOSkSZn eikx =

e—inx 1 - e1(211+1)x B e-inx e—lX/Z e1(2n+1)x _1 B
1 — el* e—IX/Z eIX -1
e1(n+1/2)x _ e—l(n+1/2)x ~ sin(nx + X/Z)
eV _ emi¥? sin(x/2)

Zudem gilt fiir alle a € Z, dass

- D“(Zna) = z_ngkgneikzna = z_ngkgnl = 2n+1.
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Obwohl die Dirichlet-Kerne einer speziellen Fourier-Reihe entsprechen,
kénnen wir mit ihnen allgemeine Partialsummen darstellen:

Satz  (Partialsummen und Dirichlet-Kerne)
Sei f: R — C 2n-periodisch und integrierbar auf [0, 21t]. Dann gilt fiir

alle n und x:
1 2n 1 2n
FS, (f = — fyD,x-t)dt = — fx-tD,y(t)dt =
O = 5 [ HOD-0de = = [ Hx- 0D de
1 21
—_ f(x + t) D, (v) dt.
2n Yo
Beweis
Sein e N. Dann gilt fir allex € R: T Dy
FSn(f)(x) = Z—nSkSaneikx = 87
z 1 21Tf —iktd ikx N Dy
n<k<n ﬁ fo (t)e te = ‘:II/ 7\\*‘:
':,Iﬁ—‘\:,.

1" ik(x-1)
ﬁfo f(t) X _n<x<ne de =

2n
% fo ) D (x-) dt = .

1 X-21
—-— - fx - y) Dy(y)dy = .
2m Y I
!
1 2n g
—_ f(x - t) D, (v) dt, I
2n Yo ,'5

wobei wir im vorletz-
ten Schritt die
Substitution b
»t= 5(}’) =X- Y“ - /‘\ /
verwenden und im R
letzten Schritt } o
benutzen, dass der o
Integrand 27t- o)
periodisch ist.

Analog fithrt die Substitution ,,t = s(y) = x + y“ zusammen mit der Eigen-
— schaft D (-t) = D,(t) zum Term f(x + t) im Integranden.




Der Konvergenzsatz von Dirichlet 371

Der Konvergenzsatz von Dirichlet

Wir beweisen nun erste Konvergenzsitze fiir Fourier-Reihen. Dabei be-
schrinken wir uns zunichst auf Funktionen mit guten Differenzierbarkeitsei-
genschaften. Den grofieren Bereich der integrierbaren Funktionen untersuchen
wir spiter mit anderen Methoden.

Warum sollten wir iberhaupt hoffen, dass die Fourier-Reihe von f in irgendei-
ner Weise gegen ein g konvergiert? Der folgende Satz gibt einen Hinweis.

Satz  (Lemma von Riemann)
Seif:[a,b] — Cintegrierbar. Dann gilt

b b
lim, _, . f f(x)sin(Ax)dx = lim, _ f f(x) cos(Ax) dx =

b
lim, _. .. f fx) ™ dx = 0.

Das Gleiche gilt fiir ,A — —eo.

Bevor wir den Satz beweisen, versuchen wir eine Anschauung iiber seine Giil-
tigkeit zu erlangen. Die Funktionen sin(Ax) sind fiir sehr grofie A hochfrequent,
auf einen Sinusberg folgt sofort ein Sinustal. Ist nun f in einem solchen Berg-
Tal-Intervall vergleichsweise trige, so sind die Flichen des Produkts von f mit
dem Sinusberg und des Produkts von f mit dem Sinustal dem Betrag nach unge-
fihr gleich grof}, dabei aber unterschiedlich signiert. Das Intervall trigt also nur
sehr wenig zum Integral bei. Damitsind beliebig kleine Integrale fiir hinreichend
grofie Frequenzen zu erwarten.

Beweis
Wir zeigen die erste Aussage iiber den Sinus. Die anderen Aussagen werden
analog bewiesen.

Zunichst zeigen wir die Behauptung fiir Treppenfunktionen. Sei also
(tk<n eine Partition von [a, b] und seien ¢, € R mit g(x) = ¢, fiir alle
X € ]ty, ti, 1 [ und alle k < n. Dann gilt fiir alle A > 0, dass

| fa ’ g(x) sin(Ax) dx

- |2k<anfttk+lsin(7\vX)dx| .
B k

C

| Ekgn Tk (cos(hty, 1) - cos(Aty)) | < % | Y < Ci |

Die rechte Seite konvergiert gegen Null, wenn A gegen unendlich strebt.

Seinun f eine beliebige integrierbare Funktion, und sei € > 0. Dann existiert
eine Treppenfunktion g < f mit
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b
f (f-g < /2.

Dann ist aber, fiir alle hinreichend grofien A,

| fabf(x) sin(Ax) dx| - | fab (f(x) - g(x)) sin(hx) dx + fab () sin(Ax) dx | <

< €2 +¢€/2 = .

B fab (f-g) + | Lb g(x) sin(Ax) dx

Nach Definition der Fourier-Koeffizienten gilt also:

Korollar  (Nullfolgensatz fiir Fourier-Koeffizienten)
Seif:R — C Zn—geriodisch und integrierbar auf [0, 27], und sei
FS(f) = X7 o€ Dann gilt lim _, ., ¢ = lim _, _.. ¢ = 0.

Die Fourier-Koeffizienten bilden also eine Nullfolge. Kénnten wir nun noch
stirker zeigen, dass 2 yc 7 | | < oo, so wiirde FS(f) nach dem Konvergenzkrite-
rium von Weierstraf} absolut und gleichmiflig gegen eine Funktion g konvergie-
ren, denn dann wire

ik
Zkelsupxe[O,ZTt]|Ckelx| < Diezlal < .

Die Sache ist aber komplizierter - und spannender. Es gibt, was nicht leicht zu
zeigen ist, sogar stetige Funktionen f mit X} |c; | = . Wir werden aber sehen,
dass der Ansatz tiber das Konvergenzkriterium von Weierstrafy in wichtigen Fil-
len tatsichlich durchfithrbar ist.

Mit dem Lemma von Riemann und unserer fritheren Analyse der Dirichlet-
Kerne haben wir alle Hilfsmittel zusammengetragen, um einen ersten Konver-
genzsatz fiir Fourier-Reihen beweisen zu kénnen. Der Ubersichtlichkeit halber
fithren wir hierzu noch einige Notationen fiir links- und rechtsseitige Grenz-
werte ein.

Definition (die Werte f(x+), f(x-), flxs), f"(c+), 7 (x=))

Fiir eine Funktion f: R — C setzen wir im Fall der Existenz:

) = limy o fx+b),  fx) = Timy o fx+ b,
fxs) = w

f(xs) = limy o M

Flxo) = limy o S0t = fxo)

h
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Ist f 2m-periodisch und f| [0, 21] eine Regelfunktion, so existieren f(x+) und
f(x-) fiir alle x. Ist f stetig in x, so gilt f(x+) = f(x-) = f(x=). Ist f stiickweise stetig
und unstetig an der Stelle x, so ist f(x+) das arithmetische Mittel der links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f an der Stelle x. Der tatsichliche Funktionswert
f(x) spielt bei der Definition von f(x+) keine Rolle. Der Leser beachte weiter,
dass bei der Definition der einseitigen Ableitungen f’(x+) und {’(x-) nicht der
Wert f(x) im Zihler verwendet wird, sondern die entsprechenden links- und
rechtsseitigen Grenzwerte f(x+) und f(x-). Damit konnen diese Ableitungen
auch an Unstetigkeitsstellen existieren.

Wir zeigen nun den folgenden starken Satz:

Satz  (Konvergenzsatz von Dirichlet)
Seif: R — C 2n-periodisch und integrierbar auf [0, 27]. Sei x € R derart,
dass f(x-), f(x+), f’(x+) und f'(x-) existieren. Dann gilt FS(f)(x) = f(x=).

Beweis
Fiir alle n gilt nach dem Satz tiber die Berechnung von FS () (x):

FS,00) = —— [ " fxe 0D @O dt + [ " fx + ) D,(0) dt.
2n Y g 2nt Yo
Die Dirichlet-Kerne D, sind gerade Funktionen, weswegen
0 T 1 2n
f_nDn(x)dx - fo D,@dx = fO D,xdx = .
Damit ist
fxs) = — [ Y oD dt + [ " fxs) D, (0 dt.
2n Y_n 2n Yo

Diese Integraldarstellungen von FS, (f)(x) und f(x+) zeigen, dass

2m | FS,(HK) - fixs) | =
| [ 0(f(x+t)—f(x—))Dn(t)dt + " (fx s 1) — F(e)) Do) de |
_n 0

Wir setzen nun die Sinus-Formeln fir D, (t) ein und willzen deren Nenner
sin(t/2) auf die f-Differenzen ab. Die Differenzierbarkeitseigenschaften von
f, die wir bisher nicht verwendet haben, eliminieren dabei die Polstellen
dieser Nenner an der oberen bzw. unteren Integrationsgrenze t = 0.

Wir definieren also g; : [-,0] — Cundg,:[0,n] — C durch

o fx+t) - fx-)  fx+t) - f(x-) t .. B
gi(t) = (D) = : e firte [-m, O,
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_ tx+) -flxe)  Hx+t) - f(xs) t ..
() = (@2 = . R~ firte]0, nt],

g1(0) = 2 f'(x-), 2(0) = 2 £'(x+).

Da f’(x-) und f’(x+) existieren, sind g; und g, beschrinkt und damit
integrierbar. (Wegen lim, _, ( t/sin(t/2) = 2 gilt lim, ; ¢ g(t) = g;(0) und
lim, | ¢ g>(t) = g,(0), was wir nicht brauchen.) Obige Berechnung lautet nun

2 |FS,(H®) - fxs) | =
‘ f ’ g sin((n+1/2)t) de + f i &,() sin((n + 1/2)t) dt ‘
- 0

Nach dem Lemma von Riemann strebt die rechte Seite gegen Null, sodass

- FS(H(x) = lim, FS,(HH(x) = f(x=).

Im Beweis brauchen wir de facto nur die Beschrinktheit der links- und rechts-
seitigen Differenzenquotienten von f an der Stelle x und nicht die Existenz der
entsprechenden Differentialquotienten. Die Voraussetzung des Satzes ist aber
fur viele konkrete Funktionen sogar in einer viel stirkeren Form erfullt. Wir de-
finieren bzw. erinnern an:

Definition (stiickweise differenzierbar)
Eine Funktion f: [a,b] — C heifit szickweise (stetig) differenzierbar, falls
eine Partition p = (t)r <, von [a, b] existiert, sodass fiir alle k < n gilt:

1]t ti, 1 [ besitzt eine (stetig) differenzierbare Fortsetzung nach [t t, 1]

Weiter heifit ein 2n-periodisches £ : R — C stickweise stetig differenzierbar,
falls ][0, 2r] stiickweise stetig differenzierbar ist.

Die Differenzierbarkeitsbegriffe fir komplexwertige Funktionen mit reellem
Definitionsbereich werden dabei wie im Reellen definiert. Man kann f’(p) € C
tiber die Existenz des Differentialquotienten f'(p) = lim, _, , (f(x) - f(p))/(x - p)
oder gleichwertig durch f'(p) = Re(f)'(p) + i Im(f)’(p) definieren, in Analogie zum
Integral fiir komplexwertige Funktionen (vgl. hierzu auch 4.2 in Band 1).

Jede stiickweise stetig differenzierbare Funktion f ist stiickweise stetig. Die
Kombination ,stetig und stiickweise differenzierbar entspricht anschaulich der
Eigenschaft ,stetig mit endlich vielen Knicken®.

Aus dem Satz von Dirichlet folgt nun unmittelbar:

Korollar  (Konvergenzsatz fiir stiickweise differenzierbare Funktionen)
Seif: R — C 2m-periodisch und auf [0, 27t] stiickweise differenzierbar.
Dann gilt FS(f)(x) = f(x+) fiir alle x. Ist also f stetig und stiickweise
differenzierbar, so konvergiert FS(f) punktweise gegen f.
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Die Bessel-Ungleichung und gleichmiflige Konvergenz

Als nichstes zeigen wir, dass sich die punktweise Konvergenz zur gleichmifi-
gen Konvergenz verstirkt, wenn die betrachtete Funktion f stetig und stiickweise
stetig differenzierbar ist. Das Argument beruht auf einer fiir die gesamte Theorie
bedeutsamen Ungleichung.

Satz  (Bessel-Ungleichung)
Seif: R — C 2n-periodisch und integrierbar auf [0, 2n]. Dann gilt fiir die
Fourier-Koeffizienten ¢ von f:

2n
Sz lal? < % fo [fx)|? dx. (Bessel-Ungleichung)

Beweis
Die Behauptung folgt durch Grenziibergang aus der fiir alle n giiltigen
Abschitzung

21 2n .
0 < [ [f-FS,dx = [ |09 - Toacrence™] dx =
0 0

2n . -
fO (f(X) - z—nSkSn Ck elkx) (f(x) - z_ngkgn Cr elkx) dx =

2n
fO |f(x)|2dx * z—nSkSn(

2n _ 2T . 2n
[T e d - [ e+ | |Ck|21dx) _
0 0 0
2 2 2 2 2
[ s+ 2m X (- el - Tad’ + fal?) =

2n , ,
|1l dx — 2m S cien e

Dabei fiihrt die Orthogonalitiit der Funktionen e’ dazu, dass die beim
— Ausmultiplizieren auftauchende Doppelsumme eine einfache Summe ist.

Im nichsten Kapitel werden wir diesen Beweis noch einmal in einer algebrai-
schen Notation vorfithren. Weiter werden wir dann zeigen, dass sogar Gleich-
heit gilt. Hier halten wir noch fest, dass aus der Bessel-Ungleichung noch einmal
folgt, dass limy | ¢, | = 0.

Zusitzlich zur Bessel-Ungleichung brauchen wir auch noch ein Ergebnis tiber
gliedweises Differenzieren:
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Satz  (Pourier-Koeffizienten der Ableitung)
Seif: R — C 2m-periodisch, stetig und auf [0, 27n] stiickweise stetig
differenzierbar. Weiter seien

FS(f) = Yiez e und FS(') = Yoz dy ™™
Dann gilt d, = ikc, fiir alle k.

Beweis
Zunichst gilt

[
e

2n -
amdy = [ F@1dx = (],
0

Eine partielle Integration zeigt, dass fiir alle k # 0 gilt

_ 2n ’ -ikx _
2nd, = f o) ek dy =
0

f(x) e 'k

2n 2n .
. -ikx _
.t ik fO fx)e"™dx =

— 0+ 2m Ck ik
Nun kénnen wir vergleichsweise leicht zeigen:

Satz  (Komvergenzsatz fiir stetige und stiickweise stetig differenzierbare Funktionen)
Seif: R — C 2m-periodisch, stetig und auf [0, 27] stiickweise stetig
differenzierbar. Dann konvergiert FS(f) gleichmiflig gegen f.

Beweis
Wir wissen bereits, dass FS(f) bei diesen Voraussetzungen punktweise
gegen f konvergiert. Nach dem Konvergenzkriterium von Weierstrafl
geniigt es also zu zeigen, dass

ZkEZ |Ck| < oo

Sind wieder ¢, dy die Fourier-Koeffizienten von f bzw. {’, so gilt fiir alle
k # 0 (unter Verwendung von 2xy < x* +y” fiir alle x,y € R):

1 1 1
2 e = 2 ?(k|ck|) < = + K e]? = e |d,|?.

Da Y. 7kz0 I/K <eound X7 |di|® <o nach der Bessel-Ungleichung
fiir £ gilt, zeigt dies, dass

- ez o] < oo
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Weitere Konvergenzergebnisse

Wir geben noch einige weitere interessante Konvergenzergebnisse ohne Be-
weis an. Verzichten wir im gleichmifligen Konvergenzsatz auf die Stetigkeit von
f, so erhalten wir:

Satz  (Konvergenzsatz fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen)
Seif: R — C 2mn-periodisch und auf [0, 2] stiickweise stetig differenzier-
bar. Dann gilt fiir alle [a, b] c Rund alle x € R:

(a) Istfstetigauf[a, b], so konvergiert FS(f) auf [a, b] gleichmifig
gegen f.

(b) Istfunstetig inx, so gilt FS(f)(x) = f(x+).

Der folgende starke Satz besagt, dass punktweise Konvergenz fiir stetige
Funktionen mit beschrinkter Variation gilt:

Satz  (Konvergenzsatz von Dirichlet-Fordan)
Seif: R — C 2n-periodisch und f | [0, 2x] habe beschrinkte Variation.
Dann gilt

FS(H(x) = f(xx) firallex.

Ist also f stetig und f| [0, 21] von beschrinkter Variation, so konvergiert
FS(f) punktweise gegen f.

Andererseits geniigt die blofie Stetigkeit von f nicht mehr fir die punktweise
Konvergenz der Fourier-Reihe von f. Erste Gegenbeispiele wurden von Paul Du
Bois-Reymond und Lip6t Fejér konstruiert. Die Fourier-Reihen dieser Beispiele
konvergieren zwar nicht iiberall, aber doch an vielen Stellen gegen die stetige
Ausgangsfunktion, und viele Fragen blieben noch offen. Wie schon fiir die Cha-
rakterisierung der Riemann-integrierbaren Funktionen schuf erst die moderne
Maf- und Integrationstheorie den begrifflichen Rahmen zur Klirung der Ver-
hiltnisse. Aus einem Satz von Lennart Carleson aus den 1960er Jahren folgt, dass
fir jede Riemann-integrierbare (und folglich beschrinkte) 2m-periodische
Funkdion f die Menge aller x mit FS(f)(x) # f(x) das Lebesgue-Maf} Null besitzt.
So wie eine Riemann-integrierbare Funktion also im Lebesgueschen Sinne fast
iberall stetig ist, so konvergiert die Fourier-Reihe einer Riemann-integrierbaren
Funktion im Lebesgueschen Sinne fast tiberall gegen die Funktion.
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Bestimmung einiger Fourier-Reihen

Wir betrachten nun einige Beispiele zur Illustration unserer Ergebnisse.

Beispiel 1: Die Fourier-Reihe einer Zackenfunktion
Seif:R — R die 2n-periodische Funktion mit

f(x) = |x| firallexe[-m, t].

Wir bestimmen die Fourier-Reihe FS(f) in reeller Darstellung,

FS(f) = a¢/2 + iy (ar cos(kx) + by sin(kx)).

Da f gerade ist, sind alle Fourier-Koeffizienten by gleich 0. Fiir die Kosinus-

Koeffizienten gilt:

)

2n
€ f f(x) cos(0x) dx = RS o= m
n Yo T

2n b
L [Tiweostyds = = [ |x] cos(in) dx =
T 0 T -

a

x .
2 f x cos(kx) dx 2 ( xsin(kx)
n Jo T

s T J'O" sin(kx) dx) _

0 k

1
1

1

= ((—l)k— l) fiiralle k> 1.

2 cos(kx) ‘ " 2
T 0 T

Damit gilt also

O - L (0 w0 by )

Die Funktion f ist stetig und stiickweise differenzierbar, sodass FS(f)
punktweise gegen f konvergiert. Speziell gilt 0 = £(0) = FS(f)(0), und damit
erhalten wir

1
T T T T T T L

Mit Hilfe von Summationssitzen tiber Reihenprodukte kénnen wir mit
diesem Ergebnis auch die Eulersche Summe Y.+ 1/n* berechnen. Denn
jede natiirliche Zahl n > 1 ldsst sich eindeutig als Produkt der Form 2™k mit
einem m > 0 und einem ungeraden k schreiben. Damit gilt
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z 1 z 1 _ 2 1
n>1 1’12 - m >0, kungerade (2 m k)2 - m20,kungerade 4™ k2

(x5 L)_;n_z_n_z
m>0 4™ kungerade kz 1-1/4 8 6 .

Wir werden dieses Ergebnis spiter noch einmal mit Hilfe der Vollstindig-
keitsrelation erhalten.

w3t

cos(x) . cos(3x) .. cos(nx) )
2 32 o2
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Beispiel 2: Die Fourier-Reihe einer Sprungfunktion
Seif: R — R die 2n-periodische Funktion mit

1, falls xe]0,n|,
fx) = { 0, falls xe{0,m},
-1, falls  xe]m, 2n|.

Wir bestimmen wieder die reell dargestellte Fourier-Reihe FS(f). Da die
Funktion f ungerade ist, sind diesmal alle Kosinus-Koeffizienten a, gleich 0.
Weiter ist f(x)sin(kx) gerade fiir alle k > 1, und damit gilt fir alle k > 1:

2n T
b, = % fo fx) sin(kx) dx = % f_n fx) sin(kx) dx =

I
% fO sinkx)dx = - kz—ncos(kx)

X=T
X =

kz—n (1 - cos(Tck)).

Die Werte 1 - cos(k) pendeln fir k> 1 zwischen 2 und 0 hin und her, und
damit gilt

FS()(x) = %( sin(x) . sin(3x) . sin(5x) . )

1 3 5

Die Funktion f ist stiickweise differenzierbar. Da sie an ihren Unstetig-
keitsstellen 0, + 7, £2m, ... das arithmetische Mittel ihrer dortigen links-
und rechtsseitigen Grenzwerte -1 und 1 annimmt, konvergiert FS(f)
punktweise gegen f. Speziell gilt

2] - (2]

Da sin(k/2) fiir ungerade k > 1 zwischen 1 und -1 hin und her pendelt,
haben wir also erneut gezeigt, dass

T 1 1 1
AT o =
5 7

T 7 £ .. (Leibniz-Reibe)

In den Diagrammen zu dieser Fourier-Reihe konnen wir das bedeutsame
Gibbs-Phinomen beobachten, nimlich die ,, Uberschwinger® an den Sprung-
stellen. Man kann zeigen, dass diese Uberschwinger beschrinkt sind, was aus
den Diagrammen nicht abzulesen ist. Wir verweisen den interessierten Leser
auf den mittlerweile klassischen Artikel von Edwin und Robert Hewitt: The
Gibbs-Wilbraham phenomenon: an episode in Fourier analysis, Archive for
the History of Exact Sciences 21, S. 129 - 160.
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f3

. sin(3x)

o - 1 (20

3n

5 n
f;

| |

3n

5 2r

|

3

7" 2\m
fy

| |

3

= 2(m

T

. sin(nx) ) .

n

381
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Beispiel 3: Die Fourier-Reihe einer Sigezahnfunktion
Seif: R — R die 2n-periodische Funktion mit

fx) = (m-x)/2, falls xe€]0,2n][,
) 0, falls x = 0.

In der reellen Fourier-Reihe von f verschwinden wieder alle Kosinus-
Koeffizienten, da f ungerade ist. Partielle Integration liefert:

1 2n
by = — (m - x) sin(kx) dx =
2w Yo
1 X-T n 2% cos(kx)
5 ([ . cos(kx)]0 - fo . dx) =
1 27 1 . n 1 1
ﬁ(T_[Fsm(kx)}O): ¥—0: T

Erneut gilt punktweise Konvergenz von FS(f) gegen f, sodass also
fix) = FS()(x) = sin(x)/1 + sin(2x)/2 + sin(3x)/3 +
Setzen wir x = /2, so erhalten wir noch einmal, dass

/4 = 1-1/3 +1/5 -1/7 =+ ...

)
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2,
fo1
1
‘ ‘ ‘ |
-2n —37” }zl n 37” 2In
2
far
1
o _37” '21 n 37” 24m
) = sinl(x) . sinéZx) . . sin(nx)
n

Beispiel 4: Komplexe Fourier-Reihen

383

Die folgenden Diagramme zeigen f[R] und FS,(f) [ R] fiir einige komplex-
wertige 2n-periodische f und Grade n. Zudem sind wie oben wieder die
Werte FS, (f) (kn/4) fiir k=0, ..., 7 markiert. Gut erkennbar sind jeweils die

Mittelung und die Uberschwinger an Unstetigkeitsstellen.

3/"‘2 ~—_ Bild(FSs(f)) e Bild(FS(F)
AN 3 M)
o ’ Bild(f);! tr \
1\\ 1

’I \ /I |
‘\ \ [
4 | &/07 4
A\ V, \

1 \

7 \

o=

\\\\—T6/ ” N 67

|
|
1
[
¥ 1 7 2 5

fx) = X . cos(x) + i(L +sin(x)) fiirallex e [0, 2w
27w 2n
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i 1 i i
~ RN
Bild(FS,(f) Bild(FS;,(F))
0 4 o
L 7 &

7 —5 -1 ‘7\
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Die Konvergenz im quadratischen Mittel

Wir untersuchen nun die Fourier-Reihen beliebiger integrierbarer periodi-
scher Funktionen. Im Folgenden sei

V = {{:R — C | fist2n-periodisch und Riemann-integrierbar auf [0, 27] }.

Die Menge V bildet mit der Skalarmultiplikation a.f, o € C, und der punktwei-
sen Addition f + g einen C-Vektorraum. Weiter sind mit einer Funktion f immer
auch die Funktionen Re(f), Im(f), |f| und f Elemente von V.

Wir fithren nun eine geometrische Struktur auf dem Vektorraum V ein, die
insbesondere auch erkliren wird, warum wir die Eigenschaft

2n

f ener gy = Spr-2m
0

als Orthogonalitiit der Funktionen e’** bezeichnet haben. (Der Leser vergleiche
die folgende Konstruktion auch mit ,Normen aus Skalarprodukten in 2.3.)

Definition (Skalarprodukt fiir periodische Funktionen)
Fiir alle f,g € V setzen wir:

1 2757
he) = - fo f(x) g(x) d.

In der Definition verwenden wir, dass das Produkt zweier integrierbarer
Funktionen wieder integrierbar ist.

Tllustration des Skalarprodukts
fiir reelle Funktionen f und g.
Im oberen Bild gilt(f, g) = 0, da
der signierte Flicheninhalt aus
Symmetriegriinden gleich 0 ist.
Im unteren Bild iiberwiegen die
negativen Flichen, sodass hier
£, g)<0.
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Lesen wir das Integral als unendlich feine Summe, so besitzt das Skalarprodukt
die vertraute Form ,,Summe von Produkten® der kanonischen Skalarprodukte im
R" bzw. C". In der Tat gelten bis auf eine Ausnahme alle aus der Linearen Algebra
bekannten Eigenschaften eines Skalarprodukts fir C-Vektorraume:

Satz  (Eigenschaften des Skalarprodukts auf'V)
Fiir alle f,g,h € Vund alle o € C gilt:

@ (f+gh) = (£ h) + (g h), (fg+h)=(fg) + (fh)
(b) (af,g) = alf,g), (fag =alfg),

© (fg) = (gD,

() (f, fye R und (f, f) > 0,

(e) Istfstetigund f#0,soist(f, ) > 0.

Zu einem waschechten Skalarprodukt fehlt nur die Giiltigkeit der letzten Ei-
genschaft fiir alle Elemente aus V. Trotzdem ist es tiblich, (f, g ) als Skalarprodukt
zu bezeichnen. In der Sprache der Linearen Algebra liegt lediglich eine positiv
semidefinite Hermitesche Form auf V vor.

Aus den Eigenschaften (a) - (e) des Skalarprodukts folgt, wie in der Linearen
Algebra gezeigt wird:

Satz  (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Fir alle f,g € V gilt:

IKEe)|* < () (g g). (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Mit Hilfe des Skalarprodukts definieren wir:

Definition (2-Seminorm fiir periodische Funktionen)
Fiir alle f € V setzen wir

€1l = VXE £

Die reelle Zahl | f ||, heifit die 2-Seminorm von f.

Die 2-Seminorm einer Funktion f ist grof§, wenn

21 2n
2n||f]3 = f(x) f(x)dx = f(x)|? dx
mlfls = [ Rfd = [ 1)

grof} ist. Durch das Auftauchen des Quadrats im Integranden zihlen Flichen un-
terhalb der x-Achse wie Flichen oberhalb der x-Achse.
Die 2-Seminorm hat in der Tat die Eigenschaften einer Seminorm:
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Satz  (Eigenschaften der 2-Seminorm)
Fiir alle f,g € Vund alle o € C gilt:

@ [afl, = laf [If],
®) [f+gl <l + gl (Dreiecksungleichung)
(c) Istf stetigund | f |, =0, soist f = 0.

Zum Beweis der Dreiecksungleichung wird die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz benutzt.

Wire (f, g) ein echtes (positiv definites) Skalarprodukt, so wiirde die Eigen-
schaft (c) wieder fiir alle Vektoren gelten. Dies ist aber nicht der Fall, und des-
wegen erhalten wir nur eine Seminorm. Die Vektoren mit der 2-Seminorm 0
bilden einen Unterraum W von V. Wir konnen sie miteinander identifizieren
und im Quotientenraum V/W arbeiten. Dadurch wiirde unser Skalarprodukt
echt werden. Fiir unsere Absichten erscheint dieser technische Schritt aber ver-
zichtbar.

Die 2-Seminorm induziert den folgenden Konvergenzbegriff:

Definition (Konvergenz im quadratischen Mittel)
Seien (f,), ¢y eine Folge in V und f € V. Dann konvergiert (f,), < n im
quadratischen Mittel gegen f, in Zeichen

lim,f, = f (in2-Seminorm),

falls lim, ||f - f,]|, = 0.

Wir formulieren diesen Konvergenzbegriff nochmal explizit mit Hilfe von In-
tegralen. Da lim,Vx, = 0 fiir reelle x, > 0 genau dann gilt, wenn (x,),n eine
Nullfolge ist, konnen wir die in der Seminorm verwendete Wurzel weglassen.
Gleiches gilt fiir den Normierungsfaktor 1/(2m) der Definition des Skalarpro-
dukts. Damit erhalten wir:

Satz  (Formulierungen der Konvergenz im quadratischen Mittel)
Seien (f,), < eine Folge in V und f € V. Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(@) lim, f, = f (in 2-Seminorm).

2m
) Tim,, [ 6,00~ 109) (09 - £9) dx = 0.

2n
(© lim, fo I, - fx)]? dx = 0.
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In der dritten Fassung wird die Bezeichnung als ,,Konvergenz im quadrati-
schen Mittel“ besonders deutlich. Wir mitteln die Quadrate der punktweisen
Abstinde zwischen f;, und f und fordern, dass dieses Mittel gegen 0 konvergiert.
Auf das Quadrieren im Integranden konnen wir hier nicht verzichten, wir erhiel-
ten sonst einen anderen Konvergenzbegriff.

Giltlim,, f, = f in 2-Seminorm, und ist g an héchstens endlich vielen Stellen
verschieden von f, so gilt auch lim,, f,, = g. Die Eindeutigkeit des Limes gilt aber
in der oben angesprochenen Faktorisierung V/W.

Wir wollen nun den neuen Konvergenzbegriff einordnen. Einfach zu sehen
ist, dass die Konvergenz in der Supremumsnorm die Konvergenz in der 2-Semi-
norm nach sich zieht:

Satz  (Einordnung der quadratischen Konvergenz)
Eine gleichmifig gegen ein f € V konvergente Folge (£,),c n in V konver-
giert im quadratischen Mittel gegen f:

lim, |f - f,|wp = O #mpliziert lim, ||f - £,], = 0.

Beweis
Sei € >0, und sei ng derart, dass fiir alle n > n, gilt:

[f,(x) - f(x)| < ¢ fiirallexe R.

Dann gilt fur alle n > ny:

2n 2n
[ 1h@-fPd < [ edx = e2n
0 0

— Damit gilt (c) des obigen Satzes.

Dagegen bestehen keine Implikationen zwischen der punktweisen Konver-
genz und der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Beispiel
Seien f, | firne Nund k=0, ..., 2" - 1 die Elemente von V mit
1 falls x e [2nk/2", 2m(k + 1)/2" ],
fn,k(X) = 0
sonst

tir alle x € [0, 2n[. Dann divergiert die Folge
f0,0, fl,Oa fl, 1 f2,07 fZ, 1 fZ,Z, f2,3’ (X fn,()’ [EE) f11,2"—17
punktweise, aber sie konvergiert im quadratischen Mittel gegen 0.

Die periodischen Funktionen g, mit g, |[0, 2[ =n - 1o 1/,( fiir alle
n > 1 zeigen, dass umgekehrt auch punktweise Konvergenz und Divergenz
im quadratischen Mittel vorliegen kann.
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Der Konvergenzsatz fiir integrierbare Funktionen

Wir kehren nun zu den Fourier-Reihen zuriick und betrachten sie im Licht
unserer geometrischen Vektorraumstruktur. Aus der Definition des Skalarpro-
dukts

1 27[7
) = 5 [ e dx

und der Definition der Fourier-Koeffizienten (¢} )y 7 einer Funktion f,

1 2n & 1 2n =
c = — fx)e™dx = — f e f(x)dx fiiralleke Z,
2n Yo 2n Yo

lesen wir ab, dass
¢ = ¢ ek f y firalleke Z. (Skalarproduktdarstellung der Koeffizienten)

Fiir alle k liisst sich der Fourier-Koeffizient ¢ = (e'**, f) als der Schwingungsanteil
der Funktion f fiir die Frequenz k ansehen, ganz so, wie sich fiir das kanonische
Skalarproduktim R’ die reelle Zahl {e;, v) = vy mite; = (0, 0, 1) und v = (v{, v5, v3)
als der Hohenanteil des Vektors v ansehen lisst.

Die Orthogonalititseigenschaft konnen wir nun einfach schreiben als

(™, ™) = 8, firallen, ke Z.

Speziell gilt |||, = 1 fiir alle k. Die Vektoren ¢'**, k € Z, unseres Vektorraumes
V sind also, in der Sprache der Linearen Algebra, orthonormal:

Definition (orthogonal, orthonormal)
Zwei Vektoren f, g € V heifen orthogonal, falls (£, g) = 0. Ein A c V heifit
orthogonal, falls je zwei verschiedene Elemente von A orthogonal sind. Gilt
zudem | f ||, = 1 fiir alle f € A, so heifit A orthonormal.

Die Frage ist nun, ob unsere orthonormalen Vektoren e ke Z, ausreichen,
alle Vektoren aus V in einer bestimmten Weise darzustellen. Im Kontrast zu den
Begriffen ,Erzeugendensystem* und ,,Orthonormalbasis“ der Linearen Algebra
haben wir unendliche Reihen und nicht nur endliche Linearkombinationen von
Vektoren im Blick. Fiir jedes stetige und stiickweise stetig differenzierbare fe V
wissen wir bereits, dass

f = lim, FS,(f) = Yicrce™ = FS(f) (gleichmifig).

Ein bestechendes Ergebnis ist nun, dass die Konvergenzaussage fiir alle Vekto-
ren f € V richtig ist, wenn wir die gleichmifiige Konvergenz zur Konvergenz
im quadratischen Mittel abschwichen. Die Vektoren ™ k e Z, bilden also in
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diesem Sinne tatsichlich eine Orthonormalbasis von V. Dass dies so ist, wird sich
aus dem gleichmifiigen Konvergenzsatz und der folgenden Analyse des engen
Zusammenhangs zwischen den Fourier-Reihen und dem Skalarproduke(f, g) er-
geben.

Wir betrachten zunichst das Skalarprodukt zwischen f und den Partialsum-
men FS (f) der Fourier-Reihe von f. Die Eleganz des Vektorraumkalkiils ist
hier besonders augenfillig. Wir notieren und berechnen keine Integrale mehr,
sondern jonglieren nur noch mit den Eigenschaften des Skalarprodukts und
der Orthonormalitit der Vektoren e,

Satz  (Approximation in 2-Seminorm, Bessel-Ungleichung)
Sei f € V, und seien (¢}, . 7 die Fourier-Koeffizienten von f. Dann gilt fir
alle n:

(a) <f) an(f)> = <an(f), f> = <an(f), FSn(f)> = Z—nSkSn |Ck|27
) [If - FS,O3 = 115 - Zoncren el
© XZiezlal® < [f]3, (Bessel-Ungleichung)

(d) ”f - an(f)HZ < ||f _ z—ngkgn dkeikx”z
firalled_,, ...,d, e Cmit(d_y, ..., dy,) #(c_y, ..., ¢y).  (Optimalitiit)

Beweis
zu (a):
<f’ FSn(f)> = <f7 z—nﬁkSn C eikx> = Z—nskﬁn C <f’ eikx> =

— 2
Z—nSkSanCk = z:—nikSn |Ck| )

wobei wir neben den elementaren Eigenschaften des Skalarprodukts nur
verwenden, dass

a = (€ ) = (f, &) fiiralleke Z.
Wegen (f, FS,()) € R gilt weiter
(FS,(f), f) = (£ FS,(f)) = (£, FS,(f)).

Ebenso liefern die Skalarprodukteigenschaften und die Orthonormalitit
der Vektoren e, dass

<an(f)’ FSn(f)> = <2—nSk§n C eikx’ z:—nSan Cj eiix) =
Z—nSk,an Ck € <eikx, eijx> = 2 n<ken GG =

2
z—nSkSn |Ck| .
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zu (b):
”f - an(f)”% = <f - an(f)7 f- an(f)> =
<fa f) - <f’ an(f)> - <an(f)’ f> + <FSn(f)’ an(f» = nach(a)
”f”% - Z—nSkSnlcklz'

zu (0):
Folgt aus (b), da ||f - FS,(f)]|3 > 0.

zu (d):
Seiend_,, ..., d, € C. Dann gilt:
If = X ncisn die™3 =
(f - Z-nskSndkeian f- Z—nSkSndkeikx> =
() = Zoncien ([ddf ™) + di(e™ ) + Zacien ldl? =
T3 + X peren (del® - dic - decy) =
15 + 2 ncren (e-do(e - dy) - lel?) =
15 = 2ncren lal® + Zncisn la=dil® = naeh)
If = FSuOIF + Xncien la-dil”.

Dies zeigt zusammen mit der Monotonie der Wurzel die Behauptung,
da der zweite Summand in der letzten Zeile positiv ist, falls mindestens
- ein dy. von ¢, verschieden ist.

Die Optimalitit besagt, dass jede Partialsumme FS  (f) der Fourier-Reihe von
t die im Sinne des quadratischen Mittels bestmogliche Approximation an f unter
allen Linearkombinationen der Funktionen e '™, ..., e'"* darstellt. Fiir reellwer-
tige f ist jede Partialsumme FS, (f) die in diesem Sinne bestmdogliche trigonome-
trische Approximation n-ten Grades an die Funktion f.

Wir fragen nun, ob in der Bessel-Ungleichung sogar Gleichheit gilt. Hier sind
folgende Sprechweisen tiblich:

Definition (Parseval-Gleichung, Vollstindigkeitsrelation)
Gilt in der Bessel-Ungleichung Gleichheit, also

ez lad® = I3,

so sagen wir, dass die Parseval-Gleichung fir f gilt oder dass f die Vollstindig-
keitsrelation erfillt.
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Die Bezeichnung ,,Vollstindigkeit® bringt hier zum Ausdruck, dass die Funk-
tion f aufler den Schwingungsanteilen ¢’ keine im Sinne der 2-Seminorm nen-
nenswerten Anteile besitzt. Sie ist iquivalent zur Konvergenz der Fourier-Reihe
von f gegen f im quadratischen Mittel:

Korollar  (Konvergenzkriterium)
Sei f € V, und seien (c);.. 7 die Fourier-Koeffizienten von f. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) lim, FS,(f) = f (in 2-Seminorm).
(b) Es gilt die Parseval-Gleichung fiir f.

Beweis
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Teil (b) des obigen Satzes und der

— Definition der Konvergenz im quadratischen Mittel.

Wir notieren die Parseval-Gleichung noch explizit fiir Fourier-Reihen in reel-
ler Darstellung:

Satz  (Vollstindigkeitsrelation in reeller Darstellung)
Sei f € V reellwertig, und es gelte die Parseval-Gleichung fiir f. Dann gilt:

2n 2
Lf ' dx = 2+ T @l + by,
T Yo 2
wobei
FS()(x) = % + Yot (3 cos(kx) + by sin(kx))
die Fourier-Reihe von f in reeller Darstellung ist.

Beweis
Die Aussage folgt aus

2 2 2
el = % und e |” = % fiir alle k =0
und

1o 2 2 2 2
— [ dx = [f3 = Tiez lad® = leol’ + Tz 2 el
- 2m Yy

Die Vollstindigkeitsrelation liefert zusammen mit den Konvergenzsitzen der
Theorie eine neue Methode zur Bestimmung von unendlichen Summen. Ein
Beispiel hierzu werden wir unten kennenlernen.

Zur Riickfithrung des quadratischen Konvergenzsatzes auf den gleichmifiigen
Konvergenzsatz fehlt nun nur noch eine Beobachtung:
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Satz  (Approximationssatz)
Seien f € Vund € > 0. Dann existiert eine stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion g € V mit || f- g ||, < e.

Beweis
Wir zeigen die Aussage fiir reellwertige f. Der Fall f: R — C ergibt sich
hieraus durch Aufspaltung in Real- und Imaginirteil. Ohne Einschrinkung
diirfen wir zudem |f| < 1/2 annehmen, denn ist f € V mit || < s und
| £/(2s) - g ||, < €/(2s) fiirein g, soist | f- 2sg ||, < €. Seien also g, g
"Treppenfunktionen auf [0, 27t] mit

L ocg s A0 g < L Kgog) < £
2 2 4

IN

Fiir alle y mit |y| < 1isty” < |y|, und damit gilt

2

2n b
f- 2 < fx) - g, (x) > dx < f(x) - g(x)| dx <
If-gili < [ 1@ d < [ 10 - @] dx <

21 82
[Ta@-g@d <
0 4

Durch Ersetzen der Spriinge der Treppenfunktion g; durch hinreichend
steile Geraden konnen wir ein stetiges und stiickweise lineares g finden mit
lg| <1/2 und I(| g; - g|) < €*/4. Dann gilt

= =gl < If-gillz + lgi-gl: < &2 +e2 = e

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen:

Satz  (Konvergenzsatz fiir integrierbare Funktionen) '
Sei f € V. Dann konvergiert die Fourier-Reihe FS(f) = X, 7 ¢, e von f
im quadratischen Mittel gegen f, und es gilt

Srez lel? = (66 = [If]3

Beweis
Seie >0, und sei g € V wie im Approximationssatz fiir €/3, sodass also

M [f-gl, < e3.

Nach dem gleichmifiigen Konvergenzsatz konvergiert FS(g) gleichmifig
und damit auch im quadratischen Mittel gegen g. Also existiert ein ng mit

) llg - FSu(@ |, < €/3 fiirallen>n,.
Schliefilich ist nach der Bessel-Ungleichung auch
B) FS,() - FSu(@)l2 = [FSuf - g)ll> < [If - gll, < &/3.
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Damit gilt aber fiir alle n 2 ny:

- FSuO) s < 1F- gl + g - FSu@ s + 7,0 - FS,(0)» <
e/3 + €3 + €/3 = &

Dies zeigt, dass lim, ||f - FS,(f)|, = 0. Wir wissen bereits, dass dies

— gleichwertig zur Giiltigkeit der Vollstindigkeitsrelation fiir f ist.

Beispiel: Noch einmal die Sigezahnfunktion

Seif: R — Rdie schon in Beispiel 3 oben betrachtete 2 n-periodische
Funktion mit

) (n-x/2, falls xe]0,2x],
fix) = { 0, Jalls x = 0.

Wir hatten gesehen, dass

FS(F)(x) = Sinl(x) N sinéZx) N Sinf") + ... firallexeR.

Wegen f € V gilt aber auch Konvergenz im quadratischen Mittel. Die reelle
Vollstindigkeitsrelation

2n 2
= f 0P de = 2 4 Yoo (@ +bd)
T Yo 2

liefert, dass die Zahlen

2n 32 3 2
1 (Treyde - LT 2 T
4 Yo 47 3 0 127w 6
und
1
2 = N
Zkzl |bk| - szl k2

identisch sind. Damit haben wir die Eulersche Summe iiber die reziproken
Quadrate erneut gefunden.

In dhnlicher Weise kann man zeigen, dass
y L. L
k2 k90

Dagegen ist keine Berechnung der Summen X5, 17k’ oder X ;5 1/k’ mit Hilfe
von Fourier-Reihen oder anderen Methoden bekannt (vgl. 2.4 in Band 1).
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Der Satz von Parseval

Der Konvergenzsatz erlaubt uns die Berechnung des Skalarprodukes (f, f)
mit Hilfe der Fourier-Koeffizienten von f. Wir wollen dieses Ergebnis nun
noch verallgemeinern, um ein beliebiges Skalarprodukt (f, g) mit Hilfe der
Fourier-Koeffizienten von f und g zu berechnen. Hierzu miissen wir gar keine
neuen Untersuchungen durchfiithren, denn das Skalarprodukt lisst sich durch
die in Abschnitt 2.3 diskutierte Polarisationsformel aus der Norm rekonstruie-
ren: Fiir jeden euklidischen R-Vektorraum V gilt

1
ey = (el - IE-gl),

und fiir jeden unitiren C-Vektorraum V gilt

1 " "
€)= o (Ifegl - IF-gl +illif+gl® - ilif - g)

fiir alle f,g € V, wobei || - | die durch das Skalarprodukt induzierte Norm ist.
Zum Beweis wird nicht benétigt, dass (f, £) = 0 nur fiir f = 0 giiltig ist, weswegen
die Polarisationsformel auch fiir unseren Vektorraum V anwendbar sind. Wir
erhalten:

Satz  (Satz von Parseval)
Seien £, g € V, und seien (¢, e 7 und (dy)y ¢ 7 die Fourier-Koeffizienten
von f bzw. g. Dann gilt:

(f,g) = 2iez G dy

Beweis
Nach der Polarisationsformel fiir V, dem Konvergenzsatz und der
Polarisationsformel fiir das kanonische Skalarprodukt {c, d) = ¢d in C' gilt

4(fg) = [f+glls - If-gl2 + illif+ gl - illif- gl =
Tiez loc+ del® = fae=del® + ilice + del® - ilic, - de|® =
— 42z G die
Damit haben wir das durch ein Integral definierte Skalarproduktin V vollstin-
dig auf Fourier-Reihen zuriickgefiihrt. Kommt es uns nur auf die quadratische
Konvergenz an, so konnen wir eine Funktion f € V durch die Folge (¢} )y« 7 ihrer

Fourier-Koeffizienten ersetzen. Das Skalarprodukt (f, g) berechnet sich dann
wie gewohnt als Summe von Einzelprodukten.
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Ausblick: Die Fourier-Transformation

Wir haben bislang nur periodische Funktionen untersucht. Eine natiirliche
Frage ist, ob sich auch eine beliebige Funktion f: R — R in Elementarschwin-
gungen zerlegen lisst. Dies ist fir viele Funktionen méglich, wenn wir die Fre-
quenzen der Schwingungen nicht mehr diskret, sondern kontinuierlich wihlen,
alsostatte™ ke Z, allgemeiner e** ke R, zur Zerlegung der Funktion verwen-
denund die Summe einer Fourier-Reihe durch ein uneigentliches Integral erset-
zen. Wir definieren:

Definition (Fourier-Transformation)
Seif: R — C eine Funktion mit I(|f]) <o, d.h. |f] ist uneigentlich
integrierbar mit endlichem Integral. Dann setzen wir fiir alle k € R

FOK) = F) = % f:f(x) e .

Die Funktion f : R — C heifit die Fourier-Transformierte von f.

Die Definition der Fourier-Transformierten ist ein kontinuierliches Analogon
der Definition der Fourier-Koeffizienten. Um den Zusammenhang zwischen f
und { zu ergriinden, betrachten wir ein (grof gedachtes) p > 0 und definieren fiir
alleke Z

(+) C = % f_:if(%)e—ikx dX - % f_l:)f(x) e—ikxn/p dX.

Die komplexen Zahlen ¢ sind die Fourier-Koeffizienten der 2n-periodischen
Funktion g: R — R mit

gx) = f(%) firallexe [- =, «].

Die Funktion g entsteht durch Einschrinkung von f auf [- p, p], horizontale
Stauchung dieser Einschrinkung auf [- =, 7] und periodische Fortsetzung. Im
wesentlichen unternehmen wir also eine diskrete Fourier-Analyse von f | [- p, p].
Da f integrierbar ist, konvergiert die Fourier-Reihe von g im quadratischen Mit-
tel gegen g. Wir nehmen im Folgenden an, dass dies sogar punktweise der Fall
ist. Dann gilt

zkckeikx = g(X)

f(%) fiirallexe [- 7, ]

und damit

(+4) e e™™ = f(x) firallexe [-p,p].
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Definieren wir nun

~ p .
fo = - [Tfwe™dx firallekeR,
2T -p

so gilt nach (+)
» mk .
c = f( ) firallek € Z.
p P

Damit erhalten wir nach (++), dass
@ zk ; ?P( nTk) ™ = f(x)  firallexe [-p, p].

Die linke Seite von (#) hat fiir jedesx € [- p, p] die Form einer ,,uneigentlichen®,
sich tiber ganz R erstreckenden Riemann-Summe der Funktion h mit

hw) = f,(we™ firalleueR

beziiglich einer Partition von R der Feinheit n/p mit unendlich vielen Stiitzstel-
len tk/p, k € Z. Beschrianken wir k auf Werte in { - n, ..., n }, so erhalten wir eine
echte Riemann-Summe, aber die Ubereinstimmung mit f(x) geht dabei verloren.
Ein sorgfiltig durchgefiihrter doppelter Grenziibergang ,n — oo, p — oo“ lie-
fert das folgende Ergebnis:

Satz  (Fourier-Riicktransformation)
Seif: R — CmitI(|f]) <eo. Weiter sei f stiickweise stetig differenzierbar
und es gelte f(x) = f(x+) fiir alle x € R. Dann gilt

. P A ikx .o

lim, _. .. f floe™dk = f(x) firallexeR.
-p

Ist I(| f|) < oo, s0 gilt stirker

[ fwedk = f, dh fex - ? fiir alle x € R.
_oo T

Die Feinheit des Ergebnisses lisst sich durch eine Stetigkeitsiiberlegung illu-
strieren: Die Fourier-Transformierte (f) = f einer stiickweise stetigen Funktion
fist stetig, und damit ist auch F(f) stetig, vorausgesetzt, F(f) existiert, d. h. es gilt
I(|f]) < o. Ist also f wie im Satz unstetig, so gilt notwendig

() = =,

da sonst f wegen %(f) (-x) = f(x) stetig wire. Dieses Phinomen haben wir bei den
Fourier-Reihen mit ,2.| | ¢ | = “ schon kennengelernt. Ein instruktives Bei-
spiel fir die Fourier-Transformation ist:
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Beispiel

Seif: R — R die arithmetisch gemittelte
Indikatorfunktion von [-1, 1], d.h.

0. .
2 sin(k)
1, falls x| < 1, tk) = )
f(x) = 1/2, ﬁll[s |X| =1, stetig fortgesetzt
0, falls |x| > 1.
Dann gilt fur allek e R AN N A
1 ‘ —6\#/ —4 -\t VK \J(n (X
k) = f ek dy =
-1
e—ikx x=1 ~ e—ik _ eik ~ i eik_ e—ik _ Sln(k)
—ik Txaa -ik k 2i k

Weiter ist t£(0) = 1. Da das uneigentliche Integral iiber |sin(k)/k|,
k € R, unendlich ist, gilt I(|f]) = e. Der Satz tiber die Ricktransformation
liefert fiir x = 0 das uneigentliche Integral

)

P

sink) f19 e dkc =
p

k

T

T
- fO)

2

dk = 2 lim, . [

die Diagramme zeigen

P4 e
f flo e™ dk =
-pP

)

P

05l P sin(k) cos(kx) d

km

k

in der Variablen x fiir

p = 5,20,80
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Die Fourier-"Transformation fithrt also aus der Klasse aller uneigentlichen in-
tegrierbaren Funktionen f: R — R mit |I(f)| < o heraus, und dies ist sogar fiir
Funktonen moglich, die aufierhalb eines kompakten Intervalls null sind. Eine
Einschrinkung der Funktionen hat in dieser Hinsicht bessere Eigenschaften:

Definition (schnell fallende Funktion, Schwartz-Raum)
Einf: R — C heifit schnell fallend, falls fir alle m > 1 gilt:

lim, _, . x"f(x) = lim,_ _ x"f(x) = 0.

Ist f glatt und £ schnell fallend fiir alle n, so heift f eine Schwartz-
Funktion. Die Menge der Schwartz-Funktionen heifit der Schwartz-Raum.

Dasvielleicht wichtigste Beispiel fiir eine Schwartz-Funktion ist die Gaufische
Glockenkurve. Wir werden sie gleich noch genauer betrachten.
Die Bedeutung der Schwartz-Funktionen zeigt:

Satz  (Fourier-"Transformation einer Schwartz-Funktion)
(a) Die Fourier-Transformation ist eine Bijektion auf dem Schwartz-
Raum: Fiir jede Schwartz-Funktion f ist %(f) eine Schwartz-Funktion
und zudem gibt es eine Schwartz-Funktion g mit %(g) = f.

(b) Fiir jede Schwartz-Funktion f und alle n gilt (mit Variablen x fiir f und
k fiir F(f)):

FEOW = )" FE),
FE™) = "k F(E). (Ableitungsregeln)
(c) Sind f, g Schwartz-Funktionen, so ist

(F(f), F(@)) = (f g), speziellalso [f[l, = F(E)[.,.

Die Ableitungsregel gehort zu den wichtigsten Eigenschaften der Fourier-
Transformation. Die Ableitung einer Funktion wird durch die Transformation
zu einer einfachen Multplikation. Um f abzuleiten, kann man F(f) bilden, mit
ik multiplizieren und das Ergebnis riicktransformieren.

Die erste Regel erhilt man durch Differenzieren unter dem Integral:

d [T edy = [ T () e dx =

ZTE O}(f)' = E

oo

f —ixf®) e ™™ dx = -1 F(xf).

—oo

Dass dies erlaubt ist, ist natiirlich zu beweisen. Die zweite Regel ergibt sich dage-
gen durch partielle Integration:

mFE) = [ F@edx = 0- [ fEihe™dx = ikF@).

—oco
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Als Anwendung der beiden Ableitungsregeln bestimmen wir die Fourier-
Transformierte der Gaufischen Glockenkurve f: R — R,

fx) = e firallex € R.

Hierzu verwenden wir folgende Charakterisierung der Gaufi-Funktion durch
ihre Differentialgleichung: Fiir f gilt f'(x) = - x f(x). Istnun g: R — R eine wei-
tere Funktion mit g'(x) = - x g(x), so gilt

( g(x) ) _ g - e | -xg®f + xfg _
f(x) ’

() ()
sodass g/f = ¢ = g(0)/£(0) = g(0) und damit g = f g(0). Damit kénnen wir nun den
folgenden Satz beweisen, der die Glockenkurve auszeichnet: Sie reproduziert
sich bei der Fourier-Transformation.

Satz  (Fourier-Transformation der Gaufs-Funktion)
Fiir die Gaufi-Funktion f: R — R, f(x) = exp(- X*/2), gilt

f
V2n .

f =
Beweis

Wegen {’(x) = - x f(x) gilt nach den Ableitungsregeln

FE)Y = -iFxf) = iF(-xf) = iF{E) = iikFE) = -kF({).

Wegen

2 F(0) = f T e 0 gy o \an

—oo

— folgt die Behauptung aus der Voritiberlegung (mit g = F(f)).

Oft wird die Fourier-Transformierte aus Normierungsgriinden mit dem Vor-
faktor 1/V2m statt 1/(2m) definiert. Dann gilt f = f fiir die Gauf3-Funktion.

1r 1

)
)

P A .
f f(k) e dk in der Variablen x fiir p = 2 (links) und p = 3 (rechts)
-p
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Erste Beispiele

Als Einstieg in die Welt der Differentialgleichungen betrachten wir einige
Beispiele, die uns zum Teil schon in Band 1 begegnet sind. Wir fragen nach
Funktionen f, deren Ableitungen eine vorgegebene Gleichung inx, y, v, y” ... er-
filllen, wenn wir ,,y = f(x)“ setzen.

Konvention
Eine Losung f einer Differentialgleichung ist auf einem reellen nichtleeren
Intervall I definiert. Ist nichts anderes gesagt, so ist I = R. Zumeist sind die
Werte von £ reell, zuweilen betrachten wir auch komplexwertige Losungen.

1 y =0

Lisungen: f(x) = a, ae R beliebig.

Keine weiteren Losungen:

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung hatten wir in Band 1
bereits gezeigt, dass keine weiteren Losungen existieren: Jede Funktion
mit Ableitung 0 ist konstant (betrachte f(x;) - f(x;) = {'(p)(x; - x,) fiir p
zwischen x; und x,; aus f'(p) = 0 folgt f(x;) = f(xy)).

@ y' =0

Lisungen: f(x) = ax + b, a,b e R beliebig.

Keine weiteren Lisungen:
Es gelte {” = 0. Dann gilt (f")" = 0. Nach (1) gibt es also ein a mit " = a.
Dann ist (f(x) - ax)" = f'(x) - a = 0. Wieder nach (1) gibt es also ein b mit
f(x) - ax = b. Also ist f(x) = ax + b.

B) y =a,aeR

Lisungen: f(x) = ax + b, b e R beliebig

Keine weiteren Losungen:

Es gelte {” = a. Dann gilt f” = 0. Nach (2) gibt es also a*, b € R mit
f(x) = a*x + b. Wegen f" = a gilta = a*.
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@ y™ =0 nx1

Losungen: f(x) = a,_1x"~" + ... + a;X + 4, 4, ..., a,_1 € R beliebig.

Keine weiteren Losungen.:

Induktion nach n > 1. Den Induktionsanfang n = 1 bildet (1).
Im Induktionsschritt von n nach n + 1 gelte f®*" = 0. Dann gilt f®” = 0,
also existiert ein a mit f® = a. Dann gilt aber

(f(x) LS )<n) 0.

n!
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ay, ..., a,_; mit
n
ax -1 1
f(x) - — = 4, 1X 7 4+ ... + 21X 4+ ag,
n!
sodass
f(x) = a,x" + ... + a5, mit a, = a/n!.

) y® = Tienbix

bkxn+k

k C g
S S a, x, ap € R beliebig,
k<m (k+n)[n] + 2k<n k X k g

Lisungen: t(x) = z

mit der fallenden Potenz (k + n)[™ = (k+ n) ... (k + 2) (k + 1).

Keine weiteren Losungen:

Wie in (4).

(6a) y =cy, ceR

CX

Lisungen: f(x) = ae®, ae R beliebig.

Keine weiteren Losungen:

(.6

Es gelte {” = cf. Dann gilt fiir g auf R mit g(x) = fe”
g = f'(x)e ™ - fx)ce™™ = 0.

Also ist g = a fiir ein a, und damit ist f(x) = ae®*. (In Band 1 hatten wir mit
diesem Argument bereits den Fall ¢ = 1 behandelt.)
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(6b) v = cy, ykomplexwertig,ceC

Losungen: f(x) = de™, de C beliebig.

Keine weiteren Losungen:
Auch komplexwertige f mit f” = (Re(f)’, Im(f)’) = 0 sind konstant. Das
Argument in (6a) bleibt ebenfalls giiltig, da (¢®)" = ce™ furallece C
und die Produktregel gelten.

7)) vy =cy, ¢c>0

Lisungen: f(x) = ae™ + be™, mitw = Vc, a,b e R beliebig.

Keine weiteren Losungen:
Es gelte f” = cf. Dann gilt fiir w = Ve:

wf+ )Y = wt’" + {7 = wif’ + cf = wwf + ),

wf - )Y = wf' - 7 = wf’” — cf -w(wf - 7).

Nach (6a) existieren also a,b € R mit

wix) + f'(x) ae",

be—WX

wi(x) - f'(x)

Addition der beiden Identititen und Division durch 2w # 0 zeigt, dass

fx) = 2 em g P e
2w 2w

Also hat f die gewiinschte Form.

Alternative Darstellung der Losungen:

f(x) = acosh(wx) + bsinh(wx), a,be R beliebig.

Fiir den Kosinus und Sinus Hyperbolicus

cosh(x) = ere , sinh(x) = e-e , xeR,

2 2
gilt cosh” = sinh und sinh” = cosh, sodass wir die Losungen von (7) auch als
Linearkombinationen von cosh(wx) und sinh(wx) darstellen konnen.
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® y ' =-cy, ¢c>0

Lisungen: f(x) = acos(wx) + bsin(wx), mitw = Vc, a,b € R beliebig.

Keine weiteren Losungen:
Es gelte f” = - cf. Dann gilt fiirw = Vc:

(wf + ) = iwf’ - cf = iw(@wf + '),

(wf - ') = iwf" + cf = —iw(iwf - {").

Nach (6b) existieren also d;,d, € C mit

iwfx) + f'(x) = die’™, iwflx) - f'(x) = dye ™
Da f reellwertig ist, gilt also

1
21w

f(X) = ﬁ (dl eiWX + dZ e—iWX) - RC( (dl eiwx + dz e—iwx)).

Wegen ¢ = cos(wx) + i sin(wx), e = cos(wx) — i sin(wx) hat der

"Term rechts die Form a cos(wx) + bsin(wx) fiir gewisse a,b € R.

Alternative Darstellung der Lisungen.:

f(x) = acos(wx +xg), w=Vc, a>0, xy€ R beliebig (Beweis als Ubung).

9 v =gk, g:1 — Rstetig.

X
Lisungen: f(x) = f gty dt + ¢, xgel, ce R beliebig.

Xo
Keine weiteren Losungen:

Giltf’ = g, so ist f eine Stammfunktionen von g.

(10) vy = - y/x, x>0.

Lisungen: f(x) = 2 firx > 0, ae Rbeliebig.
X
Keine weiteren Losungen.:
Seif:]0, e[ — Rmitf’(x) = -f(x)/x. Dann gilt fiir alle x>0
f®x) = f'Xx + fx) = -fx + fx) = 0.

Also existiert ein a mit f(x)x = a, d. h., es gilt f(x) = a/x fiir alle x> 0.
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Differentialgleichungen und Anfangswertprobleme

Wir prizisieren nun die Problemstellung. Dabei betrachten wir zunichst nur
reell- oder komplexwertige Funktionen. Spiter werden wir auch vektorwertige
Funktionen zulassen.

Definition (Differentialgleichung erster Ordnung)
Fiir P c R’ und eine stetige Funktion ¢ : P — R nennt man den Ausdruck

Y, = (P(X, Y)

eine (gewdbnliche reelle) Differentialgleichung erster Ordnung. Eine Lisung der
Differentialgleichung y" = ¢(x, y) ist eine auf einem reellen nichttrivialen
Intervall I definierte Funktion f: I — R mit der Eigenschaft:

f'(x) = ok, f(x)) firallexel.

Istf:I — Reine Losung, soist ¢(x, f(x)) fiir alle x € I definiert. Der Graph der
Losung ist also eine Teilmenge des Definitionsbereichs P von ¢. Ist etwa P ein
Rechteck [a, b] x [c, d], so haben Losungen die Form f: I — [¢, d]. Man strebt
natiirlich I = [a, b] an, wir werden aber sehen, dass Losungen nicht immer auf
[a, b] definiert werden kénnen.

In analoger Weise werden komplexwertige Differentialgleichungen definiert. Die
Funktion @isthiervonder Form ¢ : P — C,P c Rx C. Losungen haben nun die
Formf:1 — C, wobei I nach wie vor ein reelles Intervall ist.

Der Zusatz ,erster Ordnung” zeigt an, dass nur erste Ableitungen im Spiel
sind. Allgemeiner kann man Differentialgleichungen hoherer Ordnung betrach-

ten, bei denen Ableitungen y’, v, v, ..., y® auftauchen kénnen:

Definition (Differentialgleichung hiberer Ordnung)
Firn>1,P c RxR" und ein stetiges ¢ : P — R nennt man den Ausdruck

v o= 0y Yy ey )
eine (gewobnliche reelle) Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine Losung
dieser Differentialgleichung ist eine Funktion f: I — R mit

V%) = ok, {(x), f'x), ..., f" V) firallexel

Die Bezeichnung ,,gewohnlich“ deutet darauf hin, dass unsere Losungen nur
von einer Variablen x abhingen. Allgemeiner kann man partielle Differentialglei-
chungen betrachten, bei denen Ableitungen dy, ..., 9, involviert sind.

Die Differentialgleichung ,,y" = y* wird genau durch f: R — R mit f(x) = ce’,
c € R beliebig, gelost. Erst durch eine Forderung wie ,,y(0) = 1“ wird die Lésung
eindeutig. Differendalgleichungen mit derartigen Zusatzbedingungen nennt
man Anfangswertprobleme:
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Definition (Anfangswertproblem)
Ein Anfangswertproblem (kurz AWP) erster Ordnung hat die Form

Y = okxy), y&x) = o

Eine Losung ist eine Losung f: I — Rvony’ = ¢(x, y) mit {(x,) = yj.
Analog hat ein Anfangswertproblem n-ter Ordnung die Form

v = e Yy, v®0) = Yo, Y0 = Vi oo YO P0) = Vot

und eine Losung dieses AWP ist eine Losung der Differentialgleichung mit
fxo) = yo, £(0) = y1, - £O7V0x0) = yuii-

Bei einem Anfangswertproblem ist (xg, o, --., yu_1) €in Element des Definiti-
onsbereichs von @ und fiir Losungen f: 1 — R muss insbesondere x, € I gelten.
Natiirliche Fragen sind nun:

Unter welchen Bedingungen existiert eine Losung? Wann ist eine Lisung ein-
deutig bestimmt? Wie findet man eine Losung? Welche globalen Eigenschaften
baben die Losungen der Differentialgleichung?

Bevor wir einigen dieser Fragen nachgehen, betrachten wir:
Physikalische Motivation

Differentialgleichungen sind uns aufgrund des Newtonschen Gesetzes
»Kraft = Masse mal Beschleunigung®

seit der Schule bekannt. Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich zur
Zeitte Ram Ortx(t) € R’ befindet. Auf das Teilchen wirkt ein Kraftvektor F, der
im Allgemeinen von der Zeit t € R, dem zugehérigen Ort x(t) € R’ und der zuge-
horigen Geschwindigkeit v(t) = x(t) € R’ des Teilchens abhingt. Befindet sich das
Teilchen zur Anfangszeit t, am Anfangsort x, € R® mit Anfangsgeschwindigkeit
vo € R?, so erfiillt die Ortskurve x(t) die Differentialgleichung

m X(t) = F(t: X(t)7 X(t))
und zudem die Anfangswertbedingung

x(t)) = X, X(t) = v

Dabei verwenden wir wie in diesem Kontext tiblich die Newzonsche Punktnotation
fiir die erste und zweite Zeitableitung x(t) bzw. X(t) der Ortskurve.

Die Aufgabe besteht darin, eine Funktion x(t) mit x(ty) = xo und x(t) = vq zu fin-
den, deren mit der Masse m multiplizierte zweite Zeitableitung fiir alle t der Vek-
tor F(t, x(t), X(t)) ist. Hat man x(t) gefunden, so kann man vorhersagen, wie sich
das Teilchen in Zukunft bewegen wird, und zuriickverfolgen, wie sich das Teil-
chen in der Vergangenheit bewegt hat. Wir kommen auf diese ,,dynamische In-
terpretation” einer Differentialgleichung spiter noch einmal zuriick.
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Das Richtungsfeld

Eine Differentialgleichung erster Ordnung
Y = oy, ¢:P > R, PcR

gibt fiir jeden Punkt (x, y) € P eine Steigung ¢(x, y) € R vor. Losungen sind Funk-
tionenf:I — R, dieinallen x e I die Steigung @(x, f(x)) besitzen. Diese Situation
ldsst sich sehr ansprechend visualisieren. Wir versehen hierzu P mit einem hin-
reichend feinen Punktgitter, und fiir jeden Punkt (x, y) des Gitters zeichnen wir
ein Geradenstiick durch (x, y), das die Steigung ¢(x, y) besitzt. Dann verlduft der
Graph einer Losung vony’ = @(x, y) entlang dieser Geradenstiicke, d. h., die Ge-
radenstiicke, die den Graphen von f beriihren, sind Tangentenstiicke der Funk-
tion.
Wir betrachten zwei Beispiele.
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Visualisierung der Differentialgleichung
y = y/2 + ¥4, x,yeR

Gezeigt ist zudem die Losung

f) = &7 - x2 - 1, xeR,

des zugehorigen AWP mit ,,y(0) = 0“. Wir werden unten sehen, wie diese

Losung gefunden werden kann.
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Visualisierung der Differentialgleichung
(xy?)/100, x,yeR.

Das zugehorige AWP mit ,,y(0) = -10“ wird durch

fx) = -200/(x* +20), xe R,

gelost. Auch hierzu werden wir ein Losungsverfahren kennenlernen.

Statt der Geradenstiicke kénnen wir gleichwertig auch Richtungsvektoren
verwenden, sodass ein zweidimensionales Vektorfeld auf P entsteht. Diese Uber-
legungen motivieren die folgende Definition.

Definition (Richtungsfeld)
Seiy’ = o(x, y) ¢: P — R, eine Differentialgleichung. Dann heifit das
Vektorfeld ¢* : P — R’ mit

*(x = M fiir alle x R
VoY = T ew ] rallenye

das (normierte) Richtungsfeld der Differentialgleichung.

Zeichnen wir Richtungsfelder oder verwandte Visualisierungen, so sehen wir
die Losungen der Differentialgleichung niherungsweise vor Augen. Manchmal
kann man die Losungen so bereits erraten, aber auch wenn dies nicht moglich ist,
gibt uns die graphische Darstellung oft wertvolle Informationen, zum Beispiel
iiber den Definitionsbereich eines Anfangswertproblems oder iiber das Limes-
verhalten der Losungen.
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Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten einfach gebaute Differentialgleichungen, deren Losungen wir
relativ einfach bestimmen koénnen. Zu den einfachsten Typen zihlen:

Definition (lineare Differentialgleichung, homogen, inbomogen)
Eine Differentialgleichung heifit /inear, wenn sie von der Form

Y = 0@y + y(x)
ist, mit Funktionen @,y : I — R auf einem reellen Intervall I. Ist y = 0, so

heifit die Differentialgleichung homogen. Andernfalls heifit sie inhomogen.

Die homogenen linearen Differentialgleichungen ,,y’ = cy*“ mit einer Konstan-
ten ¢ haben wir oben schon untersucht. Eine Verallgemeinerung der dortigen
Argumentation liefert den folgenden Satz.

Satz  (Losungen bomogener linearer Differentialgleichungen)
Fiir ein stetiges ¢ : I — R und (xg, yo) € I X R hat das AWP

y, = (p(X) Y Y(Xo) = Yo,

die eindeutige Losung f: I — R mit

fx) = yo exp( f o(t) dt) firallexe .

X0

Beweis
Die Funktion f existiert aufgrund der Stetigkeit von . Es gilt

fo) = yo exp( [ 00 de) = yoe’ = 3o
P00 = vo exp( [ " o0 dt) o) = o) f(x) firallexel

X0

Also ist f eine Losung. Sei nun g eine weitere Losung, sodass g’ = ¢ g.
Weiter sei f; die eben konstruierte Losung des AWP

Vv = o™y, ylx) = 1.
Dann gllt YO fo = f, f() > O und

(i)' _ osf - gofy _
fo fé

Also gibt es ein ¢ mit g = cf. Wegen g(x,) = yo und f;(x) = 1 ist ¢ = y, und
— damitg = yofy = f.
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Beispiele
Wir betrachten das homogene lineare AWP
y = l, x>0, y(1) = c
X
Hier ist @(x) = 1/x fiir x > 0. Die eindeutige Losung ist f: ]0, e[ — R mit

fx) = cexp(J‘IX% dt) = cexp(logl) -log(1)) = cx

Analog hat das AWP
y’ = - L’ X>Oa Y(l) =6
X

die eindeutige Losung £: ]0, o[ — R mit

fx) = ¢ exp(fI

X c

- % dt) = cexp(-log(x) +log(1)) = —-

Fir inhomogene Systeme gilt:

Satz  (Losungen inhomogener linearer Differentialgleichungen)
Fiir stetige @,y : I — R und (xo, yo) € I x R hat das AWP

Y = 0®y + ¥, y) = o,

die eindeutige Losung f: I — R mit

fx) = f)(x) (Yo + fx ;Ug dt) fiirallex eI,
X 0

wobei fy: I — ]0, o[ die Losung des AWP .y’ = ¢(x)y, y(xq) = 1“ ist.

Beweis
Es gilt f(xq) = fo(xo) (yo + 0) = yo. Nach der Produktregel und f" = ¢ f; gilt:

f 0 f
" = ff — +f) = = ofy — = of .
0 fO + I fO 0 fO + Y + .

Ist nun g eine weitere Losung des AWP, so sei h = g/f;. Dann gilt
ofh + v = gg+y = ¢ = (BhY = ofh + 1,

sodass h’ = y/f; (auch die Quotientenregel zeigt dies). Damit gibt es ein ¢ mit

X
e =c + [ VO g firallexe I
X0 fo(t)

— Wegen h(xq) = g(xg) = yg ist ¢ = y,. Also ist g = foh die Losung f.
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Beispiel
Wir betrachten das AWP
y = Xzy + ex3/3, xeR, x =0, yp = L.

Das zugehorige homogene AWP hat die Losung f; : R — R mit

fox) = 1 exp(fo t! dt) = e

Damit gilt fiir die Losung f: R — R des inhomogenen AWP:

f) = fo(x)<y0 N OX ;"8 dt) _
0

X e

ex3/3(1 _,_f e}/} dt) - e"%(l + x) fiir alle x € R.
0 t

Die Losungsformel des Satzes kann man wie folgt finden:

Variation der Konstanten
Sei fj die Losung von ,,y" = @y, y(x¢) = 1. Eine noch unbekannte Losung f
von .y = @y +V, y(Xg) = yo“ schreiben wir in der Form

f = fy-hy mit h:I = R (dies ist moglich, da fy(x) # 0 fiir alle x € I).

Dann gilt h” = y/f;, woraus sich die Formeln fiir h und f ergeben. Im Ansatz
»f = fo h“ wird f; nicht mit einer Konstanten multipliziert (dies liefert die
Loésungen der homogenen Differentialgleichung), sondern mit einer
Funkdon h, die multiplikative Konstante ,variiert” also mit x.

Zusammenfassung
Gegeben sei die lineare Differentialgleichung

’

Y = ¢®y + yx), mit g y:I — R.

Sei®: 1 — R eine Stammfunktion von ¢. Dann sind die Funktionen
ce®, ceR,

die Losungen der homogenen Gleichung v’ = ¢(x)y, und die Funktionen
f +ce® celR,

sind die Losungen der inhomogenen Gleichung, wobei f eine spezielle

Losung der inhomogenen Gleichung ist. f kann definiert werden durch

X
flx) = ® f % dt fiirallexe I, wobeixg € I beliebig.

X) €
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Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Definition (getrennte Variablen)

Eine

4

y =

Differentialgleichung hat getrennte Variablen, wenn sie von der Form

o) y(y)

ist, mit Funktionen ¢ : I — R, y:] — R auf reellen Intervallen I, J,

w(y)

#0firalleyeJ.

Die Bedingung ,,y(y) # 0“ ist fiir die reine Losbarkeit einer Differentialglei-
chung mit getrennten Variablen keine Einschrinkung, denn ist y(yq) = 0 fiir ein
Vo, S0 ist f = y, eine Losung von ,y" = ¢(x) y(y)“. Die Nullstellenfreiheit von y
fithrt dazu, dass wir sorglos durch y dividieren kdnnen - was wir nutzen werden.

Ist v die Identitit, so liegt eine homogene lineare Differentialgleichung vor,
die wir bereits 16sen konnen. Bemerkenswerterweise lisst sich ein allgemeines
Losungsverfahren aber auch fiir eine beliebige Multiplikationsfunktion y ange-

ben. Wi

r motivieren dieses Verfahren durch einen heuristischen Ansatz.

Formales Losungsverfahren fiir getrennte Variablen

D

@)

3
)

Mit ,,y" = dy/dx“ lasst sich das AWP
Y = 0@ W(y), yo) = Yo

in der folgenden Form schreiben:

L dy = o(x) dx, y(x0) = ¥o.
w(y)

Integrieren liefert:

f b dy = f ¢(x) dx (modulo einer Konstanten),
w(y)

oder, mit Beriicksichtigung der Anfangswertbedingung,

fyy \IIES) ds = f: o(t) dt

Wir bestimmen die bestimmten Integrale in (2).

Wir 16sen die durch (3) entstehende Gleichung nach y auf. Wir erhal-
ten ,,y = f(x)“. Die Funktion f 3st auf einem geeigneten x, enthalten-
den Intervall das AWP.

Das genaue Ergebnis lautet:
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Satz  (Losungen von Differentialgleichungen mit getrennten Variablen)
Seien:1 — R, y:] — Rstetig, y(y) # 0 fiir alle y, und sei (x, yo) € I x J.
Weiter seien ®:1 — Rund W: ] — R definiert durch

X y
D(x) = f o) dt firallexel, Y(y) = f % ds furalleye J.
X0 Yo

Es gelte ®[I] < W[ ]J]. Dann hat das AWP

Y = o) ¥(y), yxo) = yo
genau eine Losung f: I — ], und es gilt

f=¥low

Beweis
Wegen y(y) # 0 fiir alle y gilt y > 0 oder y < 0. Folglich ist ¥ streng
monoton steigend oder streng monoton fallend, und damit existiert ¥~
Wegen W’ = 1/y ist ¥ stetig differenzierbar und damit ist, nach der
Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion, ¥~! stetig differenzierbar mit

S

poyp-!

Wegen ®[I] c ¥[]J] konnen wir also definieren:
f=v'om

Dann ist f eine Losung des AWP, da f(x,) = ¥7'(0) = y, und

. i _ ¢
Yoy lod (1) f

= ¢-(yef).

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei g: I — J eine Losung des AWP.
Dann gilt g" = ¢ (y © g), sodass

O
—= = o(t) dt.
on W(g(t)) J;o

Mit der Substitution ,,s = g(t) wird dies zu

gx 1 x
ds = o(t) dt.
fg(xo) W(s) on

Wegen g(xo) = vy gilt also ¥(g(x)) = ©(x) fur alle x € I nach Definition von
¥ und ®. Also gilt ¥ o g = ® und damit

—g=Y'od = f
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Die Bedingung ,,®[1] ¢ ¥[]J ]“ kann durch Verkleinern von I immer erreicht
werden. Man erhilt dann eine eindeutige Losung f auf einem x, enthaltenden
Teilintervall von I.

Der Beweis ist durch seine Kombination elementarer Methoden der Differen-
tialrechnung attraktiv, aber der Leser wird das obige formale Verfahren schitzen,
wenn Differentialgleichungen mit getrennten Variablen per Hand zu 16sen sind.
Wir betrachten hierzu zwei Beispiele.

Beispiel 1
Das homogene lineare AWP

vV = ¢®y, xel, y>0, y(x) = yo

kénnen wir auch als AWP mit getrennten Variablen ansehen:

© L dy - oW d.
y

) fyy % ds = fX o(v) dt.

Xo

(3) log(y) - log(yy) = ®(x), mit

Ox) = f et dt firallexel,

Xo

@ y = elogo) + ) _ Vo &P

Damit erhalten wir die von einem homogenen linearen AWP bekannte
Losung. Das AWP mit ,,y < 0“ wird analog behandelt.

Beispiel 2
Wir betrachten das AWP

y = %7 XGR: Y>07 Y(XO) = Yo

Das Losungsverfahren verlduft wie folgt:

(1) ydy = xdx
) fys ds = fxt dt.
Yo X0
22 &2 _ xl2
G vy = TN - L)

2 2

4 y=Vx +y) -x; (wegeny>0kénnen wir ,—“ ausschliefien).
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Wir erhalten eine eindeutige Losung f mit f(x) = \/x* + y¢ - x§ auf
R, Jalls yo > x|,

]a, o[ falls yo < |x0], X0 > 0,

]=ee, —a[ falls yo < |x0[, %o <0,

wobei im zweiten und dritten Fall a = V/x§ - y§ < |x].

Die Bedingung ,,®(I) ¢ ¥(J)“ und die dadurch manchmal notwendige
Verkleinerung von I erklirt diese Unterscheidung. Denn es gilt

WL10,00[] = 1-y/2, =,
O[R] = ]-x4/2, =],
@[ ]b,oo[] = ®[]-co, -b[] = ](b* -x3)/2, o[ fiiralleb>0,

woraus sich die Fallunterscheidung ergibt.

Das AWP des zweiten Beispiels illustriert, dass bei gleicher Differentialglei-
chung ein Anfangswertproblem manchmal schwieriger zu l6sen sein kann als ein
anderes. Weiter kann der maximale Definitionsbereich einer Losung von den
Anfangswerten abhingen. Das folgende Diagramm fasst die Situation noch ein-
mal zusammen.
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-6 -4 -2 0 2 4 6

Visualisierung der Differentialgleichung
y = xfy, xeR, y>0.
Das AWP mit ,,y(0) = 1“ wird gelost durch f(x) = Vi +1, xe R.

Fiir ,,y(2) = 1“ erhalten wir die Losung g(x) = Vx’ - 3, x > V3.
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Die Differentialgleichung y” = ¢(y)

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung

y' = 0k yY)
ist besonders einfach, wenn die rechte Seite nur von einer der drei Variablen
abhingt. Zwei der drei moglichen Fille sind leicht zu behandeln: Ist y” = ¢(x)
(erster Fall), so erhalten wir Losungen f mit f”(x) = ¢(x) durch zweimaliges In-
tegrieren von @(x). Ist y” = ¢(y’) (zweiter Fall), so gilt z" = ¢(z) fiir z = y". Ist also
f eine Losung der Differentialgleichung 2" = ¢(z) erster Ordnung und F eine
Stammfunktion von f, so ist F eine Losung von y” = ¢(y").

Interessanter ist y” = ¢(y) (dritter Fall) oder gleichwertig

) ¥y -0y = 0.

Wir nehmen an, dass ¢ eine stetige Funktion der Form ¢ : ] — R mit einem
Intervall J ist. Gesucht sind auf einem moglichst grofien Intervall I definierte
Funktionen f : I — J mit f”(x) = @(f(x)) fiir alle x € L.

Um Lésungen zu finden, multiplizieren wir die Gleichung mity’. Dies liefert

V®Y® - oy®))y® = 0.

Die Summanden liegen nun in ,nachdifferenzierter Form* vor, sodass

4 y'(z")z - o) = 0,

wobei @ eine Stammfunktion von - @ ist. Wir kénnen also unsere Differential-
gleichung in der Form

,2

y @ _
5 + D(y) c

schreiben, mit einer Konstanten c, die den Charakter eines freien Parameters be-
sitzt. Umformen ergibt

++) ¥V = V2 - D).

Damit haben wir das Problem zweiter Ordnung auf eine Differentialgleichung
erster Ordnung zuriickgefiihrt. Jede Losung von (++), fiir irgendein Vorzeichen
und irgendein c € R, ist eine Losung von (+). (Dies ldsst sich auch durch Ableiten
der rechten Seite einsehen, wobei mit 2 ¢(y)y’ nachdifferenziert wird.) Zudem ist
(++) eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen, deren x-Faktor kon-
stant gleich 1 ist. Damit kénnen wir das Losungsverfahren fiir getrennte Variab-
len anwenden. Genauer liefert unser Satz tiber die Losungen von Anfangswert-
problemen mit getrennten Variablen das folgende Ergebnis:
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Satz  (Losungen vony” = ¢(y))
Seien ¢ : ] — Rstetig, yo€ Jund ®: ] — R die Integralfunktion von -¢
zum Startwert yg, d. h.

y
D(y) = - f @) du firalleyeJ.
Yo

Weiter sei c € R mit @(y) < cfirralley € Jund ¥: J — R definiert durch

Y(y) = = fyd—s
vo V2(c - @)

mit einem fiir das Folgende fest gewihlten Vorzeichen. Sei nun I ein Inter-
vall und x, € I derart, dass x — x, € W[ J] fiir alle x € I. Dann hat das AWP

y = =V - O), yko) =
die eindeutige Losung f : I — R mit

fx) = ¥'(x - x) fiirallexel.

firalleye J,

Die Funktion f ist weiter die eindeutige Losung des AWP

”

y = (P(Y)a y(X()) = Yo, y,(Xo) =+V2c.

Die Differentialgleichung y” = ¢(y) ist in der mathematischen Physik in der
dynamischen Version X(t) = F(x(t)) von grofier Bedeutung. Wir werden darauf
spiter noch zuriickkommen.

Beispiel
Wir betrachten das AWP
V& =y y0) = 0, y0) = 1.

Mit positivem Vorzeichen gilt mit den obigen Bezeichnungen:

Xo =0, yo =0, ¢ =vy(x)/2 = 1/2,

®@y) = -y/2 < c firalleye ] = R,
y ds .
Y(y) = = arsinh(y) fiiralleye J.
Y fO V2(c - O(s)) fO V1 + s Y Y

Alsoistf: R — R mit

et — e

fx) = Y'(x-x) = sinh(x) = firallexe R

die eindeutige Losung des AWP. Damit haben wir die in den einfithrenden
Beispielen angegebene Losung analytisch gefunden.
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Differentialgleichungen y” = @(y) lassen sich nur in Ausnahmefillen einfach
16sen. Oft ist die Bestimmung einer Stammfunktion ®(y) von ¢(y) noch leicht
moglich, die Berechnung des Integrals W(y) dagegen schwierig. Das folgende
Beispiel zeigt, dass die Reduktion auf ein Problem erster Ordnung dennoch ge-
winnbringend ist.

Beispiel
Wir betrachten das AWP

v =y, y(0) =0, y0) = L

Mitxy =0,y =0, c y’(XO)Z/Z = 1/2 und positivem Vorzeichen gilt

y
O(y) = _fo vdu = —y/3 < ¢ firalleyeJ = ]-V3/2, ],

¥(y)

y ds
— = firalleye].
fo V1 + 273

Das Integral ist innerhalb der elementaren Funktionen nicht 1osbar (es ist
ein elliptisches Integral, vgl. den Exkurs). Das zugeordnete dquivalente
Problem erster Ordnung lautet

y = V1 +2y/3, y(0) = 0.

Wir kénnen ein Richtungsfeld zeichnen und so die Losung des AWP visua-
lisieren. Das Diagramm zeigt zudem die numerisch bestimmte Losung.
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Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Unsere bisher betrachteten Anfangswertprobleme hatten eine eindeutige L6-
sung. Dass ein Anfangswertproblem sogar tiberabzihlbar viele Losungen besit-
zen kann, zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 4
Wir betrachten das AWP

Y = 2\ly, y20, xeR, y(0) = 0.

Eine Losung des AWR ist die Null-
funktion f = 0 auf R. Firalleae R
istaberauch f, : R — [0, [ eine
Losung des AWP, wobei |

(x - a)’ fiir x = a,
bl = { 0 fiir x < a. 0

w
T

R i

o
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Die Wurzelfunktion auf einem Intervall [0, b] ist, wie wir wissen, stetig, aber
nicht Lipschitz-stetig. In der Tat spielt der Begrift der Lipschitz-Stetigkeitin der
Theorie der Differentialgleichungen eine Schliisselrolle. Die Lipschitz-Stetig-
keitvon @ in der Variableny fithrt zur eindeutigen Losbarkeit eines Anfangswert-
problems fiir @. Genauer geniigt eine lokale Version:

Definition (lokale Lipschitz-Stetigkeit in der y-Variablen)
Eine Funktion@: P — R, P ¢ R’ offen, heifit lokal Lipschitz-stetig in der
zweiten Variablen, wenn fiir alle p € P eine Umgebung U P von p und ein
L > 0 existiert mit

|(p(X, yl) - (p(X, Y2)| <L |Y1 -7 | ﬁir alle (X7 yl): (X’ Yz) e U.

Wir haben schon in der Analysis 1 gesehen, dass die stetige Differenzierbarkeit
einer auf einem kompakten Intervall definierten Funktion die Lipschitz-Stetig-
keit nach sich zieht. Dies gilt auch fiir die lokale Version:

Satz  (Lipschitz-Stetigkeit bei stetiger Differenzierbarkeit)
Sei ¢: P — R, P c R’ offen, stetig. Weiter sei die partielle Ableitung dy
stetig. Dann ist ¢ lokal Lipschitz-stetig in y.

Damit ist die lokale Lipschitz-Stetigkeit fir viele Funktionen ¢ erfiillt und
auch relativ einfach zu tiberpriifen.

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir nun einen grofien Satz der Theorie for-
mulieren und beweisen.
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Satz  (Existenz und Eindeutigkeitssatz)
Sei@:P — R, P c R’ offen, stetig und lokal Lipschitz-stetig in y. Weiter
sei (Xo, yo) € P. Dann besitzt das AWP

Y = 0x,y), y(X) = yo

eine eindeutige maximale Losung f: ] — R, d.h,, f ist eine Lsung des
AWP, und fiir jede Losung g: I — R des AWP gilt] c Jund g=1|1.

Beweis
Eindeutigkeit der Losung auf einem Intervall

Seien f, g: I — R Losungen des AWP mit f # g. Wir nehmen an,
dass es ein x > x, gibt mit f(x) # g(x). (Andernfalls ist f(x) # g(x) fiir ein
X < xp und wir argumentieren analog.) Da f und g stetig sind, existiert

x* = max{x > xq | f(t)

g(t) furallexy <t<x}.

Xo x* b

Sei nun U ¢ P eine Umgebung von p = (x*, f(x*)) = (x*, g(x*)), in der ¢
Lipschitz-stetig in y mit einer Konstanten L > 0 ist. Weiter sei b > x*
derart, dass die Graphen von f | [x*, b] und g | [x*, b] Teilmengen von
U sind. Dann gilt fiir alle x € [x*, b]:

If'®) - g®] = |ok f(x) - ok gx)| < LIfx) - g&].
Seih:[x*, b] — R definiert durch h = (f - g)>. Dann ist

h = 2(f-g(f"-¢g) < 2L |f-g| |[f-g| = 2Lh.

Damit gilt fur alle x € [x*, b]:

(he?™y = Re?™ - 2Lhe™ = e ?™@W-2Lh) < 0.

Also ist he > monoton fallend in [x*, b]. Wegen h(x*) = 0 und e™*"* > 0
folgt hieraus, dass h < 0. Nach Definition von h ist aber h > 0. Also ist
h = 0 und damit f(x) = g(x) auf [x*, b], imz Widerspruch zur Wahl von x*.
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Beweis der Maximierbarkeit des Definitionsintervalls einer Lisung
Wir nehmen an, dass das AWP l6sbar ist und definieren f : ] — R durch

J = U{I|esgibteine Losungg:I — R des AWP },
f(x) = g(x), wobeig:I — R eine Losung des AWP mitx € Tist.

Da alle I den Punkt x, enthalten, ist ] ein Intervall und es gilt x, € J.
Nach der bereits gezeigten Eindeutigkeit ist f wohldefiniert, und nach
Konstruktion ist f eine maximale Losung des AWP.

Beweis der Existenz einer Losung (Picard-Lindelof-Verfabren)

Fiir ein nichttriviales Intervall I mit x; € I ist eine differenzierbare
Funktion f: I — R genau dann eine Losung des AWP, wenn

+) fx) = yo + f X(p(t, f(t)) dt fiirallexe L.

Wir zeigen, dass fiir ein hinreichend kleines kompaktes Intervall I # {x}
und ein abgeschlossenes nichtleeres

A c @ = {f]f:1— Rstetig}
die Abbildung T: A — A mit
TEE) = y + f o(t, f(0) dt firallexel

Xo

eine Kontraktion ist, wobei wir den Raum %; mit der Supremumsnorm
versehen. Dies geniigt. Denn da A abgeschlossen ist, ist A mit der
induzierten Metrik vollstindig. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert also ein {* € A mit

Tf* = f*.
Nach (+)istf*: I — R eine Losung des AWP.

Zur Definition von I und A seien 8 >0, L >0 und s > max(6L, 1) derart,
dass

(@ R =[x-8,x+98] X [yo-8,y0-8] < P,
(b) 19k y1) - 0 y2)| < Ly - y| firalle (x,y1), xy2) €R,
© loty)| <s firalle(xy)eR.

Wir setzen nun:

o
€ = < I=[x-&x+¢e], A={feCy]||f-yl <3}
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¢(x, y) ist Lipschitz-stetig in y in

Yordp einer Umgebung U von (xy, y)
mit einer Konstanten L. Weiter
ist R € U und @(x, y) beschrinkt

yor auf R durch s fiir eine hinreichend
grof} gewihlte Schranke s. Dann
5 definiert € = 8/s eine Menge A von
Yo—O[

stetigen Funktionen, auf der T

eine Kontraktion ist.

X0—-0 Xp—€ Xg Xo+€ Xo+9O

Die Menge A ist nichtleer und abgeschlossen. Weiter ist T(f) € A fur
alle fe A, denn

X X
ITE - yoll = | [ owfo)diler < || sdefer = es = 8.
X0 Xo
Damitgilt T: A — A. Schliefilich ist T eine Kontraktion, denn fiir alle
f,ge Agilt
X
176 - T@l = || [ o ) - o, g®) de [l <
X0

L[ 160 - g deller <

LS
Lellf-gll = — lIf-gl
- mit 1.8/s < 1 nach Wahl von s.

Der Existenzbeweis von Picard-Lindel6f liefert ein Verfahren zur Losung von
Differentialgleichungen, die die Voraussetzung des Satzes erfiillen. Wir starten
mit der konstanten Funktion fj = y, auf I und definieren rekursiv

f,,1 = T(f,) furallen.

Dann ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt

f* = lim, f, (gleichmiBig)

von T die eindeutige Losung des AWP auf dem Intervall I.
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Beispiele
(1) Wir betrachten das AWP

y = x+vy y0) =0.

Raten oder Anwendung des Losungsverfahrens fiir lineare Differen-
tialgleichungen liefert die Losung f: R — R mit

fx) = e -1 - x firallexeR.

Wenden wir das Verfahren von Picard-Lindel6f fir o(x, y) = x + v,
I = Rund f; = 0 an, so erhalten wir:

S}

fix) = f0t+0dt = XT’

X t2 XZ X3

f = t+ — dt = — + =—,

W= [ S = 2
X 2 3 2 3 4

Gx) = e — & Sode = 20X X uw
0 2 6 2 6 2

Die Funktionen f; sind Partialsummen der Potenzreihenentwicklung

der Losung f.

L |-

L | -
4 |
L

2, | -
/

07 - e
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2 4

Die Losung f des AWP y" = x + vy, y(0) = 0, und einige Funktionen

der zugehorigen Picard-Lindelof-Iteration.



426

@)

(€)

5. Abschnitt Gewdhnliche Differentialgleichungen

Das AWP
y = 2\[}7, y 20, y0) =0

ist nicht lokal Lipschitz-stetig in y. Wenden wir das Picard-Lindel6f-
Verfahren fiir o(x, y) = \/§, =R, f; = 0 dennoch an, so erhalten wir

X
fl(x)=0+f\f0dt=o
0
und allgemeiner f;(x) = 0 fiir alle n. Es wird also die triviale Losung
gefunden, die Losungen f, mit
f,(x) =0 firx <a, f,(x) = (x-a) firx>a

bleiben unentdeckt.

Gegeben sei nun das AWP

’

y = sin(xy), y(0) = 1.

Das Picard-Lindel6f-Verfahren fiir ¢(x, y) = sin(xy), I = R und
fy = 1 liefert

£ = 1 + fox sin() dt = 2 - cos(x),

HGx) = 1 + fox sin(2t - tcos(t)) dt.

Das letzte Integral ist nicht mehr elementar 1sbar, f; und die weiteren
Iterationen miissen numerisch bestimmt werden.

[P T N
IREEREEEs

Die numerisch bestimmte Losung f des AWP y’ = sin(x y), y(0) = 1, sowie die

Funktionen fy, f; und (numerisch bestimmt) f, der Picard-Lindelof-Iteration.
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Systeme von Differentialgleichungen

In der Mathematik betrachtet man oft nicht nur eine Gleichung, sondern ein
System von Gleichungen, der Leser denke an die linearen Gleichungssysteme
der Linearen Algebra. Dies gilt auch fir Differentialgleichungen.

Definition (Systern von Differentialgleichungen)
Fiir P c R x R" und ein stetiges ¢ : P — R" nennt man den Ausdruck

y = oy)

oder ausfiihrlicher

i’ = @&y, 0 ¥n)
v2?' = ¢y, e Vi)

4

Vn = (pn(X, D ATIRERT) Yn)
ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Eine Losung der Differentialgleichung y” = @(x, y) ist eine auf einem reellen
nichttrivialen Intervall I definierte Funktion f: I — R" mit

f'x) = o, f(x)) furallexel, d.h., firallexeIgilt
fl,(X) = (PI(X, f1 (X)’ R fn(X))

fn,(X) (Pn(X’ f1 (X), ceey fn(X))
Ein Anfangswertproblem fir das System hat die Form

’

y = oky), ylx) = yo mit (x,yp)€P
und eine Losung des AWP ist eine Losung f von y” = ¢(x, y) mit f(xg) = yp.

Eine Losung f : I — R" eines n-dimensionalen Systems

’

y = (P(Xa Y)
besteht also aus n Komponentenfunktionen
fl, ""fn : I — R

Die Variablen sind gekoppelt, f;’(x) hingt in der Regel nicht nur von x und f; (x),
sondern auch von f,(x), ..., f,(x) ab usw. Die Variable x ist nach wie vor eindimen-
sional.
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Beispiel
Das zweidimensionale AWP
V= G-y %yL2€R, x =0,y = (0, 1).
wird durch f : R — R? mit f(x) = (sin(x), cos(x)) gelost, da
f(0) = (in(0), cos(0)) = (0, 1), f'(x) = (cos(x), -sin(x)) = (£(x), - f;(x)).

Mehrdimensionale Systeme sind niitzlich, um eindimensionale Differential-
gleichungen héherer Ordnung zu behandeln. Der Paradefall ist:

Ubersetzung von 1-2 nach 2-1
Ein eindimensionales AWP zweiter Ordnung hat die Form

Y” = (p(X7 Y yl)a y(XO) = a, Y'(Xo) = b:

wobei ¢: P — R, P c R’. Diesem AWP kénnen wir ein zweidimensionales
AWP* erster Ordnung zuweisen:

Yf = V2
Yz’ = (P(X’Yb}’z),
(Yl(Xo), Yz(Xo)) = (a,b).

Dies ist das Anfangswertproblem ,,y" = W(x, y) = W(x, y1, v2), y(Xo) = (a, b)“,
wobeiy : Rx P — R mit

v y1,y2) = (2, 9, y1,y,) fiiralle (x, y1,y,) e RxP.

Die beiden Anfangswertprobleme sind dquivalent. Die zweite Ableitung des
AWP wird in AWP* durch y, = y{” eingefangen. Die Lésungen lassen sich
ineinander tibersetzen:

Ubersetzung von AWP nach AWP*

Lostf: T — Rdas AWP,soistg: I — R* mit g(x) = (f(x), f'(x)) eine
Losung des AWP*, denn fiir alle x € I gilt

g® = ('), () = (&), ox, i), ') = W(x, g1(x), g2(x),
gkxo) = (f(xo), f'(x0)) = (a, b).

Ubemetzung von AWP* nach AWP

Lostg:1 — R’ das AWP* soistf=g; : 1 — R eine Losung des AWP,
denn fiir alle x € I gilt

gl® = g/® = o g1(), 2x) = ok, gi1(x), g{(x),
g1(x) = a, g{(xp) = g:(xp) = b.
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Beispiel
Das AWP

y'=-y-2y, y0) =0, yO) =1

hat die Losung £ : R — R mit {(x) = x e™". Es entspricht dem AWP*
vi' =y, v =-v1i-2y; yi0) =0, y(0) =1

mit der Losung g : R — R’ mit

g = (fx),f'®) = (xe e (1-x).

Dieser Ubersetzungsprozess lisst sich allgemeiner fiir Differentialgleichun-
gen n-ter Ordnung durchfiihren:

Ein AWP n-ter Ordnung kann auf ein dquivalentes
n-dimensionales AWP* erster Ordnung zuriickgefiihrt werden.

Dadurch kommen wir in der Losungstheorie weit voran: Der Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz samt Beweis bleibt auch fiir n-dimensionale Systeme giiltig. Wir
ersetzen dabei im Begriff der lokalen Lipschitz-Stetigkeit den Betrag auf R
durch die euklidische Norm auf dem R":

| o(x, v - 90, y2) | <L yi—-y2 | fiir alle (x, v1), (%, y2) e UCPcRxR"

Dann gilt:

Satz  (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Systeme)
Seig: P — R", P c RxR"offen, stetig und lokal Lipschitz-stetig in y.
Weiter sei (xq, yo) € P. Dann besitzt das n-dimensionale AWP
Y = 0k y), y(x) = Yo
eine eindeutige maximale Losung f : ] — R™.
Die Ubersetzung von AWP nach AWP* liefert dann auch noch einen Exi-

stenz- und Eindeutigkeitssatz fiir eindimensionale Anfangswertprobleme n-ter
Ordnung. Die genauen Ergebnisse lauten:

Satz  (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir bobere Ordnungen)
Seig:P — R, P cRxR"offen, stetig und lokal Lipschitz-stetig in y € R".
Weiter sei (X, Yo, ---» Vu-1) € P. Dann besitzt das AWP n-ter Ordnung

Y(") = (P(X, Y Y’, ceey Y(n B 1>)a

vx0) = Vo, YX0) = Vi, ey ¥V = Va

eine eindeutige maximale Losung f: ] — R".
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Dynamische Systeme

Mehrdimensionale Systeme von Differentialgleichungen lassen sich dyna-
misch sehr anschaulich interpretieren. Zur Illustration nehmen wir n = 3 und
P = R x R® als Definitionsbereich unserer ¢-Funktion an. Wir ersetzen nun die
Variable x durch eine Zeitvariable t und die Variable y durch die Ortsvariablen
X, ¥, z. Aus @(x, y1, y2, y3) wird also ¢(t, x, y, z). Die Funktion ¢ : Rx R* — R’
lesen wir als zeitabhingiges dreidimensionales Vektorfeld:

An jedem Punkt (x, y, z) des Raumes sitzt ein Vektor
ot x,y,2) € R’, der sich in der Zeit t verindern kann.

Diesen Vektor konnen wir uns als eine lokale Stromung oder als gerichtete Wind-
geschwindigkeit vorstellen, die ja ein von der Zeit abhingiger Vektor ist. Ein mit
der Newtonschen Punkmotation fiir die zeitliche Ableitung notiertes AWP

()‘((t)7 }"(t), Z(t)) = (P(t’ X, ¥ Z)’ (X(tO)’ Y(to)’ Z(tO)) = (X07 Yo, ZO)

fragt dann nach der zeitabhingigen Kurve f : R — R?, f(t) = (x(t), y(t), (t)), eines
Punktes, der sich zur Zeit ty am Ort (xo, o, zo) befindet und sich gemif} ¢ be-
wegt. Die Funktion f ist die zeitlich parametrisierte Kurve eines Staubkorns, das
sich zur Zeit ty am Ort (xy, yo, o) befindet und vom Wind ¢ mitgenommen wird.
Allgemeiner lassen sich die Uberlegungen fiir jede Dimension n durchfiihren.
Hat man als Variable der Losungsfunktion eine zeitliche Dimension vor Augen,
so spricht man auch von dynamischen Systemen. Letztendlich haben wir nur die
Namen der Variablen verindert, aber die Interpretation von x als Zeit t bringt,
wie wir bei den Kurven im R" bereits gesehen haben, eigene Anschauungen mit
sich.

Es ist instruktiv, die dynamische Interpretation auch fiir die Dimension n = 1
zu betrachten. Eine Differentialgleichung erster Ordnung hat hier die Form

x(t) = o(t, x). (dynamisch notierte Differentialgleichung erster Ordnung)

Eine Losung, die der Einfachheit halber oft selbst mit x bezeichnet wird, be-
schreibt einen Punkt, der sich in der Koordinate x in der Zeit t bewegt: x(t) ist
der Ort des Punktes zur Zeit t. Zu jedem Zeitpunkt ist die Geschwindigkeit x(t)
des Punktes gleich @(x, t). Natiirlich kénnen wir dieser Bewegung einen Funkti-
onsgraphen in den Koordinaten t (waagrecht) und x (senkrecht) zuordnen, der
zu jedem Zeitpunkt t den aktuellen x-Wert x(t) des Punktes angibt. Dieser
Graph schmiegt sich in das Richtungsfeld der Differentialgleichung ein. Die
Vorstellung einer zeitlichen Bewegung in einer Koordinate bleibt aber domi-
nant. Die Koordinate muss dabei keine Achsenkoordinate sein, jede eindimen-
sionale Grofie ist moglich. Hiufig wird zum Beispiel ein von der Zeit abhingiger
Winkel o(t) oder eine Bogenlinge L(t) betrachtet. Eine dynamisch notierte Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung in einem zeitabhingigen Winkel o(t) hat
dann zum Beispiel die Form 6i(t) = ¢(t, a(t), a(t)). Beispiele fiir eindimensionale
dynamische Differentialgleichungen werden wir mit dem harmonischen Oszil-
lator und dem Kreis- und Zykloidenpendel kennenlernen.
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Lineare Systeme

Zu den einfachsten Systemen von Differentialgleichungen gehéren:

Definition (lineares System)
Ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen erster Ordnung
heif3t linear, wenn es von der Form

y = Ay + bx), xel,

ist, mit einem reellen Intervall I, einer stetigen matrixwertigen Funktion
A:1 — R""und einer stetigen Funktionb: T — R". Istb = 0, so heifit
das System homogen. Andernfalls heifit es inhomogen.

Schreiben wir A(x) in der Form

a;1(x) (%)

A® =

)

a1 (X) nee ann(X)

so ist die Stetigkeit von A : T — R"™" gleichwertig dazu, dass alle Funktionen
a; : I — R stetig sind. Dies ist sicher erfiillt, wenn A(x) konstant gleich einer
Matrix A € R"*" ist. Im Allgemeinen hingen die Eintrige der Matrizen A(x)
aber von x ab.

Die wichtigsten Ergebnisse der Losungstheorie linearer Systeme sind:

Satz  (Losungen linearer Systeme und Anfangswertprobleme)
(a) Jedes lineare AWP

Yy = A®y + b(x), y(x) = yo,

mitx € I, yg € R" besitzt eine eindeutige Losung £: T — R" IstI
kompakt, so liefert das Iterations-Verfahren von Picard-Lindelof eine
auf ganz I definierte Losung.

(b) Die Losungen f: 1 — R" des homogenen Systems y’ = A(x)y bilden
einen n-dimensionalen R-Vektorraum L. Die Lésungen des inhomo-
genen Systems y’ = A(x)y + b(x) haben die Form f + g, wobei f € L und
g irgendeine Losung des inhomogenen Systems ist.

Eine Basis des Losungsraumes L eines homogenen Systems heifit ein Funda-
mentalsystem. Sind {1, ..., f, € L gefunden, so bilden diese Losungen genau dann
ein Fundamentalsystem, wenn fiir ein (alle) x € I die Determinante der aus den
Zahlen f;(x), ..., f,(x) gebildeten Matrix von Null verschieden ist.
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Die Ubersetzung in ein n-dimensionales System erster Ordnung liefert:

Satz  (Losungen linearer Differentialgleichungen n-ter Ordnung)
(a) Jedes eindimensionale AWP n-ter Ordnung der Form

Y(n) = an—I(X)y

-0

.+ 2(®)y + ay(®)y + b(x),
¥(0) = Yo, Y0 = ¥ir - ¥ 0) = Vi
mitstetigena;: I — R,b: I — Rundxpe L, y=(yg, ..., yn_1) € R"
besitzt eine eindeutige Losung £: I — R".

(b) Die Losungen @ : I — R von

(n-1) +

yV = 3,10y o+ ()Y + a2y

bilden einen n-dimensionalen R-Vektorraum L. Die Losungen von

(=D

V = a,.1x)y o+ 2(®)Y + a(x)y + bX)

haben die Form f + g, wobei f € L und g irgendeine Losung ist.

Auch hier nennt man eine Basis von L ein Fundamentalsystem: der homogenen
linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung

® (-1 ,

vy o= a0y o+ a®Y + a®y

Losungen fj, ..., f;, € L bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn fiir ein
(alle) x € I die Wronski-Determinante W(x) von Null verschieden ist, wobei

fi(x) f,(x)

i) fi(x)
W = Wy o0 = |

£ Dix) £0-D(x)

Beispiel
Zu Beginn des Abschnitts hatten wir die Differentialgleichung y” = - cy,
¢ > 0 untersucht und die Losungen in der Form

o(x) = acos(wx) + bsin(wx), w=Vc, a,beR

angegeben. Die Differentialgleichung ist homogen linear von zweiter
Ordnung, und die Funktionen cos(wx) und sin(wx), x € R, bilden ein Fun-
damentalsystem.

Analoge Definitionen und Sitze gelten fiir komplexe lineare Systeme. Fiir
dieseist Ae C"”"und b: I — C". Das Intervall I und damit der Definitionsbe-
reich der Losungen f: I — C ist nach wie vor reell.
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir untersuchen nun homogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung mit konstanten Koeffizientenfunktionen. Wir beginnen mit dem aus physi-
kalischer Sicht wichtigsten Fall der Ordnung zwei. Dabei ist es niitzlich, kom-
plexwertige Konstanten und Losungen miteinzubeziehen. Wir betrachten also
eine ohne Einschrinkung normierte Differentialgleichung der Form

+#) v +by +cy =0

mit b, ¢ € C. Gesucht ist ein zugehoriges Fundamentalsystem f;, f, : R — C.
Fiir alle A € C hat die Funktion f = f, : R — C mit £;(x) = €™ die Ableitungen

£ = Af, £7 = A f

mit konstanten Skalaren. Es ist deswegen natiirlich, Losungen dieser Form zu
suchen. Setzen wir f in (+) ein, so erhalten wir

A+ bA + e = 0.

Damit ist f genau dann eine Losung von (+), wenn A eine Nullstelle des Poly-
noms P: C — C mit

Pz) = 22 +bz+cz = z-L1)(z-L) (zugeordnetes Polynom)

ist. Damit sind also f; , f;, Losungen von (+). Ist A; # A,, so haben wir ein Funda-
mentalsystem gefunden, da

11
W(O):‘ = M- A = O
1 7\*2

Ist dagegen
A=A =2A =-b/2,

so liegt nur eine Losung f; vor. Um ein Fundamentalsystem zu erhalten, versu-
chen wir den Ansatz f: R — C mit f(x) = g(x) ¢"* mit einer noch unbekannten
Funktion g: R — C. Einsetzen in (+) liefert

@ x) + 21 g X + % gx) + bg’(x) + bAgkx) + cgk)) e =0, d.h
g’(x) + QL +b)g’® + W +br+0)gkx) = 0, d.h.
g’(x) = 0.

Damitist f = gf; im Fall einer doppelten Nullstelle genau dann eine Lésung von
(+), falls g ein Polkfnom erster Ordnung ist. Definieren wir nun f;, ; : R — R
durch f; |(x) = xe"", soistf;, f; | ein Fundamentalsystem, da
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W) =

1l
—_

= 0.

Damit haben wir (+) vollstindig gelost. Eine bedeutsame physikalische Anwen-
dung der Ergebnisse werden wir mit dem harmonischen Oszillator gleich ken-
nenlernen. Zuvor wollen wir aber noch unserer mathematischen Neugierde
nachgehen und die Ordnung erh6hen, also eine Differentialgleichung der Form

+) y(n) + an_1y<n_1> + .o+ a1y +ay =0

mit ag, ..., a,_; € Cuntersuchen. Sei P: C — C das zugeordnete Polynom,
Piz) = 2" +a, ;2" '+ . +vaz+a; = Z-M)™M@z-M)™ ... (z-A)™
mit paarweise verschiedenen Nullstellen Ay, ..., A, € C. Istf = f;, so gilt

fO) + a, (f" D) + .o+ afx) = W +a, (A4 +a)e™ = 0,

sodass erneut f eine Losung ist, wenn P(A) = 0. Ist r = n, so bilden f; , ..., f;_
ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante an der Stelle x = 0 mit
der Vandermondschen Determinante zasammenfillt:

1 1
M Ay

W) = = [ljcc -2 = 0.
At At

Mehrfache Nullstellen behandeln wir ebenfalls in Analogie zur Ordnung zwei.
Hierzu ist es giinstig, (+) in der d4quivalenten Differentialoperator-Form

(++) O -A)"DO-2)™ ... D-1)™yx) = 0

zu schreiben, mit D = d/dx. Fiir jede differenzierbare Funktion g gilt
D -1 (@Eme™) = ddx(gr)e™) - Age™ = gxe™,
Allgemeiner zeigt eine Induktion nach m, dass

D =" @gwe™) = g™ e,

falls g m-mal differenzierbar ist. Speziell gilt also

D - e = 0e™ = 0 firallek < m.

Fiir jede Nullstelle A von P der Vielfachheit m sind also f; 4, ..., f; ,,_; mit

fL1®) = xe™, f,00 = ¥ ., fina® = X" eM

Losungen von (++) und damit von (+). Man kann zeigen, dass die Losungen
frs a1 oo faym 15 oo s fa 15 5 fo, m, -1 €in Fundamentalsystem bilden.
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Der harmonische Oszillator

Wir betrachten die wichtigste physikalisch motivierte lineare Differentialglei-
chung zweiter Ordnung, nimlich die in einer Zeitvariablen tund einer Ortsfunk-
tion x(t) dynamisch notierte Differentialgleichung

(+) %) = -2rx(t) - o’x(o). (harmonischer Oszillator)

Dabei sind r 2 0 und ® > 0 reelle Zahlen. Die Differentialgleichung beschreibt
einen Massepunkt der Masse m = 1, der sich auf der x-Achse unter dem Einfluf}
einer Kraft mit zwei Komponenten bewegt. Eine Komponente - o’ x(t) ist um-
gekehrt proportional zur Auslenkung x(t), die andere -2r %(t) umgekehrt pro-
portional zur Geschwindigkeit (Dimpfung, z. B. durch Reibung). Die reelle
Zahl 2r heifit die Dimpfung und o die ungedimpfte Kreisfrequenz des Oszilla-
tors. Dass wir die Ddmpfung in der Form 2r schreiben, geschieht zur Vereinfa-
chung von gleich folgenden Formeln.

Die Differentialgleichung (+) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten, sodass wir die oben entwickelte Lo-
sungstheorie anwenden kénnen. Wir betrachten also das zugehorige Polynom

P(z) = 2> + 2rz + o, zeC.

Die komplexen Nullstellen sind

Wir setzen
o = V| -o|
und unterscheiden aus physikalischen Griinden vier Fille.

1. Fall: + = 0

Die (uns schon bekannte) allgemeine Losung ist

x(t) = acos(wt) + bsin(wt), a,beR. (ungedampfte Schwingung)
2. Fall: ® > 1 >0

Esgilt A ; =-r+io, € C, A # ;. Aus "2t = exp(-rt + i, t) erhalten
wir durch Real- und Imaginirteilbildung die allgemeine reelle Losung

x(t) = aecos(w,t) + be " sin(w,t), a,beR. (gedimpfie Schwingung)
3. Fdl: w <r
In diesem Fall ist 4, < A; <0, und wir erhalten die allgemeine Losung

x(t) = ae"e” + be e ™ a,beR. (iiberdimpfter Kriechfall)
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4. Fall: ® =1 > 0.
In diesem Fallist A; =X, und f;, f, ; : R — RmitA =2, =, und

At At
(0 = e, x(0) = te
ein Fundamentalsystem. Wir erhalten also die allgemeine Losung

x(t) = ae™ +bte™ = (a+bt)e™™, a,beR.  (aperiodischer Grenzfall)

Die Losung des zweiten Falls ist auch fiir r = 0 giiltig, sodass man den ersten in
den zweiten Fall (mit @y = ®) mit aufnehmen kann.

Mit Hilfe der allgemeinen Losungen lassen sich Anfangswertprobleme 16sen.
Ist zum Beispiel x = x(0) = 0 und v;, = %(0) € R (Start im Nullpunkt zur Zeit 0 mit
einer beliebigen Geschwindigkeit), so ergibt sich im dritten Fall

0 = x(0) = aeM® + beM® = a + b,
Vo = }.((0) = 3.7\.16}\10 +b7\.2€}\20 = }\.13+7\42b.

Dieses Gleichungssystem in den Unbekannten a und b hat die Losung

a = VO = VO ) b = —-q3q = -
7\,1—7\42 Z(Dr

Vo
2m,

An diesem einfachen Beispiel kann man die Bedingung an die Wronski-Deter-
minante einsehen: Ist sie stets ungleich Null, so ist das sich aus einer allgemeinen
Losung fiir bestimmte Anfangswerte ergebende Gleichungssystem eindeutig
16sbar. In unserem Fall ist

fi() = M, fr) = e,

W(t) = fl(t) fz’(t) _ fz(t) ff(t) - (7\’2 _7\‘1) e(?»1+7»2)t % 0.

Wir stellen die Losungen fiir die vier Fille tabellarisch zusammen und visuali-
sieren den typischen Verlauf.

Fall Lisung x(t) fiir xg =0, vy R
r=20 vo/® sin(®t)
®>r vo/®, e sin(m, t)
®<r vo/Qw,) e (" - e = vy/o, e sinh(w, t)
®=r vote ™
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Im Folgenden ist @, = v = 1.

Links sind gedidmpfte
Schwingungen fiir r = 1/20,
r = 1/10 (gestrichelt) und

r = 1/4 (gepunktet) gezeigt.
Die Periode 2/, der

Schwingungen hingtvon r ab.

Kriechfille fiirr = 2,
r =4 (gestrichelt)
und r = 6 (gepunktet).

Der aperiodische Grenzfall

r = ® (durchgezogen) lisst
sich sowohl als Limes r | 1
des Kriechfalls (im Diagramm
sindr=1,1und r=1,05)

ansehen ...

...alsauch als Limesr 1 1
einer gedimpften Schwin-
gung (im Diagramm sind
r=0,8und r=0,9).
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Matrixexponentiale

Eine Differentialgleichung der Form y’(x) = ay(x), a € C, lisst sich mit Hilfe
der Exponentialfunktion leicht 16sen: Fiir alle ¢ € C ist

(+) ce™, xeR

eine auf ganz R definierte komplexwertige Losung. Ein n-dimensionales homo-
genes System mit konstanten komplexwertigen Koeffizienten

v = Ay(x), Ae C"

ldsst sich, wie wir nun zur Vertiefung der obigen Diskussion zeigen wollen, mit
Hilfe der auf Matrizen erweiterten Exponentialfunktion exp : C"*" — C"*"
ganz analog losen. Die Losungen des Systems haben die zu (+) analoge Form

(++) ¢, xelR,

mit komplexen quadratischen Matrizen A, e* € C**" und ¢ = (cy, ..., ¢,) € C".
Hier ist es wichtig, dass der Skalar x links der Matrix A und der n-dimensionale
Vektor ¢ rechts der Matrix e** steht.

Wir definieren:

Definition (Matrixexponential)
Sei A € C"*". Dann ist das Exponential exp(A) € C"*" von A definiert durch

Ak
eXp(A) = Z >0 F .
Statt exp(A) schreiben wir oft auch e®.

Die Reihe ist als Limes der Partialsummen beziiglich einer beliebigen Matrix-
norm zu verstehen. Die Konvergenz ist die Konvergenz der Eintrige in C:
ko -
A, J)
k<n k!

e, j) = lim,_. Y firalle 1 <i,j<n.

Dabei bezeichnet B(i,j) den Eintrag by einer Matrix B = (by);;.

Beispiele
(1) Fiir die Nullmatrix gilt exp(0) = 0° = E,..

2) TIst A™ =0 fiir ein m, so exp(A) das Matrixpolynom Y ., A¥/k!.

1 ( L+(-DF 1-(-DF

(3) FirA-= ( 01 ) gilt AV = — . .
1 0 2 \1-(¢=DF 1+¢1)

) fiir alle k.

Damit ist e =

e-1/e e+1/e

1 e+1/e e-1/e
5 .
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Allgemein fithrt wie im vertrauten Fall n = 1 der schnelle Abfall der Koeffizien-
ten 1/k! zur Konvergenz der Reihe:

Satz  (Konvergenzsatz fiir exp(A)
Fiir alle A € C"*" konvergiert die Reihe exp(A).

Damit ist eine Abbildung exp : C"*" — C"*" erklirt. Wichtige Eigenschaf-
ten, die wir ohne Beweis angeben, sind:

Satz  (Eigenschaften des Matrixexponentials)
Fiir alle A,B € C"*" gilt:

(a) e"istinvertierbar und es gilt (™! = e,

(b) e*® = ete®, fulls AB = BA,

() det(e®) = ePur,

) e = (e*)*, wobei A* = (@) = (A) die zu A adjungierte Matrix ist.

Der Beweis des Additionstheorems kann aus dem Reellen iibernommen wer-

den. Der dabei verwendete binomische Lehrsatz ist jedoch in Ringen im Allge-
meinen nur dann giltig, wenn die beiden beteiligten Elemente kommutieren.
Dies erklirt die Bedingung ,AB = BA“.

Folgender Satz erméglicht in wichtigen Fillen die Berechnung von e* durch
Diagonalisierung:

Satz  (Berechnung des Matrixexponentials)

(a) SeiA = diag(dy, ..., d,) € C"*" eine Diagonalmatrix. Dann gilt
et = diag(edl, .., e,
Insbesondere gilt et = diag(ek, .., €M = e*E, fiiralle A e C.

(b) Seien A,B € C™*" dhnlich, und sei S € C**" invertierbar mit
A = S7'BS.
Dann gilt ¢* = S™' e® S.

(c) Sei A e C"" diagonalisierbar, und sei S € C"*" invertierbar mit
A = S7'diag(\y, ..., M) S,
mit den Eigenwerten A, ..., A, von A. Dann gilt
et = §7! diag(exl, o, e S,

Dabei bezeichnet diag(dy, ..., d,,) die Matrix A des C**" mit den Eintrigen

A(, i) = d; und A(j, j) = 0 fiir i # j. Nach (b) sind e*, ¢® ihnlich, wenn A, B ihnlich
sind, und nach (c) ist ¢* diagonalisierbar, wenn A dies ist.
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Ist A diagonalisierbar, so kann mit Hilfe von Teil (c) das Matrixexponential
" berechnet werden, wenn die Figenwerte und eine Basis aus Eigenvektoren
von A bekannt sind. Im nichtdiagonalisierbaren Fall kann, wie sich zeigen lisst,
die Jordansche Normalform zur Berechnung eingesetzt werden.

Wir betrachten nun fiir ein festes A € C"*" die Funktion f: R — C"*" mit
f(x) = xA. Wie im eindimensionalen Fall darf gliedweise differenziert werden:
Fiir alle x € R gilt

k k-1
deay dX gy XD pk g
dx k>0 dx k! k>0 (k-1)!

Damit ist f” = Af und wir erhalten:

Satz  (Losung mit Hilfe von Matrixexponentialen)
Seien A € C"", xy € R, y; € C". Dann hat das lineare AWP

Y& = Ay(), y(xo) = yo, x€R
die eindeutige Losung f : R — C mit

fix) = e* Ay fiirallexeR.

Damit lassen sich die betrachteten lineare Systeme mit Methoden der Linea-
ren Algebra 16sen. Wir betrachten ein einfaches Beispiel.

Beispiel
Gegeben sei das zweidimensionale AWP

V(x) = Ay(x), y(0) = (0,1), wobei A =

0 1
4 0
Fiir alle x € R hat xA hat die Eigenwerte +2x und zugehdorige von x

unabhingige Figenvektoren (z1, 2). Ist S~ die 2 x 2-Matrix mit den
Spalten (1, 2) und (-1, 2), so gilt nach (c) des obigen Berechnungssatzes

N e e 1o-1)[e™ 0 172 1/4
et = §7 diag(e™, e ) S = R =
2 2 0 e \-172 1/4

1 ( ey (€ - e /2 ) ( cosh(2x)  sinh(2x)/2 )
: = .

2(e’¥ - %) ey e 2 sinh(2x) cosh(2x)

Damitist f : R — R’ mit

( sinh(2x)
2

fx) = 2(0,1) = , cosh(Zx)) fiirallexe R

die Losung des AWP.
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Die ortsabhingige Beschleunigung in einer Dimension

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

X0 = F(x(v)

beschreibt einen Massepunkt der Masse m = 1, der sich in einer raumlichen Di-
mension x in der Zeit t unter dem Einfluss einer Kraft F(x) bewegt, die vom Ort
x(t), nicht aber von der Zeit t und der Geschwindigkeit x(t) abhingt. Der unge-
dimpfte harmonische Oszillator ist ein Beispiel. Oben hatten wir die Differen-
tialgleichung bereits in der Form y” = ¢(y) untersucht. Das erzielte Ergebnis
wollen wir nun physikalisch interpretieren:

Satz  (Losungen von %(t) = F(x(t)))
Seien J ein Intervall, F: ] — R stetig, xo € Jund V: ] — R mit

X
V) = - f F(u) du fiir alle x € J. (Potential von F mit V{(x,) = 0)
Xo
Weiter sei E (Gesamtenergie) derart, dass V(x) < E fiir alle x € J. Fiir ein be-
stimmtes Vorzeichen (Geschwindigkeitsrichtung) sei’T : ] — R definiert durch

Tx) = firallexe J. (Zeitmessung)

f V2E - V(s) (E V(s))

Ist nun I ein Intervall und t; € I mit t - ty € T[J] fiir alle t € I, so haben die
dquivalenten AWP

M %0 = £V2E - VxO), x(t) = x

) %) = Fx®), x(ty) = xp, x(ty) = vy = +V2E

die eindeutige Losung x : I — R mit

x© = T Nt-1t) firallexel. (Ortsfunktion)
Firalle te I gilt

E = Eu® + En® = 272 + V(). (Energieerbaltung)

Alle mathematischen Objekte unserer Analyse besitzen also eine physikalische
Bedeutung. Speziell ist

ty die Startzeit, x, der Startort, v, die Startgeschwindigkeit.
Jist ein Orts- und T ein Zeitintervall. Wegen x(t) = T~ (t - t,) ist

Tx®) = TxE) - Tko) = t - t,
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sodass T'(x) die Zeitist, die der Massepunkt benétigt, um sich von xy nach x zu be-
wegen. Direkter kann man ,,Zeit ist Weg durch Geschwindigkeit” verwenden:
de = 4 o, &

x(t) V2(E - V()

Integrieren auf beiden Seiten liefert die Interpretation von T(x).

Bemerkenswertist, dass die Zeitmessung als Vorstufe der Ortsbestimmung er-
scheint. Wir berechnen zunichst T(x) und gewinnen hieraus x(t).

Die Energieerhaltung ist iquivalent zu (I). Setzt man sie als bekannt voraus, so
kann man direkt mit dem AWP (I) beginnen, die Reduktion eines Problems
zweiter Ordnung ist dann nicht mehr notwendig (bzw. bereits durchgefiihrt).
Mit Hilfe von (I) konnen wir die Frage ,,Welche Geschwindigkeit hat der Masse-
punkt, wenn er sich am Ortx befindet?“ beantworten, ohne die Ortsfunktion x(t)
zu kennen. Diese Geschwindigkeiten sind von Beginn an bekannt.

Aus der Energieerhaltung folgt V(x(t)) < E fiir alle Zeiten t. Ist E = V(x(t)), so
gilt x(t) = 0, d.h., der Massepunkt steht zur Zeit tstill. Im Satz ist E = V(x) ausge-
schlossen, um Nullstellen des Nenners im Zeitintegral T(x) zu vermeiden. Um
Ruhepunkte zu behandeln, erweitern wir das Ergebnis:

Satz  (Losungen von x(t) = F(x(t)), Erginzung)
In der obigen Situation sei x* € R ein Randpunkt von J und E = V(x*).
Weiter sei t* = T(x*) € R = R U { —e0, o0 } wie oben als uneigentliches
Integral definieren. Dann gilt:

(a) Istt* endlich, so lisst sich die Losung x(t) durch x(t*) = x* zu einer
Losung auf T U { t*} fortsetzen.

(b) Gilt V'(x*) #0, so ist t* endlich.

(¢) Ist V'(x*) = 0 und F lokal Lipschitz-stetig in x*, so ist t* unendlich.

Beweis
zu (#): Die Losung durch ,, Trennung der Variablen® bleibt fir derartige
Randpunkte richtig. (T(x) ist in x* aufgrund der dortigen unendlichen
Steigung nicht differenzierbar, aber die Umkehrfunktion x(t) ist in t*
differenzierbar mit Ableitung 0 = 1/e0.)

zu (b): Wir nehmen an, dass x* der rechte Randpunkt von ] ist. Dann ist
V'(x*) > 0. Da V’ = - F stetig ist, gibt es ein a < x*, sodass V” in [a, x*]
monoton wichst und damit invertierbar ist. Weiter konnen wir
annehmen, dass - V'(x) = F(x) 2 m > 0 fur alle x € [a, x*]. Dann zeigt
die Substitution u = E - V(s), du = F(s) ds, dass

J‘x* ds < J‘O du <
a VE-V(s)  JE-V@ m Vu '

Hieraus folgt T(x*) < e=. Ein linker Randpunkt wird analog behandelt.
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zu (¢): Andernfalls wiren die nach t* fortgesetzte Funktion x(t) und
die konstante Funktion x t) = x* zwel verschiedene Losungen von
-const g

%0 = FQ), x(t) = x*, x(t) = 0

- auf I U { t*} was dem Eindeutigkeitssatz widerspricht.

Dass t* endlich und damit die Eindeutigkeit der Losung verletzt sein kann,
wenn F nicht lokal Lipschitz-stetig in einem Ruhepunkt x* ist, zeigt:

Beispiel
Fir F(x) =sgn(x) 32 Vx|, x0=1,t=0,E=1, vy = V2 gilt
V) = 1- x|, V(0) = 1 =F, | e
0 y <
ds L7
TO) = - _— = /
fl 2(E - V(s)) - : ‘ :

1 U n ///
—— | s"ds = 2V2. LI

V2 J’0 T I

Wir betrachten drei typische Fille.

V(x)

Xo

Der Massepunkt startet bei x, zur Zeit ty mit der Geschwindigkeit v,. Das Potential Vist
in xy auf 0 normiert. Ist die Energie E in allen Punkten grofier als V(x), so liefert der Satz
eine globale Losung x: R — R. Zeiten kleiner als ty beschreiben die Vergangenheit, Zei-
ten grofier als ty die Zukunft. In Regionen mit grofiem Potential bewegt sich der Masse-
punkt langsamer, seine Beschleunigung ist durch die negative Ableitung von V gegeben.
Die Dynamik ist qualitativ vergleichbar mit einer unter der Schwerkraft auf dem Gra-
phen von V rollenden Kugel. Im allgemeinen hat aber F nichts mit einer Schwerkraft zu

tun und die Bewegung ist eine eindimensionale Bewegung auf der x-Achse, nicht auf V.
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V(x)

/\ AW
AVAVA

Im zweiten Diagramm gibt es zwei Ruhepunkte a und b, in denen der Massepunkt still-

steht. Der Satz liefert eine bijektive Losung auf einem Zeitintervall I = ] t,, tye, [ mit
Wertenin J =]a, b[. Wegen V'(a), V'(b) # 0 sind t,;,, tay endlich und wir kénnen die L6-
sung nach [ty;n, tmay] fortsetzen. Ist vy >0, so ist x(t;,,) = b und x(t,,;,,) = a, andernfalls ist
X(tpay) = @ und x(t;;,) = b. Eine Losung auf R erhalten wir, indem wir mit Hilfe der L6-
sung auf [ ty,, tma ] €ine Schwingung konstruieren, bei der der Massepunkt zwischen a
und b hin und her lduft. An den Ruhepunkten wechselt die Geschwindigkeit das Vorzei-
chen. Die Schwingungsdauer ist gegeben durch das uneigentliche Integral

T = 2(tmax—tmin) = (Schwingungsdauer)

sz ds
2 V2(E - Vi(s)

V()

VAV

Nun ist V'(b) = 0 im Ruhepunkt b. Ist v > 0 und F lokal Lipschitz-stetig in b, so lduft das

Teilchen in unendlich langer Zeit von x, nach b, ohne den Punkt b jemals zu erreichen.
Obiges Beispiel zeigt, dass bei Verletzung der Lipschitz-Stetigkeit der Punkt b auch in
endlicher Zeit erreicht werden kann. In diesem Fall verzweigen sich die Losungen. Ein
Liegenbleiben bei b ist ebenso moglich wie ein Zuriicklaufen nach a oder ein Weiterlau-

fen bis zum nichsten Ruhepunkt.
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Ausblick: Kreispendel und Zykloidenpendel

Ein auf einem Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius € > 0 reibungsfrei gefithrter
Korper erfiillt unter der senkrecht wirkenden Schwerkraft die von der Masse des
Korpers unabhingige Differentialgleichung

oM = -gsin(e),

die innerhalb der
elementaren Funktio-
nen nicht lsbar ist.
Man kann sie fiir
kleine Winkel ¢ zu

o = -go®
vereinfachen und durch

o(t) = acos(ot - ty),

w= g/€, a,t()GR F:(Oa_mg)

l6sen (wir diskutieren

diese aus der Schule bekannten

Formeln in den Erginzungen E11). Unter dieser Vereinfachung schwingt der
Korper also harmonisch im Winkel @(t) oder gleichwertig in der signierten Bo-
genlinge L(t) = € @(t). Die Schwingungsdauer

T = 2n/0 = 2nV{/g

ist unabhingig von der Auslenkung.

Der Schonheitsfehler dieses Ergebnisses ist die keineswegs unerhebliche Er-
setzung von sin(p) durch @. Die Losung wird fiir grofie Auslenkungen nicht nur
ungenau, sondern auch qualitativ falsch: Startet der Kérper zum Zeitpunkt tg =0
bei ¢(tp) = 0 mit einer hinreichend hohen Geschwindigkeit ¢(ty) > 0, so schligter
iber. Die korrekte Losung ¢(t) ist in diesem Fall monoton steigend in t. Die fol-
genden Diagramme zeigen den Unterschied zwischen korrekten und vereinfach-
ten Losungen.

Fiir kleine Auslenkungen kann man sich die physikalische Situation als Fadenpendel
vorstellen. Fiir Auslenkungen grofier als /2 verhilt sich ein reales Fadenpendel aber an-
ders als ein auf einem Kreis gefiihrtes Pendel. Der Faden ist also bei unserer Differential-
gleichung als masselose starre Stange zu interpretieren. Alternativ kann man sich den
Kreis auch als Schiene wie bei einer Achterbahn vorstellen und ganz auf eine physikalische
Verbindung zwischen dem Mittelpunkt und der sich bewegenden Masse verzichten. Ent-
scheidend ist die bei einer vorgegebenen Fiihrungslinie in jedem Punkt wirkende Kraft.
Diese Sicht wird sich auch bei der Untersuchung des Zykloidenpendels bewihren, da sie
insbesondere das Messen in einer signierten Bogenlinge statt einem Winkel nahelegt.
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o

/2

4 |

Im Folgenden ist immer
g= 9787 €= la (P(O) = 0.

Das erste Diagramm zeigt die

Losung des vereinfachten AWP
6 =-go), ¢(0)=1/2,
sowie gestrichelt die (mit Hilfe

elliptischer Funktionen be-

stimmte) Losung des AWP

§() = - g sin(e(1)), ¢(0)=1/2.
Die Losungen sind im gezeigten
Zeitintervall kaum zu unterschie-
den. Fiir ¢(0) = 4 (zweites Dia-
gramm) sind die Fehler in der
Periode T und Auslenkung

o = arccos(1 - P(0)* /2 %))
deutlich.

Das dritte Diagramm zeigt die
Losungen der Sinus-AWP

90 = - g sin(e(v), ¢(0)=2,
69 = - g sin(e(1)), ¢(0)=4

Die Abhingigkeit der Schwin-
gungsdauer von der Auslenkung
ist sichtbar.

Schliefilich betrachten wir die
Losungen der Sinus-AWP mit
¢(0) = 6,26 bzw. ¢(0) = 6,261.
Im zweiten Fall schligt der Kor-
per tiber und liuft auf einer
Kreisbahn. Fiir die kritische
Winkelgeschwindigkeit ¢(0),, gilt
aufgrund der Energieerhaltung
©0). =20 = 6,2609...
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Die Integralformel fiir die Schwingungsdauer

Sei o€ ]0, n[. Wir betrachten das Anfangswertproblem

(+) €6() = -gsin(@®), ¢0) = o, §0) = 0.

Der Korper startet also zur Zeit 0 mit der Auslenkung o und der Geschindig-
keit 0. Die Losung ¢ des AWP ist eine nicht harmonische Schwingung zwi-
schen den Winkeln - . und a.. Nach unseren Untersuchungen iiber ortsabhin-
gige Beschleunigungen in einer Dimension (hier der Winkel @) kénnen wir
eine Formel fiir die Schwingungsdauer angeben. Mit o’ = g/¢,

Vip) = - f(P—OJZ sin(u) du = 0)2(1 ~ cos(9)),
0
E = Vo = wz(l - cos(oc))

und der allgemeinen Formel

) J‘O‘ ds
- V2(E - V(5)
fiir die Schwingungsdauer erhalten wir

o
T(o) = 2V2 ds . (Schwingungsdauer des Pendels)

® 0 \cos(s) - cos(o)

Zur Illustration leiten wir diese Formel noch einmal direkt ab. Multiplikation
von (+) mit ¢(t) ergibt

SO [Ywomdn = [ - o sinow) 4w du = o(cos(o®) -
cos%oc)). 0 0

Waurzelziehen mit negativem Vorzeichen (da ¢(t) < 0 fiir kleine positive t) lie-
fert, dass fiir die gesuchte Schwingungsdauer T = T(ar) gilt:

174

J

Zur Zeit 'T/4 befindet sich der Kérper am unteren Kreispunkt, sodass ¢(1/4) = 0.
Dies erlaubt, die Abhingigkeit des Integrals von T zu eliminieren:

P(u) du = fT/4\6wdu = i
-Vcos((u)) - cos(0) 0 2V2

oT fo ¢(u) du _ f(x ds
2V2 /4 \/cos(p(u)) - cos(o) 0 cos(s) - cos(o) '
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Damit haben wir die obige Formel reproduziert.
Der Integrand besitzt jedoch keine elementare Stammfunktion. Setzen wir

k

sin(o/2), sodass 2K = 1 - cos(0),

sin(s/2)/k, sodass s = 2arcsin(kv),

v
so liefert die trigonometrische Formel
2sin(s/2)* = 1 - cos(s) fiirallese R

die Umformung

J‘“ ds _ J‘O‘ ds _
0 cos(s) — cos(o) 0 V2kV1-+v

/2 dl|l

fl V2 dv _\3 f
0 VI-v VI-iV 0 V1< Ksin(y)

wobei wir zuletzt die Substitution sin(y) = v durchgefiihrt haben. Damit ist wie
beim Umfang der Ellipse und der Linge einer Lemniskate ein elliptisches Inte-
gral aufgetaucht. Diese Integrale werden wir im Exkurs genauer untersuchen.
Mit Hilfe der sich aus den elliptischen Integralen ergebenden elliptischen Funk-
tionen werden wir dort auch das Kreispendel allgemein 16sen.

Das folgende Diagramm zeigt die Schwingungsdauer T in Abhingigkeit von
der maximalen Auslenkung o € 0, nt[ fiir die Linge € = 1 und g = 9,9 und einige
auf vier Stellen gerundete numerische Werte. Dabei ist
T = 2%~ 20070...

®
die Schwingungsdauer des vereinfachten Pendels, bei dem sin(¢) durch @ ersetzt
wird.

o /4 n/2 3n/4 n/8 15n/16

T(ov) 2,0873 2,3690 3,0667 3,8846 4,7474
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Das Zykloidenpendel

Eine natiirliche Frage ist, wie ein Pendel zu konstruieren sei, dessen Schwin-
gungsdauer unabhingig von der Auslenkung ist. Huygens fand - noch vor der
Erfindung der Differentiation und Integration durch Leibniz und Newton -,
dass eine Zykloide geeignet ist (vgl. auch 3.2). Wir betrachten hierzu die fol-
gende ,Zykloidenschiissel“ unterhalb der x-Achse:

-rm 0 T

Ein Kreis mit Radius r rollt unterhalb der x-Achse nach links und rechts einen
halben Umfang ab. Die so entstehende Bewegung des Punktes (0, -2r) ist eine
Uberlagerung einer Kreisbewegung und einer Seitwirtsbewegung. Wir parame-
trisieren sie durch f: [-%, 1] — R mit

flo) = re® ™ 4 r(g,-1) = r(sin(g) + ¢, —cos(®) - 1) firpe [-m, «t].

Der Winkel @ ist der Abrollwinkel des Kreises.

Gegeben sei nun ein Korper der Masse m, der auf der Zykloide gefiihrt wird
und sich in Folge der Schwerkraft bewegt. Anschaulich kénnen wir uns eine
kleine Kugel vorstellen, die in der Schiissel reibungsfrei hin und her rollt. Wir
zeigen, dass die Schwingungsdauer dieser Bewegung unabhingig von der Aus-
lenkung - dem hochsten von der Kugel erreichten Punkt - ist. Wie fiir das
Kreispendel ist die in einem Punkt f(g) der vorgegebenen Bahn auf den Korper
wirkende Kraft die Projektion der Schwerkraft auf die dortige Tangente. Diese
Tangente ergibt sich aus der Ableitung der reguliren Kurve f.

-Im 0 re rm

F=(0, -mg)
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Fir den Tangentialvektor der Zykloide gilt
f'(p) = r (cos((p) +1, sin((p)) fir alle € [- T, ).
Damit ist die Projektion des Kraftvektors F = (0, - mg) auf £'(¢) gleich

G(p) = (f'(¢),F) () rmg sin(g) ()

1@ @l  [f@l

Wegen
@) 7 = 212 (L+cos(@) = 41 cos(e/2)

und cos(n/2) > 0 fir ¢ € [-7, ] ist also

Gl) = - mgsin@ (@ o)
2cos(9/2)  ||f(@)] I (@) |

Bislang war alles Geometrie. Nun betrachten wir den Abrollwinkel ¢ in Abhin-
gigkeit von einer Zeitvariablen t. Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz gilt

= - mg sin(¢/2)

(+) mL@® = -mgsin(@t)/2)

fir die signierte Linge L(t) des durch (0, -2r) und f(9(t)) bestimmten Zykloi-
denbogens (fiir @(t) < 0 ist L(t) negativ). Analog zur Lingenberechnung in 3.2
ergibt sich L(t) = 4 rsin(e(t)/2) € [-4r, 4r], sodass

(++) Lo = - % L(v.

Folglich gilt
L) = acos(ot - ty), ® = Vg/(4r), tpeR, a=0.
Zusammenfassend haben wir gezeigt:

Die Bewegung eines Massepunktes in der Zykloide f unter der Schwerkraft ist
eine harmonische Schwingung in der signierten Bogenlinge. Die Schwingungs-
dauer ist unabbingig von der Auslenkung und gegeben durch

T:z_TE:Zn i
® \ g

Die Unabhingigkeit von der Auslenkung wird noch beeindruckender, wenn
wir das Ergebnis wie folgt interpretieren: Gleiten zwei Korper beliebiger Masse
reibungsfrei mit gleicher Startzeit auf einer Zykloiden-Rutsche herab, so kom-
men sie unabhingig von der Starthohe gleichzeitig am Boden an. Die Zykloide
ist also eine Tautochrone. Wie bereits in 3.2 erwihnt ist sie auch eine Brachisto-
chrone: Zykloiden-Rutschen sind unschlagbar schnell. Diese Eigenschaft kann
mit Methoden der Variationsrechnung bewiesen werden.
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Das Zykloidenpendel als Fadenpendel

Unsere Schwingung haben wir in Form der Fithrung auf einer Zykloide ange-
geben. Huygens hat entdeckt, dass man ein Zykloidenpendel auch mit Hilfe ei-
nes Fadens konstruieren kann. Hierzu zwingt man ein ibliches Fadenpendel,
sich links und rechts an Zykloiden anzuschmiegen. Durch die so entstehende
Verkiirzung des Abstands zum Aufhingepunke ergibt die gewiinschte Bahn der
Bewegung.

g@) = (@) +r(-m,2) h(e) = f(g) +r (m, 2)
firge [0, ] firoe[-m, 0]

Zykloidenpendel von Christiaan Huygens. Der Pendelfaden hat die Linge 4r
und schmiegt sich an zwei Zykloiden g und h an, die Translationen von f sind.
Befindet sich das Pendel bei (), so verlisst der Faden die obere Zykloide bei
g(¢ + m) fiir ¢ <0 bzw. h(p - m) fir ¢ > 0.
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Das Riemann-Integral fiir hohere Dimensionen

Wir erweitern unseren Integrationsbegriff auf reellwertige Funktionen mit
mehrdimensionalen Definitionsbereichen, sodass wir insbesondere Volumina
dreidimensionaler K6rper mit analytischen Methoden berechnen konnen.

Sind [a, b], [¢, d] reelle Intervalleund istf : [a,b] X [¢,d] — R, so kénnen wir
wieder versuchen, der Funktion f eine reelle Zahl I(f) zuzuordnen, die anschau-
lich der signierte Volumeninhalt der Menge der Punkte zwischen dem Graphen
von f und der x-y-Ebene ist oder gleichwertig der mit (b - a)(d - ¢) multiplizierte
Mittelwert von f. Die Durchfithrung der Konstruktion des Riemann-Integrals
fiir Funktionen auf [a, b] X [c, d] verlduft in Analogie zum eindimensionalen Fall.
An die Stelle der Partitionen von Intervallen treten Partitionen von Rechtecken.

Definition (Partitionen von Rechtecken)
Sei P =[a,b] x [, d] € R? mit beschriinkten Intervallen [a, b] und [c, d].
Dann heifit p = (ti, $j, X j)k < n,j < m €ine Partition von P, falls gilt:

(a) (t)r<n ist eine stitzstellenfreie Partition von [a, b],
(b) (s))j<m ist eine stiitzstellenfreie Partition von [c, d],
(©) xij€ [t tin1] X[}, 85,1] fiirallek<nundj<m.

Die Punkte ty, s; heifien die Zerlegungspunkte und die Punkte x, ; die
Stiitzstellen von p. Die Partition p hat die Feinbeir 6 > 0, falls die Partitionen
(t)r<n und (5))j<mm die Feinheit 8 besitzen. Weiter setzen wir

8(p) = max(3((ti<n) S()j<m))-

p heifit dquidistant, falls (t )y <,, und (s));<,, dquidistant sind.

Das Rechteck P wird durch p in n - m abgeschlossene Rechtecke aufgeteilt, und
in jedem dieser Rechtecke wird eine Stiitzstelle ausgezeichnet. Hat p die Feinheit
8, so ist die Fliche jedes Rechtecks der Partition kleinergleich &°.

sy =d

S3
X3 B

S2

a=t t t t3 ty ts=b
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Wie frither kénnen wir nun Riemann-Summen und die Riemann-Integrier-
barkeit definieren:

Definition (Riemann-Summen)
Seien P =[a,b] x[c,d], f: P — Rund p = (ty, sj, X )k<n,j<m €ine Partition
von P. Dann heifit die reelle Zahl

Yof = Zienjem i) (a1 - t) (5541 - 8))

die Riemann-Summe von f bzgl. der Partition p.

Definition (Riemann-Integrierbarkeit und Riemann-Integral)
Sei P =[a,b] x[c,d]. Eine Funktion f : P — R heift (Riemann-) integrier-
bar, falls gilt:

Es gibt ein ¢ € R, sodass fiir alle € > 0 ein 8 > 0 existiert mit:

Fiir alle Partitionen p von P der Feinheit § gilt | ,f - c| < e.
(Integrierbarkeitsbedingung)

Die reelle Zahl ¢ heifit dann das (Riemnann-) Integral von £, und wir
schreiben

c = I(f) = fPf - fPf(x,y)dXdy - fP f(x, y) dx, y).

Wie frither erhalten wir, dass jede integrierbare Funktion beschrinketist. Wei-
ter gelten viele vertraute Eigenschaften:

Satz  (Eigenschaften des zweidimensionalen Riemann-Integrals)
Sei P =[a, b] X [¢, d]. Dann gilt fiir alle integrierbaren Funktionen
f,g: P — R,alle o, € R, alle Rechtecke R < P und alle Partitionen
(ti)k<n von [a, b] und (s)); <y, von [c,d]:

(a) fP 1 = (b-2a - o), (Normiertheit)
(b) fP (f + Bg) = ocfpf N pr g, (Linearitit)
(©) fPf < fP g, fallsf < g, (Monotonie)
(d) fR f existiert, (Einschrankung)

© fpf ) szn,jsmf f. (Aufspaltung)

[t tiee 11X [s5, 8411
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Varianten und geometrische Interpretation

Wir erhalten wieder den gleichen Integrationsbegriff, wenn wir nur dquidi-
stante Partitionen eines Rechtecks P zulassen, die P in gleichgrofie (aber nicht
notwendig quadratische) kleinere Rechtecke unterteilen. Auch der Ansatz tiber
Darboux-Summen, bei dem anstelle der Auswertung an Stiitzstellen Suprema
und Infima in den Rechtecken der Partitionen gebildet werden, fithrt zum selben
Integral. In solchen Darboux-Summen verwenden wir stiitzstellenfreie Partitio-
nen von P, die aus zwei stiitzstellenfreien Partitionen der aufspannenden Inter-
valle [a, b] und [c, d] bestehen.

Auch die geometrische Interpretation des Riemann-Integrals fiir nichtnega-
tive Funktionen ist iibertragbar, wobei der Jordan-Inhalt nun als approximative
Volumenmessung von Innen und Aufien erklirt wird. Zur Messung werden Ku-
ben verwendet, die durch ein 8-Gitter im dreidimensionalen Raum gegeben
sind:

Definition (3-Kubus)
Sei 8 > 0. Fin 8-Kubus oder 8-Wiirfel ist eine Teilmenge Q des R’ der Form

Q = [z, (z1 +1)8] X [2,8, (z, + 1)8] x [23, (z3 + 1)8]
fiir gewisse ganze Zahlen z;, z,, z3.

Damit definieren wir:

Definition (dreidimensionaler Jordan-Inbalt, Volumen)
Sei P ¢ R? beschrinkt. Dann definieren wir den duferen Jordan-Inbalt
J(P) und den inneren Fordan-Inbalt j(P) durch

J(P) = infs., & - ,die Anzahl der §-Kuben Q mitQ N P = &¢,
j(P) = supgso O - ,die Anzahl der §-Kuben Q mit Q ¢ P*.

Gilt J(P) = j(P), so heifit P Fordan-messbar, und J(P) = j(P) heifit der
Fordan-Inbalt oder das (Fordan-) Volumen von P.

Integral und Inhalt hingen wie im Eindimensionalen eng zusammen:

Satz  (zweidimensionales Riemann-Integral und Volumen)
Eine Funktion f: [a,b] X [c, d] — [0, e [ist genau dann Riemann-
integrierbar, wenn die von f und der x-y-Ebene eingeschlossene Punkt-
menge

Ar = {(xy,2eR | (x,y)€[a,b]x[c,d], 0 <z <flx,y)}
Jordan-messbar ist. In diesem Fall gilt I(f) = J(Ay).
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Integrierbare Funktionen

Da ein Rechteck P = [a, b] X [¢, d] kompakt ist, ist eine stetige Funktion f auf
P gleichmifig stetig, und wie frither folgt hieraus, dass jede stetige Funktion auf
P integrierbar ist. Wie im Eindimensionalen gilt auch, dass das Produkt zweier
integrierbarer Funktionen f,g: P — Rintegrierbar ist. Weiter ist die Indikator-
funkdon 1, : P — R einer Menge A c P genau dann integrierbar, wenn A Jor-
dan-messbar ist, und es gilt dann I(1,) = J(A). Damit ist also f - 1, integrierbar,
wenn f integrierbar und A Jordan-messbar ist. Wir definieren:

Definition (Integral iiber fordan-messbare Mengen)
Seien f: P — R integrierbar, P =[a, b] x [¢, d] und A ¢ P Jordan-messbar.
Dann setzen wir

fAf - fPf- 1y

Auch viele unstetige Funktionen sind integrierbar. Ein Ergebnis hierzu lautet:

Satz  (Unstetigkeitsstellen mit Jordan-Inbalt 0)
Seif :[a,b] x[c,d] — Rderart, dass

N = {pe[ab]x[c,d] | fistunstetginp}

eine Jordan-Nullmenge ist. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Fiir ein N ¢ R’ gilt JON) = 0 genau dann, wenn es fiir jedes £ > 0 endlich viele
8-Quadrate Q, ..., Q, mitnd’ < ¢ gibt, die N iiberdecken. Ist N R? eine Jor-
dan-Nullmenge, so gilt dies auch fiir jede Teilmenge von N. Beispiele fiir Jordan-
Nullmengen sind Strecken, Kreislinien und die Graphen stetiger Funktionen auf
[a, b]. Allgemein gilt:

Satz  (Rand von Fordan-messbaren Mengen)
Ist A ¢ R? Jordan-messbar, so gilt J(bd(A)) = 0.

Istalso A ¢ P Jordan-messbarund f : A — R stetig, so ist die Nullfortsetzung
gvon f auf P integrierbar, da ihre Unstetigkeitsstellen eine Teilmenge der Null-
menge bd(A) bilden. Wir setzen auch hier wieder

IXENN

Damit kénnen wir insbesondere stetige Funktionen integrieren, die auf Kreisen,
Ellipsen usw. definiert sind.

Die rationalen Zahlen liefern wieder Beispiele fiir nicht integrierbare Funk-
tionen. Die Menge Q = @* N [0, 1]* hat den inneren Jordan-Inhalt 0 und den 4u-
feren Jordan-Inhalt 1, und damit ist die Indikatorfunktion von Q auf [0, 1]°
nicht Riemann-integrierbar.
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Auf die Einfiihrung uneigentlicher mehrdimensionaler Integrale konnen wir
hier verzichten, aber wir wollen wenigstens noch ein Integral fiir gewisse auf
ganz R" erklirte Funktionen einfithren. Wir definieren hierzu:

Definition (Funktionen mit kompaktem Triger)
Fin f: R* — R hat kompakten Triiger, falls ein R > 0 existiert, sodass fiir alle
(x,y) € R? - [- R, R’ gilt, dass f(x, y) = 0. Wir nennen dann f integrierbar,
falls f | [- R, R]? integrierbar ist, und wir setzen in diesem Fall

I = fsz - fsz@,y) dxdy = I(f|[-R,RP).

Gleichwertig ist die topologische Bedingung, dass der Abschluss des Trigers
Supp(f) = {(Xa Y) € Rz I f(X’ Y) * O}

kompakt ist (mit ,,supp” fiir engl. ,,support®).
Hoéhere Dimensionen

Unsere Konstruktion ldsst sich problemlos auf n-dimensionale Definitionsbe-
reiche P=[aj,b;] x... x[a,, b,] und Funktionen f: P — R erweitern. Es ergibt
sich eine analoge Theorie. Insbesondere ist das Riemann-Integral einer Funk-
tionf:P — [0, e[ der (n + 1)-dimensionale Jordan-Inhalt J(A¢) der Menge

Ar = {10 %2) € R™ | (x4, ., x) €P, 0 < 2 < fxp, .0, x,) )

Ist umgekehrt A ¢ P Jordan-messbar, so ist die Indikatorfunktion 1, : P — R
von A integrierbar, und es gilt

J® =10y = [ 1,

Das mehrdimensionale Riemann-Integral entspricht damit genau der klassi-
schen Methode der Einbeschreibung und Umschliefung von Mengen durch
einfache geometrische Figuren.

Wir fassen zusammen:

(1) Das Integral einer nichtnegativen n-dimensionalen Funktion f ist der
Jordan-Inhalt der (n + 1)-dimensionalen Menge A;.

(2) Der Jordan-Inhalt einer n-dimensionalen Menge A c P ist das Integral
der n-dimensionalen Funktion 1, : P — R.

(3) Durch Zerlegung von f in Positiv- und Negativteil, f = f* - f~, kann das
Integral fiir beliebige integrierbare Funktionen als Differenz zweier In-
halte aufgefasst werden, I(f) = I(f*) - I(f") = J(Ay+) - J(Af-).

Das Integral ist mit einem iiberzeugenden Kalkiil ausgestattet, und oftmals
wird J(A) durch Berechnung von I(f) fiir f mit A; = A bestimmt.
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Mehrfache eindimensionale Integrale

Wie fiir die mehrdimensionale Differentiation kénnen wir auch bei der Inte-
gration die eindimensionale Theorie fiir mehrdimensionale Berechnungen ver-
wenden. Zur Illustration der Methode betrachten wir wieder den zweidimensio-
nalen Fall einer Hohenlandschaft f: [a,b] x [c,d] — R. Fiirjedesy € [c, d] sei
f,:[a,b] — R die Funktion mit

t,(x) = f(x,y) firallexe [a,b]. (y-Schnitt von f)

Den Graphen von f, kénnen wir visualisieren, indem wir den Graphen von f mit
der Ebene R x {y } X R schneiden. Wir versuchen nun, f; zu integrieren. Gelingt
dies, so setzen wir

b
o) = 1) = [ fouy)dx.

a

Gelingt uns dies fiir alle y € [c, d], so erhalten wir eine Funktion g: [¢,d] — R,
die wir wieder der Integration unterwerfen konnen. Im Fall der Existenz des In-
tegrals iiber g gilt dann nach Konstruktion

@=fm®=fu%w®w

Dass nun I(g) identisch mit I(f) sein sollte, wird besonders durch die Interpreta-
tion des Integrals als Mittelwert nahegelegt. Denn ein Mittelwert kann beliebig
als Mittelwert von Mittelwerten dargestellt werden. In der Tat kann man zeigen,
dass fiir viele integrierbare Funktionen f alle bei diesem Vorgehen gebildeten
eindimensionalen Integrale existieren und I(g) = I(f) gilt (vgl. auch die Erginzun-
gen E12). Wir definieren hierzu:

Definition (schnittweise integrierbar)
Einf:[a,b] x[c,d] — R heillt schnittweise integrierbar, wenn fiir alle
x € [a, b] die Funktion f, : [¢,d] — R, f(y) = f(x, y), und fur alley € [c, d]
die Funktion f, : [a,b] — R, f,(x) = f(x, y), integrierbar ist.
Analog wird der Begriff fiir hohere Dimensionen erklirt.

Ist f stetig, so ist f schnittweise integrierbar. Ist A  [a, b] x [c, d] eine ,,einfa-
che® Jordan-messbare Menge wie zum Beispiel ein Kreis, so ist die Funktion 1,
schnittweise integrierbar. Dagegen ist fiir P = [0, 1]” die Menge

A = P - {(x,0)e P | xistirrational }

Jordan-messbar mitJ(A) = 1, aber die integrierbare Funktion 1, ist nicht schnitt-
weise integrierbar. Denn die Schnittfunktion (1), fiir y = 0 ist die Dirichletsche
Sprungfunktion auf [0, 1].
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Unentbehrlich fiir die Berechnung von Integralen ist nun:

Satz  (Integral als Mebrfachintegral)
Seif:[a,b]x[c,d] — R schnittweise integrierbar. Dann gilt

I(f) = fcdfabf(x, y)dxdy = fabfcd f(x, y) dy dx.

Eine analoge Aussage gilt fiir hohere Dimensionen.

Istalsof:[a,b] x[c,d] — [0, eo[schnittweise integrierbar, , so konnen wir das
dreidimensionale Volumen J(A¢) = I(f) der Menge

AF = {(X7Y7Z)EIR | XE[a,b], YE[C,d], OSZSf(X7Y)}

durch ein Doppelintegral berechnen. Zudem diirfen wir die Integrationsreihen-
folge frei wihlen, was fiir manche Aufgaben von Vorteil sein kann.

Eine klassische Anwendung des Satzes ist die Berechnung des Volumens der
dreidimensionalen Kugel.

Satz  (Volumen der Kugel)
Seir>0,undsei K={(x,y,2) € R’ | | (x,y,2) | < r} die Kugel im R’ mit
Radius r und Mittelpunkt 0. Dann gilt

JK) = % e,

Beweis
SeiP=[-r,r]’,undseif:P — Rdie stetige Funktion mit

fx,y) = { VP - +y),  fulls ¥4y <7

0, sonst.

Der Graph von f ist die
Oberfliche der oberen
Kugelhilfte. Unter Verwen-
dung elementarer Symmetrie-
eigenschaften des Volumens
gilt also:

JK) = 21().

Fiir jedesy € [-r, r] ist das
Integral iiber den Schnitt f, : [-r,r] — R, -t

f, = fix,y) firallexe[-r,r],
der Flicheninhalt eines Halbkreises mit Radius r, = V ! - 2. Also gilt
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r r
1 y
f_rfy(x)dx - f_rf(x,y)dx - 7(rz_yz)n firalley € [-r, r].

Damit erhalten wir:

T

Iff) = f_rr f_rrf(x,y) dx dy = %f oy dy =

-r

3
i(er— 2r ) = ian,
2 3

JK) = 21(F) = % e,

Das Cavalierische Prinzip

Der Leser wird sich vielleicht gefragt haben, ob die etwas umstindliche funk-
tionale Darstellung der Halbkugel zur Berechnung des Kugelvolumens nicht
vermieden werden kann. Der Schnitt der Kugel K mit der Ebene Rx{y} xR sind
fiir jedes y € [-r, r] ein Kreis mit Radius

Vit -y

und die Flicheninhalte (r* - y*) &t dieser Kreise iibery € [r, r] integriert ergeben
das gesuchte Volumen J(K) = 4/3 w r’. In der Tat fiihren Volumenberechnungen,
die Flicheninhalte anstelle von Funktionen integrieren, oft eleganter ans Ziel:

Satz  (Volumenberechnung durch Integration von Flicheninbalten)
Sei A c [-r, r]’ Jordan-messbar. Fiir alle z € [-r, r] sei der z-Schnitt

Az = {(X7Y)ER2 | (XaY7Z)eA}

von A eine Jordan-messbare Teilmenge der Ebene. Dann gilt:

r
& = [ I dz
-r
Analoge Aussagen gelten fiir x- und y-Schnitte.
Aus dem Satz folgt:
Korollar  (Cavalierisches Prinzip)
Sind A, B c [, r]’ Jordan-messbare Mengen derart, dass fiir alle z die

z-Schnitte A, und B, denselben Jordan-Inhalt besitzen, so haben A und B
dasselbe Volumen.
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Allgemeiner gelten diese Ergebnisse auch fiir die Dimensionenn =2 undn >4.
Fir die Dimension n = 2 besagt das Cavalierische Prinzip, dass zwei Jordan-
messbare Mengen A, B c [ -, r]? dieselbe Fliche besitzen, wenn alle Schnitte
A ={y| xy)eA}und B, ={y | (x,y) € B} dieselbe Linge aufweisen.

Wir betrachten einige Anwendungen (vgl. auch die Erginzungen E12).

Beispiel 1: Volumen eines Rotationskorpers
Seif:[a,b] — R eine stetige Funktion, und sei

A = {(xy,2)]zeab], xX*+y < f(z)?)

der Korper, der entsteht, wenn .
wir S(f) ={(f(z),0,z) | z€ [a,b] } L
um die z-Achse rotieren. Die

z-Schnitte von A sind Kreise mit

Radius f(z), sodass J(A,) = nf(z)’

fiir alle z € [a, b]. Damit ist

JA) = n f bf(z)2 dz.

‘ S
’/,z‘?/lmR\i

A

Beispiel 2: Volumen eines Kreiskegels

Wir betrachten A wie im |
vorherigen Beispiel fiir die |/
Funktion f: [0, h] — R mit
Rotationskérper fiir
f(z) = a(th-z) firalleze[0,h], )
f(z) = sin2z), ze€[0,2n].
wobei a > 0. Dann ist A ein
(gerader) Kreiskegel der Hohe h
und Radius r = f(0) = ah des
Grundkreises. Es gilt

h
JA) = nfo a’(h-z)7>dz =

a’nh’ “rh
3 3

also die Formel ,,1/3 mal Grund-
fliche mal Hohe“. Nach dem
Cavalierischen Prinzip gilt diese
Formel auch fiir schrige Kreis-
kegel, bei denen die Spitze nicht
auf der Senkrechten des Grund-
kreises durch den Mittelpunkt
liegt. Noch allgemeiner ist:

Kreiskegel mita=2und h =35
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Beispiel 3: Volumen eines Kegels mit messbarer Grundfliche
Sei G  [-r, r]? Jordan-messbar mit Jordan-Inhalt J(G). Weiter sei
h >0 und

A={(xy,2€R| 0<z<h undes gibt ein (x,, yo) € G mit
(Xa Y) = (1 - Z/h) (X07 Yo) }

A ist der Korper, der entsteht, wenn wir den Punkt (0, 0, h) mit allen Punk-
ten (X, yo) der Grundfliche G verbinden. Fir den z-Schnitt A, von A gilt

A, = cG = {cxy) | &y eG} mitc=1-z/h,
JA) = JcG) = CJG) = (1-2h) J@G). o

Damit ist

h 2
JA) = fo (1 -2h)?J(G)dz =

v J@h

(1 -z/hy
-J(G)h 3

z=0 3

Fir G =[-a/2,2/2) ist A

. : . AR
eine Pyramide mit der Grund- RN
.. 2 .. TGS NN
fliche J(G) = a° und Hohe h. O
t
A hat das Volumen a*h/3. LA\

Beispiel 4: Additivitit des Integrals
Die Eigenschaft

fab fx) + gx)dx = f ab f(x)dx + fab g(x) dx

des eindimensionalen Integrals lisst sich mit dem Cavalierischen Prinzip
fiir die Dimension n = 2 begriinden:

0.8
0.6
0.4

0.2F

L L L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Die Inhalte der grauen Flichen sind nach dem Cavalierischen Prinzip gleich.
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Beispiel 5: Volumen eines Ellipsoids
Seien a, b, ¢ >0 und

b= fayne® [ (2) (L) (L) =1}

ein Ellipsoid mit den Halb- ‘
achsen a,b,c. Istze [- ¢, c] ‘
und (X, Y Z) € E, SO gllt ‘\

T
XV () < ' SRR
+ < SO 7R
a b RSSO
(ORGSR NN
0 S S ANS .0
1 z 2 N Eg'@!'A\,a‘ﬁ%
) T Ve / NS |
¢ ; =<

|

L. . Ein Ellipsoid mit den Halbach
Damit ist der z-Schnitt tn Elipsoid mit den Hafbachsen

E, von E eine Ellipse a=2,b=3/2c=1
mit den Halbachsen aw, und ein z-Schnitt bei z = cos(n/4) = 1/V2
und bw,. Folglich ist

J® = [ ) de -

fc maw,bw, dz =

c ZZ
Tl:abf_cl -z dz =

3
Tl:ab(Zc— ZCZ) =
3¢

i mabec.
3

Dabei haben wir die Formel ,,it - Produkt der Halbachsen fiir die Fliche
einer Ellipse aus 1.5 verwendet. Diese Formel lisst sich ebenfalls mit Hilfe
des Cavalierischen Prinzips gewinnen (Ubung). Der Leser vergleiche das
Volumen eines Ellipsoids mit dem Kugelvolumen4/3 nr’ = 4/3mrrr.



466 6. Abschnitt Mehrdimensionale Integration

Beispiel 6: Volumen eines Torus
Wir betrachten einen Volltorus

T = {xpeR | ( R-Vx+y' ) +2 <17}

mit den Radien R > r > 0. Fiir alle z € [ -r, r] ist der z-Schnitt A, von T
ein Kreisring mit dem Flicheninhalt

J&) = R+VE-Z)n - R-VP-2) 1 = 4RaVii-7,

Damit berechnet sich das Volumen J(T) des Volltorus zu (vgl. die Beispiele
zur Substitutionsregel in 1.5):

r
JT) = [ 4RV -2 dz = 4Rne’w2 = 20 R
-r

Eine integralfreie Herleitung dieser und anderer Formeln mit Hilfe des
Cavalierischen Prinzips besprechen wir in den Erginzungen E12.

I

|

TorusmitR=3, r=1

Die z-Schnitte von T sind
Kreisringe mit duflerem Radius
R + h(z) und innerem Radius

R - h(z), wobei h(z) = V1’ - 2.
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Obwohl es fur die Inte-
gration einfacher ist,
z-Schnitte zu betrach-
ten, lohnt es sich, auch 0f
einen Blick auf die
y-Schnitte zu werfen.
Schneiden wir den
Torus mit der Ebene
»y = 0% so sehen wir
zwei Kreise mit Radius i
r und den Mittelpunk-
ten -R und R. Bewe-
gen wir nun ¢ in den
Schnittebenen ,,y = ¢“
von 0 nach = (R + 1), -1F
so deformieren sich 3 ) ) 0 1 ) 3
die Kreise, bis sie ver-
schmelzen und sich in
ovalen Gebilden zu ei-
nem Punkt zusammen-
ziehen. Die Verschmelzungspunkte ¢ = + (R - r) bergen eine Uberraschung:

y-Schnitte eines Torus mit R =2 und r = 1.

Der Schnitt eines Torus
mit R =2 und r = 1 mitder
Ebene ,)y = -1ist eine
Lemniskate zua = 2 V2.

Die Ebenen ,;y = = (R - r)“ schneiden die Oberfliche des Torus in den
Punkten (x, y) mit

R-VX+R-1’) +7" =1
Umformen ergibt
&+ ) = 4R(rx2 -R-1) ZZ),

sodass der Schnitt fiir R = 2r eine Lemniskate zura = 2 V2 rist (vgl. 3.2).
Fiir R/r # 2 ergeben sich modifizierte Schleifen.
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Inhalte von Rotationsflichen

Das ,Integrieren durch Schnittbildung® darf nicht in allen Kontexten beden-
kenlos angewendet werden. Wir betrachten hierzu den Ansatz, den Inhalt der
Mantelfliche eines geraden Kreiskegels A mit Radius r = ah und Hohe h durch
Integrieren der Umfinge der Schnittkreise A, = { (x,y) | (x, ¥, z) € A} zu berech-
nen. Fiir alle z hat A, den Umfang 2na(h - z). Es gilt

h
f 2nath-z)dz = mah’ = mrh,
0

was nicht die korrekte elementargeometrische Formel
nrs mit s = Vr? + b’ (Inbalt der Mantelfliiche eines Kegels)

liefert, die man zum Beispiel durch Abrollen des Kegelmantels zu einem Kreis-
segment erhilt. Ebenso liefert das Aufintegrieren der Umfinge der Breitenkreise
einer Kugel mit Radius r und Mittelpunkt 0 nicht 41* &, sondern

T
f 2rVret -2 dz = 2n w2 = whel
-r

Wie berechnet man also korrekt den Inhalt einer Oberfliche? Ohne allgemeine
Begrifte einzufithren, konnen wir relativ leicht ein informatives und intuitiv ver-
stindliches Ergebnis fiir eine wichtige Klasse von Oberflichen angeben. Hierzu
definieren wir:

Definition (Rotationsfliche einer Kurve)
Seif:[a,b] — R eine Kurve mit f;(t) = 0 und £(t) = O fiir alle t. Dann
setzen wir

pf) = {(x, v, f3(t)) eR’ | te[ab], ¥ +y = fi(t)° }

Die Menge p(f) ist anschaulich 2
die Punktmenge im R’ die ent-
steht, wenn wir die Spur von f
(eine Teilmenge der x-z-Ebene)
um die z-Achse rotieren. Oder 10
noch plastischer: Die Oberfliche
einer gemif} f getopferten Vase
ohne ihren Boden. 0.5
Im Diagramm rechts ist

i
iy
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() = 2€ + sin(@0 + 1, 0

@) =0, f5(t) = t, te[0,6/5].
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Ist die Kurve f ein Polygonzug, so ist p(f) aus den Mantelflichen von Kegel-
stimpfen zusammengesetzt. Der Mantelfliche eines Kegelstumpfes der Hohe h
und den Grundflichenradien r; und r, ordnen wir den elementaren Flicheninhalt

T(r; +15)s mit s = V(r; - 1;)° + h? (Mantelflicheninbalt von Kegelstiimpfen)

zu, wobei s die Linge einer Mantellinie des Kegelstumpfs ist. Da wir rektifizier-
bare Kurven per Definition beliebig genau durch Polygonziige approximieren
konnen, bietet sich ein entsprechender Grenziibergang an, um den Inhalt der
Rotationsfliche einer Kurve zu definieren. Die s-Werte erhalten wir dabei be-
quem durch die Kurve f und Anwendung der euklidischen Norm.

Definition (Inbalt einer Rotationsfliche)
Seif:[a,b] — R’ eine fast injektive Kurve mit f;(t) 2 0 und f,(¢) = 0 fur
alle t. Dann setzen wir im Fall der Existenz

Ar(p(f)) = limgg) — o Ary(f),
wobei wir fiir eine Partition p = (t )<, von [a, b] setzen

Ary(f) = Xicn m(fi(6) + fi(t, ) [ o) - e |-

Die Zahl Ar(f) ist anschaulich der 2
Oberflicheninhalt von zusammenge-
klebten Kegelstimpfen. Sie entstehen
durch die Rotation der durch p defi-
nierten Polygon-Approximation an f. 1.0

Die Werte nt (f;(ty., ;) + f;(ty)) sind
bei feinen Partitionen in etwa gleich
27 £ (v) fiir t zwischen g und g, ;. Im
Hinblick auf die Lingenberechnung
fur stetig differenzierbare Kurven ist 0.0
also der folgende Satz fast zu erwar-
ten:
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Satz  (Inbalt der Rotationsfliiche einer Kurve)
Seif:[a, b] — R’ eine fast injektive und in ]a, b stetig differenzierbare
Kurve mit f;(t) 2 0 und f,(¢t) = 0 fiir alle t. Dann gilt
b
Arp(®) = [ 2@ £ de.
a

Ist also speziell £(t) = (g(t), 0, t) fiir g: [a, b] — [0, e[, so gilt

b
Ar(p(f) = [ 2mg®V1+g(t) de
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Beispiel 1: Mantel eines Kegels
Fiir den Mantel eines Kegels mit Hohe h und Radius r = ah kénnen wir die
Funktion g : [0, h] — R mit g(t) = at wihlen. Wir erhalten so den Inhalt

h
f 2ratV1+a’dt = wah’Vi1+a’ = mahVh?’+a’> = zrs.
0

Da wir den Inhalt von Mantelfliichen zur Definition des Inhalts von Rotati-
onsflichen verwendet haben, ist dieses Ergebnis zwar konsistent, aber nicht be-
sonders aufregend. Spannender ist:

Beispiel 2: Kugeloberfliche
Fiir ein r > 0 betrachten wie die Kurve f: [0, 1] — R’ mit

fi(t) = rsin(t), f,(t) = 0, f3 = rcos(t).

fir t € [0, m]. Ihre Spur ist ein Halb-
kreis mit Radius r in der x-z-Ebene.
Es gilt | f'(t) || = r fiiralle t e [0, &].
Wir erhalten also

Ar(p(f)) = fon 2 e sin(o) rdt

-2’ wcos(t) |Z = 4r’m,

in Ubereinstimmung mit dem
durch andere Grenzwertbildun-
gen gefundenen Wert.

Beispiel 3: Torus
Seien R>r>0,und seif: [0, 2n] — R’ mit

fi(t) = rsin(t) + R, £,(t) = 0, f3= rcos(t) ‘

fir te [0, 2n]. Die Spur von f ist ein Kreis
in der x-z-Ebene mit Radius r
und Mittelpunkt (R, 0, 0).
Fiir den durch Rotation
entstehenden Torus p(f) gilt

27
Ar(p(f)) = fo 21 (rsin(®) + R)rde =

2nr[—rcos(t)+Rt] " - 2nr2nR = 4n°rR. R=2,r=1

2
0
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Beispiel 4: Rotations-Ellipsoide

Ein Ellipsoid E mit den x-y-z-Halbachsen a,b, ¢ > 0 ist ein Rotationskérper
um die z-Achse, falls a = b. Im Fall a = b < ¢ heifit E ein prolates (gestreck-
tes) und im Fall a = b > c ein oblates (abgeflachtes) Rotations-Ellipsoid.

4
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Links ein prolates Rotations-Ellipsoid

mit den Halbachsena =b =1, ¢ = 2.
Oben ein oblates Rotations-Ellipsoid
1 mit den Halbachsena =b =2, ¢ = 1.

Ista=b, so wird E durch Rotationvon g : [0, t] — R mit

2
67 = a1 - % firalleze[-c,c]
C

um die z-Achse erzeugt. Damit gilt

C

Ar(p(E) = 27 f sVietg dz = 212 f_c\/c4—(a2—cz)zz dz.

Die (nicht einfache) Berechnung des Integrals liefert

2na(a +C %H(S)) falls a < c,
Ar(p(f)) = ,
Zna(a +c %h(&) falls a > c,
. V| -a?|
wobei § = ————.

C

Sind die drei Halbachsen eines Ellipsoids E paarweise verschieden, so ist E
kein Rotationskorper. Wir betrachten derartige Oberflichen im Ausblick.
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Polar- und Zylinderkoordinaten

Wir untersuchen nun noch verschiedene Koordinatensysteme und die zuge-
horigen Integrationsregeln.

Integration fiir Funktionen in ebenen Polarkoordinaten

Oftist es bequem, eine Funktion f: R* — Rnicht als Funktion in den Achsen-
Koordinaten x und y anzugeben, sondern in Polarkoordinaten r und ¢, wobei r
den Abstand vom Ursprung und ¢ den Winkel im Bogenmafi mit geeigneten
Konventionen angibt, etwa ¢ € [0, 2n[ oder ¢ € |- 7, 7].

Definition (Umrechnung von Achsenkoordinaten in Polarkoordinaten, P, V)
Wir setzen P = {(0,0)} U (]0, o[ x [0, 27[) und definieren ¥ : R*> — P
durch

Yy = (), argx+iy)) firallex,yeR,

wobei wie frither das Argument arg(z) fiir z € C - { 0 } definiert ist durch
arg(z) = ,daseindeutige ¢ € [0, 2] mit z = |z] &'®“

und wir dariiber hinaus die Konvention arg(0) = 0 verwenden.

Gilt Y(x, y) = (r, ¢), so heifen r, ¢ (ebene) Polarkoordinaten von (x, y).

Statt des Intervalls [0, 27t wird oft auch das Intervall | - w, ©] verwendet. Die
Winkel der Punkte der unteren Halbebene sind dann negativ. Allgemein kann
man (1, ¢) und (r, ¢ + k2 ) fiir alle ganzen Zahlen k miteinander identifizieren, so-
dass ein Punkt der Ebene unendlich viele Polarkoordinaten besitzt.

Die analytische Behandlung der Argument-Funktion involviert den Arkustan-
gens. Niitzlich ist hier die folgende zweidimensionale Funktion (vgl. hierzu auch
die Ubungen zu 3.3.2 in Band 1):

Definition (arctan,)
Wir definieren arctan, : R> — R durch:

( arctan(y/x), falls x>0 und y 20,
arctan(y/x) + 2w,  falls x>0 und y<0,
arctany(,y) = 4 arctan(y/x) + T, falls x<0,
/2, falls x =0 und y >0,
3n/2, falls x =0 und y<O0.

L 0, falls x =y = 0.
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Die arctan,-Funktion erlaubt die Berechnung des Arguments von x +1iy in Ab-
hingigkeit von x und y. Die Fallunterscheidung ist so konstruiert, dass

arg(x +iy) = arctany(x,y) furallex,ye R.

Sind Winkel in | - &, ©] gewiinscht, so ist die Zahl 27t von arctan,(x, y) abzuzie-
hen, falls arctan;(x, y) > m ist. Dies tritt im zweiten und fiinften Fall der Defini-
tion ein und weiter im dritten, falls y < 0.

Der Riickweg von den Polar- zu den Achsenkoordinaten verlduft wie folgt:

Definition (Umrechnung von Polarkoordinaten in Achsenkoordinaten, ®)
Wir definieren @ : [0, o[ x R — R’ durch

O, ) = re® = r (cos((p), sin((p)) fiiraller,p € [0, o[ X R.

Die Funktionen ¥ : R* — Pund ®|P: P — R’ sind bijektiv und invers zu-
einander. Die Polarumrechnung ¥ ist jedoch nicht stetig: Wandern wir, begin-
nend in einem Punkt (r, 0) mit r > 0, den Kreis der Ebene mit Mittelpunkt 0 und
Radius r ab, so wachsen die Argumente der besuchten Punkte monoton von ein-
schliefilich 0 bis ausschliefilich 2 und springen dann zuriick auf 0, wenn wir wie-
der beim Punke (r, 0) angelangt sind. Ebenso springt der Winkelwert ¢ unter der
Funktion ¥ von einem konstanten positiven Wert auf Null, wenn wir eine von
der positiven x-Achse verschiedene Halbgerade bis zum Ursprung durchlaufen.
Die Funktion @ ist dagegen stetig. Wir kénnen die Unstetigkeit von ¥ beheben,
wenn wir ¥ auf die ,,geschlitzte Ebene” R? - {(x,0) | x > 0} einschriinken. Ar-
beiten wir mit Winkeln in |- 7, ©[ so ist R* - { (x, 0) | x<0} die zugehorige ge-
schlitzte Ebene. Durch diese Modifikation erhalten wir insgesamt stetige Bijek-
tionen, die genauer sogar stetig differenzierbar sind.

Ebene Polarkoordinaten eignen sich inbesondere zur Berechnung des euklidi-
schen Skalarprodukts. Sind v, v, € R? und sind (r;, @;) und (r,, 9,) Polarkoordi-
naten von vy bzw. v, so gilt

Vi =1 (COS((PO, Sin((P1)) und v; =1, (COS((Pz), Sin((Pz)),

und das Additionstheorem des Kosinus liefert

(vi,v2) = 1113 (COS((Pl) cos(@y) + sin(@y) Sin((Pz)) = 1115 co8(Q; - @y).
Die Formel fiir das Skalarprodukt (-, -),, in Polarkoordinaten lautet also
(@1, @), (2, (Pz)>p = 111 cos(Q; - §y).

Fiir alle Vektoren vy, v, der Ebene gilt

(vi,v2) = (¥, \P(V2)>p'

Aus der polaren Darstellung lisstsich beispielsweise die Invarianz des Skalarpro-
dukts unter Drehungen ablesen. Drehen wir die Vektoren v und w um einen ge-
meinsamen Winkel, so bleibt die Differenz der Winkel zwischen den beiden
Vektoren und damit der Kosinus dieser Differenz gleich.
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Die Verwendung von Polarkoordinaten in analytischen Kontexten ist vor al-
lem dann von Vorteil, wenn eine Funktion f: R? — R rotationssymmetrisch ist.
Ist zum Beispiel

fxy) = &l = \/Pﬁy2 fir alle x,y € R,
undistg=fo ®:[0,[xR — R, sogilt

g, @) = [r(cos(e),sin(e) || = r firalle (r, ) e [0,[xR.

Unsere Funktion ist aus polarer Sicht also einfach die Projektion auf die erste
Komponente, also eine sehr einfache und vollkommen wurzelfreie Funktion. Es
fragt sich, wie eine ,polare Analysis“ von f aussieht. Fiir die Integrationstheorie
kénnen wir die Frage allgemein so formulieren:

Gegeben ist eine Funktion g in Polarkoordinaten, die wir integrieren wollen.
Wir konnen nun g in Achsenkoordinaten x und y darstellen und wie iiblich inte-
grieren. Liisst sich die miihsame Ubersetzung von 1, ¢ nach x, y nicht vermeiden
und das Integral anstatt nach ,,dx dy nicht direkt nach ,dr do* bestimmen ?

Bei der Ubersetzung im Beispiel oben erhalten wir eine Wurzelfunktion, die miih-
samer zu integrieren ist als die Projektionsfunktion. Der Wunsch nach einer di-
rekten Integration in Polarkoordinaten ist hier nur natiirlich. In der Tatlassen sich
Funktionen in Polarkoordinaten sehr einfach nach dr und df integrieren. Wir
miissen lediglich einen ,Korrektur-“ oder ,, Transformationsfaktor® beachten:

Satz (Integmtion in ebenen Polarkoordinaten)
Seif: R — R eine integrierbare Funktion mit kompaktem Triger.
Dann gilt:

o 2T o 2T
1) = fo fo fod(r,p)rdodr = fO fo f(r cos((p),rsin((p))rd(p dr.

Anstelle f als Doppelintegral iiber x und y zu integrieren, kénnen wir also mit
gleichem Ergebnis f o ® als Doppelintegral tiber die Koordinaten r und @ inte-
grieren, wobei wir dem Integral iiber f o @ den Faktor r hinzufiigen miissen. Er
entspricht der Tatsache, dass der Umfang eines Kreises mit Radius r das r-Fache
des Umfangs des Einheitskreises ist. Integrieren wir bei festem r iiber alle Winkel
¢, so hat dieser ,infinitesimale Beitrag“ zum Integral das r-fache Gewicht. (Wir
werden am Ende des Abschnitts einen allgemeinen Satz formulieren, der den
Korrekturfaktor einer Koordinatentransformation genau angibt.)

Liegt eine Funktion g in Polarkoordinaten vor, d.h., ist g = f o ® fiir eine ge-
wisse Funktion f: R? — R, so kénnen wir das gewiinschte Integral (das ist das In-
tegral I(f) tiber f, nicht das Integral I(g) tiber g) einfach berechnen durch

0 = [ a0 dod



Polar- und Zylinderkoordinaten 475

wobei wir stillschweigend annehmen, dass f einen kompakten Triger besitzt und
integrierbar ist. In der Praxis ist g oft als Term gegeben, etwa

g, @) = r’sing + r fiiralle (r, ¢) € [0, o[ x R.

Wir verwenden dann einfach den g definierenden Term als Integranden und
multiplizieren ihn mitr. Anschlieffend wird das Integral wie ein tibliches Doppel-
integral behandelt (in unserem Beispiel integrieren wir r’sin@ + r*). Die Integra-
tionsvariablen heiflen nun r und @, aber wir kénnen ihnen auch beliebige andere
Namen geben.

Beispiel 1: Berechnung der Kreisfliche
SeiR>0und K ={(x,y)e R? | || (x,y) | <R}. Dann ist 1k eine integrier-
bare Funktion mit kompaktem Triger, und I(1x) ist die Fliche eines Kreises
mit Radius R. Ist g = 1 ° &, so gilt

1 alls r <R,
86, 9) - el
0 falls r>R.

Damit berechnet sich also die Kreisfliche zu

o 2T R .2&n
1) = r,@) rdedr = 1 rdedr =
® = [ [ sxorde J o] irde

2|r=R - Rn

R
f 2nrdr = mrt| 0
0 =
Bei der Reduktion des Integrationsbereichs von [0, oo [ X [0, 27t] auf das
Rechteck [0, R] x [0, 2n] verwenden wir, dass der "Triger von rg eine
Teilmenge dieses Rechtecks ist.

Beispiel 2: Sektorformel von Leibniz
Die Sektorformel von Leibniz fiir Kurven in Polarkoordinaten (vgl.
die Erginzungen E7) kénnen wir nun so begriinden:
Istf:[0,2n] — R’ eine Kurve mit

fl9) = R@e® = R(0)(cos(9),sin(e)) fiiralle g e [0,2n],

so ist der im Winkel- bzw. Zeitintervall [a, b] von der Kurve f iiberstri-
chene Flicheninhalt A(f | [a, b]) gleich

fab J<OR(<P)1 drde - fab rz_Z r=R(9) do - % fab R(o)’ do,

r=0

in Ubereinstimmung mit der fritheren Formel. Fiir den Spezialfall R(¢) = R
und [a, b] = [0, 2x] ergibt sich erneut die Kreisfliche.
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Beispiel 3: Bestimmung des Gaufi-Integrals
Wir berechnen das Gaufi-Integral

Y = f e X2 dx

mit Hilfe von ebenen Polarkoordinaten und einer auf Poisson zuriickge-
henden Umformung (vgl. 1.6). Wir definieren hierzu f: R> — R durch
fix,y) = 62 fiir alle xy€R.

Ist K(R) der Kreis mit Mittel- |
punkt 0 und Radius R > 0, so gilt ”

0 p ]
flx,y)dxdy = sz N\ e
f K(R & y) v s Y %\‘\\\\ R
®) 05y NN O
N RS
B L7 L7
f f e rdrde = B ases 2570
0 0
In 2 r=R 2
2 = B %
f —e do = Zn(l - eR/z). 44
0 r=0

Damit konnen wir nun y bestimmen. Sei hierzu a > 0 und

a 2
g(a) = f e ¥ dx.

-a

Dann gilt

o) - (J‘ae_xz/z dx)(fa V2 dy)

—-a —-a

f_: f:e’xz/z eV dx dy = f[_a’a]z f.

Wegen K(a) c [-a,a]* < K(V2a) und f > 0 gilt

fK(a)f < [ o< me@ f. /K\
\_

Yl

Folglich ist
ZTE(I - e'az/z) < gl) < ZTc(l - e_az).

Die linke und rechte Seite strebt gegen 2w, wenn a gegen unendlich strebt.
Wegen lim, _, ., g(a) = y giltalsoy = V2r.
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Bemerkung
Erweitert man die Theorie auf Funktionen mit nichtkompaktem Triger, so
kann man folgende Kurzform des Arguments rechtfertigen:

(et - [

—oo —oo

fznfme—rz/Zrdrd _ J,ZTE -2 | T= _ _
9 = —e ] de = 2n(1-0) = 2m
0 *0 0 r=

Ebenso kann man dann das Gauf3-Integral nach der folgenden auf Laplace
zuriickgehenden Methode ohne Verwendung von Polarkoordinaten be-
rechnen:

oo XX ([T )
4 2 2 J‘0 > fo Y
f f e 6V gy dy = (Substitution ,)y = xt%)
0 Y0
! CrT o laedn
Xe dtdx = X e dxdt =
I, ], )

< 1 2 (1+8
J‘ e 1+)2
0o 1+t

arctan(t)|: = 2 -0 = w2,

x=e =1
dt = — dt =
fo 1+¢

sodass y = V2.

| Die Funktion g : R* — R mit

>
2z
L2222

2 2
1.0~ "':'::':3'::3".:::-:"’{{{33\\'\'\'\3:.. ghoy) = fx| e
ZIIAN \\\\\\i\:\\\\&::::g:}::..':” Das Volumen unterhalb von
05 "’1”/,”/'\\\\#0'0’5‘\\\‘:135:3 4 L
é’?;{‘\"?"#”w‘%?’::.. g ist identisch mit dem
0_'3 :,’:,”Q‘t AR Volumen unterhalb der

Gaufl-Funktion.
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Integration fiir Funktionen in riumlichen Polarkoordinaten

Auch dreidimensionale Funktionen kénnen in Polarkoordinaten dargestellt
werden, wobei hier drei Koordinaten r, 0, ¢ verwendet werden. Ublich ist die
folgende Bedeutung dieser Koordinaten:

(1) Die Koordinate r > 0 misst
den Abstand eines Punktes
(x, v, z) zum Ursprung.

(2) Die Koordinate 6 € [0, 7]
gibt den Winkel an, den
(%, v, z) mit der positiven
z-Achse einschliefit.

(3) Die Koordinate ¢ € [0, 27|
misst den Winkel der Projek-
tion (x, y, 0) des Punktes auf
die x-y-Ebene wie bei ebenen r
Polarkoordinaten.

Damit ist 0 der ,polare Breitengrad und ¢ der ,Lingengrad eines Punktes p,
der sich auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius r befindet. (Im Gegensatz zur
Geographie wird der Breitengrad hier nicht vom Aquator, sondern vom Nordpol
aus gemessen, und der Lingengrad wird auf die positive x-Achse geeicht.) Dieser
geometrischen Bedeutung der Polarkoordinaten entsprechen wie im zweidi-
mensionalen Fall Funktionen ¥ und @, die die wechselseitige Umrechnung von
X, ¥, z in Polarkoordinaten r, ¢, 8 beschreiben.

Definition (Umrechnung von Achsenkoordinaten in Polarkoordinaten im Raum)
Wirsetzen P={(0,0,0)} U ]0,0o[x [0, 7] x [0, 27t und definieren
¥R — P fir alle x, y, z € R durch

Y(x, Y z) = (||(X7Y7 Z)”a arg(z+i||(xay’ 0)”)7 arg(x+iy)) =

( || (X’ Y Z) ”a arctanz(z, || (X7 Y O)||)7 afCtanz(Xa Y))

Gilt Y(x, v, z) = (1, 6, ¢), so heiflen r, 0, ¢ (riumliche) Polarkoordinaten oder
Kugelkoordinaten von (x, y, z).

Zur Begriindung der Definition der 8-Koordinate betrachten wir das recht-
winklige Dreieck mit den Ecken

A=0, B=(002, C= @y

0 soll nach (2) der Winkel an der Ecke A dieses Dreiecks sein. Die Strecke von B
nach C hat die Linge a = ||(x, y, 0)] . Damit ist das Dreieck ABC kongruent zum
ebenen Dreieck mit den Ecken 0, (z, 0), (z, a), sodass 8 = arg(z + ia).
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Definition (Umrechnung von Polarkoordinaten in Achsenkoordinaten im Raum)
Wir definieren @ : [0, o[ % [0, 1] x R — R* durch

O(r,0,90) = rsin(0) (cos((p), sin(o), O) + rcos(0) (0, 0, 1) =
r (sin(8) cos(g), sin(®) sin(p), cos(®)) fiir aller, 6, @.
Fiir riumliche Polarkoordinaten gilt der folgende Integrationssatz:

Satz  (Integration in riumlichen Polarkoordinaten)
Seif: R’ — R eine integrierbare Funktion mit kompaktem Triger.
Dann gilt

o (T 2T
() = fo fo fo fod(r,0, @) 1’ sin(®) dpdodr =
o (T 2T
f f f f(r sin(0) cos(9), r sin(0) sin(p), r cos(e)) t* sin(6) do de dr.
0 *0 %0

In der angegebenen Reihenfolge der Integration wird bei festgehaltenem r
und 6 tiber den Lingengrad ¢ integriert. Polarkoordinaten mit festen Werten r
und 6 beschreiben Breitenkreise der Oberfliche der Kugel K mit Mittelpunkt 0
und Radius r. Lauft nun 0 bei festem r von 0 nach «t, so durchlaufen diese Breiten-
kreise vom Nordpol zum Stidpol die gesamte Oberfliche der Kugel K,. Liuft
nun noch rvon 0 nach unendlich, so fiillen diese Kugeloberflichen den gesamten
Raum aus. Der ,, Transformationsfaktor“ r” sin 8 lisst sich dabei wie folgt verste-
hen: Die Oberfliche einer Kugel mit Radius r ist das r*-Fache der Oberfliche ei-
ner Kugel mit Radius 1, trigt also das entsprechende Gewicht zum Integral bei.
Weiter ist der Umfang des dem Winkel 6 entsprechenden Breitenkreises auf K,
das sin(8)-Fache des Umfangs des Aquatorialkreises auf K, mit Radius r, sodass
diese Breitenkreise ein entsprechendes Gewicht zum Integral beitragen.

Beispiel: Berechnung der Kugelvolumens
SeiR>0,undsei K={(x,y,2) € R ||| (x y,2z) | < R}. Dann ist 1 eine
integrierbare Funktion mit kompaktem Triger, und I(1g) ist das Volumen
einer Kugel mit Radius R. Nach dem Satz gilt

R .n .2=n
(1) = fo fo fO 112 sin(0) do do dr =
fanznrzsin(e) dodr = fRZTch [—cos(B)]n dr =
0 Yo 0 0

R 4
f 4n’dr = — nR’.
0 3
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Zylinderkoordinaten

Im R* sind neben Polarkoordinaten auch Zylinderkoordinaten in Gebrauch.
Ein Punkt (x, v, z) des Raumes hat dabei Zylinderkoordinaten (p, ¢, '), falls (p, ¢)
ebene Polarkoordinaten von (x, y) € R* sind und weiter 2’ = z gilt. Die dritte
Komponente ist also der iibliche Hohenanteil, wihrend die Koordinaten x und y
durch die ebenen Polarkoordinaten ersetzt werden. p ist die Linge der Projek-
tion des Vektors (x, y, z) auf die x-y-Ebene, und ¢ ist das Argument von x + iy im
Winkelintervall [0, 2xt[. (Da r oft stillschweigend fiir die Linge von (x, y, z) ver-
wendet wird, ist es giinstig, eine andere Variable zu wihlen, und hier bietet sich
p an.) Wie fur die ebenen und raumlichen Polarkoordinaten werden Transfor-
mationsfunktionen ¥ und ® erklirt:

Yx,v,2) = (x50, arctany(x,y), z) fiiralle (x,y,2) € R’,

O(p, 9,z) = (pcos(@), psin(y), z) fiiralle (p, ¢,z) € [0, o[ x RXR.

Ihrer Natur nach sind Zylinderkoordinaten besonders geeignet, Punkte einer
bzgl. der z-Achse rotationssymmetrischen Menge zu beschreiben. Fiir eine
Funktion g: [0, h] — ]0, o[ ist

A = {&xy2|ze[0,h], X +y < gk}

der Korper, der entsteht, wenn wir [0, h] als Teilmenge der z-Achse auffassen
und die Funktion g um die z-Achse rotieren. Es gilt

YAl = {(p,9,2) | ze[0,h], pe[0,g(2)], 9 [0,2n]}.

Die Menge auf der rechten Seite konnen wir als Darstellung von A in Zylinder-
koordinaten auffassen.

In der x-y-Ebene sind Zylinderkoordinaten ebene Polarkoordinaten, sodass
bei Integration in Zylinderkoordinaten ein Transformationsfaktor p hinzu-
kommyt:

Satz (Integrﬂtion in Zylinderkoordinaten)

Seif: R’ — R eine integrierbare Funktion mit kompaktem Triger.
Dann gilt

If) = f: f:foznfﬂb(p, ®,0) p dodp dz.
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Die Transformationsformel

Wir haben nun mehrere Beispiele kennengelernt, wie wir Integrale in anderen
Koordinatensystemen berechnen kénnen. Der Ubergang von den Achsenkoor-
dinaten zu den neuen Koordinaten ist dabei durch eine Funktion ¥ gegeben, die
Riickiibersetzung durch eine Funktion ®. Bei der Berechnung von Integralen in
den neuen Koordinaten ist ein Korrektur- oder Transformationsfaktor zu be-
ricksichtigen, der sich aus der geometrischen Natur des Koordinatenwechsels
ergibt. Wir hatten ihn von Fall zu Fall anschaulich begriindet. Allgemein gilt:

Satz  (Transformationsformel)
Seien A,B ¢ R" Jordan-messbar, und sei @ : A — B bijektiv derart, dass
® und ¥ = @ ' stetig differenzierbar sind. Dann gilt fiir alle integrierbaren
Funktionen f: B — R mit kompaktem Triger:

I(f) = fB fxq, .0y xp) dxy ... dx, =

fAfocD(yl, Vo) [detJo)] dy; ... dy,.

Der Korrekturfaktor an einem Punkty ist bei der Koordinatentransformation
¥ = @' also gegeben durch den Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix von
® im Punkt y. Da diese Determinante die Volumenverzerrung der Linearisie-
rung von @ im Punkt y angibt, ist es nicht tiberraschend, dass dieser Faktor bei
der Integration zu beriicksichtigen ist. Streckt ® den Raum im Punkt y, so
staucht unsere Transformation ¥ den Raum im Punkt x = ®'(y), und deswegen
miissen wir in der transformierten Berechnung den Punkt y mit einem entspre-
chend hoheren Gewicht versehen, um die Stauchung auszugleichen. Analoges
gilt, wenn @ im Punkty den Raum nicht strecket, sondern staucht.

Der Leser vergleiche die Transformationsformel mit der Substitutionsregel.
Fiir letztere kamen wir ohne Bijektivitit und ohne Betragsstriche aus. Die mehr-
fach durchlaufenen Bereiche l6schen sich hier automatisch aus, und negative Ab-
leitungen werden durch die Integrationsgrenzen ausgeglichen.

Zur Illustration betrachten wir die Transformationsformel fiir die rdumlichen
Polarkoordinaten. Hier gilt fiir alle (r,0, @) € [0, e[ x [0, 7] x R:

@(r, 0, ¢) = r(sind cos@, sinBsing, cosH).
Schrinken wir @ auf die offene Menge

A = 10,0 x 10,0[ x 10,2x[

ein, so erfiillt ® : A — B mit

B=R -{(x0,2)|x>0,zeR}
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die Voraussetzungen des Satzes. Die Menge B ist der ganze dreidimensionale
Raum ohne die durch die positive x-Achse und die z-Achse definierte Halb-
ebene, die fiir die Integration im Raum so unwesentlich ist wie im Eindimen-
sionalen ein Punkt und im Zweidimensionalen eine Gerade. Die Determinante
der Jacobi-Matrix von @ in einem Punkt (r, 6, ¢) € A berechnet sich zu

0, @ dp® 9, Dy
det Jd)(r: 9’ (P) = Br (Dz ae (I)z 84, q)z =

sin® cos@  rcosO cos® -1 sinb sin@

sin® sing@  rcosO sin@ rsin® cos@ =

cos0 —rsin® 0

2

? cos’@sin’® + rFsin’@sin’® + rfcos’@sin® =

2 . 2 2 L2 L) 2
r° sinf (cos @sin“0 + sin“@sin“O + cos 6) =
r? sin,

wobei wir die Determinante durch Entwicklung nach der ersten Spalte berech-
net haben. Fiir alle betrachteten r und @ ist r’sin @ grofiergleich 0, sodass

|r? sin(®)| = r*sin(0).

Damit liefert die Transformationsformel unseren anschaulich begriindeten Kor-
rekturfaktor.
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Ausblick: Oberflichen von Funktionsgraphen

Durch geometrische Uberlegungen konnten wir eine Formel fiir die Oberfli-
che von Rotationskorpern gewinnen. Nicht alle elementargeometrischen Ober-
flichen entstehen jedoch durch Rotation. Sattelflichen und Ellipsoide mit paar-
weise verschiedenen Halbachsen sind Beispiele hierfiir. Wir wollen deswegen
nun noch einen weiteren Oberflichentyp betrachten, der zwar immer noch nicht
so allgemein wie moglich ist, aber zumindest Sattelflichen, allgemeine Ellipso-
ide und viele andere Beispiele umfasst. Wir betrachten hierzu eine Funktion

f:P >R PcR

und fragen, welchen Inhalt der Graph

A(f) = {(X’ Yy, f(X’ Y)) | (X7 Y) € P} c R3

von f besitzt. Wir untersuchen also Hohenlandschaften im Hinblick auf ihre Fla-
che. Die Idee ist wieder, A(f) durch einfache Flichen zu approximieren, deren In-
halt bekannt ist. Nehmen wir an, dass f differenzierbar ist, so bieten sich hierzu
Stiicke der Tangentialebenen von fan. Wir tiberziehen hierzu P mit einem Gitter
der Maschenweite & > 0 und betrachten fiir jedes Quadrat Q des Gitters die auf
Q zuriickgeschnittetene Tangentialebene h : Q — Rvon f im Punkt

(mg, f(mg)), wobei mq = ,der Mittelpunkt von Q.
Dadurch wird A(f) durch riumliche Parallelogramme mit den Ecken

(p1, h(p1)), (p2, h(p2)), (p3, h(p3)), (P4, h(ps))

appoximiert, wobei py, ..., ps die Ecken von Q sind. Die folgenden Diagramme
illustrieren diesen Ansatz.

A RO A O I P O e Ein Gitter der Maschenweite
. . . R . R . S =1/2
| |
P R O P N P auf P =[-2,2]%. Eine differen-

zierbare Hohenlandschaft auf P

" kann durch iiber den Quadraten

des Gitters angebrachten Tan-

gentialebenen von f approximiert

el sl e ] 2] -] = werden. Sie beriihren A(f) tiber

. . . . . . . . den Mittelpunkten der Quadrate.
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e Tangentialapproximation fiir
R 7]

O iy i

L7 7 ””” f(x, y) = XZ - y2

auf P mit Maschenweiten

8 =1, 1/2, 1/4.

Tangentialapproximation fiir
f(x,y) = arctan(xy)
auf P mit Maschenweiten

8= 1,12, 1/4.
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Tangentialapproximation fiir f(x, y) = sin(xy)* auf P mit Maschenweiten & = 1, 1/2, 1/4, 1/8.

Die Flicheninhalte der approximierenden Parallelogramme kénnen wir ver-
gleichsweise leicht ausrechnen. Wir betrachten hierzu eine lineare Abbildung
g : R* — R mit darstellender Matrix A = (a b), sodass

g(x,y) = A(x,y) = ax+by firallex,ye R’

Das von den Bildern der Ein-
heitsvektoren (1, 0) und (0, 1)
unter g aufgespannte riumliche
Parallelogramm hat die Ecken

0, (1,0,a), (0,1,b), (1,1,a+Db)

und den Flicheninhalt

[(1,0,2) x (0,1,b)]| = V1 +a’ + b’
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Damit ist der Flicheninhalt einer Tangentialebenenersetzung mit Maschen-
weite 8 fir eine differenzierbare Funktion f: P — R gleich

@ 2old,0,a0) x 8(0,1,be)| = XoV1+ag’+bg® &, wobei
(aq bQ) = Ji(mg) = (axf(mQ) ayf(mQ))

und die Summe alle Quadrate Q des Gitters durchliuft. Die gleiche Formel mit
d, O, statt & ergibt sich, wenn wir ein Gitter mit Maschenweite 8, in x-Richtung
und &, iny-Richtung verwenden. Ersetzen wir nun die Summe durch ein Integral
und §, 8, durch dx dy, so erhalten wir

(++) fP V1 o+ o, f(x, y)z + 0yf(x, y)2 dx dy

als geometrisch begriindete Formel fiir den Flicheninhalt einer differenzierba-
ren Hohenlandschaftf: P — R. Der Definitionsbereich P von f muss dabei nicht
quadratisch oder rechteckig sein, in der Summation zihlen wir nur Quadrate P,
deren Mittelpunkt in P liegt.

Dem Leser wird vielleicht die Analogie der Formel (++) zur Formel fiir die
Linge des Graphen einer eindimensionalen Funktion aufgefallen sein (vgl. 3.2).
In der Tat reproduziert unsere Argumentation die Lingenformel, wenn wir sie
fiir die Dimension 1 statt 2 durchfiihren.

Beispiel 1: Rotationsparaboloid und Sattelfliche
SeienR>0,K={(x,y)eR* | ¥’ +y* <R’},6e{-1,1},f:P — Rmit

2

fix,y) = x* + oy’ firalle(x,y)eP.

Dann liefert (++) den Oberflicheninhalt

R . 2n
f V1 o+ 4x" +4y" d(x,y) = f f V1 + 4r’ rdedr =
K 0 %0

% ((1 +4R?)" - 1).

Fiir R = 1 ergibt sich

S
S FZ 77777

/6 (V125 -1) = 53304...

Die Tangentialapproximation (+) -
liefert 5,3435... fiir 8 = 1/64.

Aus der Gestalt von (++) ergibt ‘
sich ohne Rechnung, dass ein |
Rotationsparaboloid (6 = 1) und die

zugehorige Sattelfliche (o = - 1) denselben Oberflicheninhalt besitzen.
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Um unseren Fund in einen Satz zu verwandeln, ist eine genaue Definition des
Inhalts einer ,flichenartigen® Teilmenge A des R’ notwendig. Wir verzichten
hier auf eine Durchfithrung, die nach dem Muster der Definition der Rekdtifizier-
barkeit einer Kurve erfolgt oder besser gleich eine allgemeine Begriffsbildung
anstrebt. Dies ist Aufgabe der Differentialgeometrie. Ein allgemeiner Begriff ist
unter anderem deswegen wichtig, damit nicht verschiedene Inhaltsbegriffe fiir
Oberflichen von Rotationskorpern, Hohenlandschaften usw. nebeneinander
existieren und auf ihre Konsistenz iiberpriift werden miissen. Unter einer derar-
tigen Definition kann man zeigen, dass die Formel (++) fiir alle stetig differen-
zierbaren Funktionen auf Gebieten P giiltig ist, wobei ein Gebiet als eine offene
nichtleere und zusammenhingende Menge definiert wird. Ist allgemeiner P der-
art, dass das Innere int(P) von P ein Gebietund der Rand bd(P) von P eine Menge
mit Jordan-Maf 0 ist, so gilt die Formel auch fiir Funktionen auf P, die auf int(P)
stetig differenzierbar sind. Der Rand trigt dann nichts zum Oberflicheninhalt
bei. Ein wichtiges Beispiel fiir diesen Fall ist:

Beispiel 2: Allgemeines Ellipsoid
Seien a,b,c>0und f: P — R definiert durch

P={(xyeR |/ +y/M <1}

fx,y) = V1 - ¥/ - y*/b?  fiiralle (x, y) € P.

Der Graph A(f) ist die obere Hilfte der Oberfliche eines Ellipsoids E mit
den x-y-z-Halbachsen a, b, c > 0. Die Funktion f ist im Inneren der Ellipse
P stetig differenzierbar, nicht aber auf ihrem Rand. In int(P) gilt

x
a’ fx,y) ’

Damit ist der Oberflicheninhalt des ganzen Ellipsoids E gleich

2
o, flx,y) = €y

axf(X7Y) = - —ny).

c'x v

2 (1 " .
int(P) a'(1-x/2° -y’/b%)  bY(1 -x/a’ - y* /D)

)1/2 i, y) =

c’ b*x* +aty?

2 (1 -
int(P) a2b? bixl+alyl - alb?

)1/2 d(x, y)

Das Integral ist innerhalb der elementaren Funktionen nicht berechen-
bar. Wie beim Umfang der Ellipse konnen elliptische Integrale einge-
fithrt werden, mit deren Hilfe sich das Integral ausdriicken und weiter
analysieren ldsst. Wir kommen im Exkurs darauf zuriick. Eine numeri-
sche Berechnung des Integrals ergibt fiir a =2, b = 3/2 und ¢ = 1 den
Wert 27,8864... Die Tangentialapproximation liefert 27,6887... fiir
d=1/64.
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Tangentialapproximation fiir die Ellipsoidfunktion f: P — R® mit Halbachsen
a=2,b=3/2, c=1und Maschenweiten & = 1, 1/2, 1/4, 1/8. Die besonders im
vierten Diagramm zu sehenden Spitzen entstehen durch Auswertungspunkte m,,
die nahe am Rand von P liegen. Sie lassen sich vermeiden, indem ein Quadrat Q

des Gitters nur dann ausgewertet wird, wenn Q < P (und nicht nur mq € int(P)).
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Von der Partialbruchzerlegung

zu den elliptischen Funktionen
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Die Partialbruchzerlegung

Wir zeigen folgenden algebraischen Satz, der in der Analysis insbesondere zur
Integration rationaler Funktionen eingesetzt werden kann:

Satz  (Partialbruchzerlegung von Leibniz und Fohann Bernoulli)
Seig:C — Cein Polynom vom Gradn 2> 1,
gz) = az-w)" z-w)™ ... (z-w)™ firallezeC,

mit paarweise verschiedenen Nullstellen wy, ..., w,.. Weiterseif: C — C
ein Polynom mit -eo < deg(f) < deg(g). Dann gibt es eindeutig bestimmte
Cm€C, 1<k<r 1 <m<mysodass firalleze C-{wy,...,w,}gilt

f(Z) Ck .
= ——em (Partialbruchzerlegung)
g 2y (z = wi)

oder gleichwertig

© ) = 3, w2 = Tin om0 6w
wobei g (z) = _ 8@ firalle1 <k<r.
(z - wi)™
Die Koeffizienten ¢; ,,,, ..., ¢, ,n, berechnen sich durch
f(wy)
(++) Cm, = —— -
) gi(wi)

Sind alle Nullstellen von g einfach, so erhilt man so bereits alle Koeffizien-
ten. Andernfalls konnen die ¢, ,,, rekursiv berechnet werden, indem (+) fiir

t(z) - Zk Ck, my gk(Z)
(z-wy)...(z -w,)
bestimmt wird. Die ¢, ,, sind dariiber hinaus die eindeutige Losung des aus

(+) durch Koefﬁmentenverglelch erhaltenen Systems mit n Gleichungen
und n Unbekannten ¢ .

, 2@ = a@-w)" - w)™!

f*(z) =

Wir nehmen hier und im Folgenden stets maximale Definitionsbereiche fiir
rationale Funktionen an (durch stetige Fortsetzung), sodass zum Beispiel alle gy
Polynome auf ganz C sind. Jedes Polynom g hat den Grad n - my und die Null-
stellen von g ohne wy. Anschaulich entsteht gy aus g einfach durch Streichen des
Terms (z — wy)™. Dieses Streichen lisst sich auch fiir g* durchfihren.

Der Beweis des Satzes ist zum Gliick kiirzer als seine Formulierung:
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Beweis
Wir zeigen die Existenz und Eindeutigkeit einer Darstellung (+) durch
Induktion nach n. Dies geniigt. Fiir n = 1 ist dies klar. Sei also n > 1.
Nehmen wir (+) an, so ergibt Einsetzen von wy, ..., w,, dass notwendig
(++) gilt. Wir definieren also die ¢ ,, in dieser Weise. Weiter definieren
wir £* und g* wie im Satz. Alle w; sind Nullstellen des Zihlers von £*,
sodass {* ein Polynom ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist

f*(Z) _ f(Z) - 21{ Ck,mk gk(Z)

(z-wy)...(z-w,)

mp-1-m

= Zk, m<my Ck,m gi(z) (Z - Wk)

mit eindeutigen ¢, ,,, denn

degf*) £ n-1-r < n-r = deg(g.
Multiplikation von (z — wy) ... (z - w,) ergibt

my - m

f(z) - Zk Ck, my gk(Z) = Zk, m<m; Ck,m gk(Z) (z - wi)
— und damit die gewiinschte eindeutige Darstellung von f.
Sind f, g reell, so ergibt sich aus dem Beweis, dass ¢ ,, und ¢y ,, konjugiert

komplex zueinander sind, falls dies fiir wy, und wy gilt. Durch Zusammenfassung
der entsprechenden Partialbruchpaare erhilt man eine reelle Version.

Beispiele
(1) Wir betrachten die reelle rationale Funktion
3 2
) = — X +36X +29X + 4 fiir alle x mit g(x) # 0.
g(x) X+ 2x - 7x° - 8x + 12

Der Nenner hat die einfachen reellen Nullstellen
W1=2, W2=1, W3=—2, W4=—3.

Wir schreiben ¢ statt ¢, ; fiir die Koeffizienten der Partialbruchzerle-
gung. Zudem kénnen wir in R verbleiben. Damit wird (+) zu

X +6x +9x +4 = z (-2 -DEx+2)x+3) .

1<k<4 (X_Wk)
Durch Einsetzen von wy, ..., wy erhalten wir
54 = 20c¢;, 20 = -12¢, 2 = 12¢, 4 = -20¢.

Damit ergibt sich die Partialbruchzerlegung

27 B 5 . 1 B 1
10(x-2) 3(x-1) 6(x+2) S5(x+3)
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(2) Fir die komplexe rationale Funktion

fz) _ 1 firalleze C-{i,-1i}

g2 (2 -0’z +1)

lautet (+) mitw; =i,w, =—i,m; =2, m, = 1

W2 .
Z-1 Z+1
1 = Zk Ck,m ((Z )VV( ,:1—) =
sm - W)

C11 (z-1)(z+1) + €12 (z+1) + €1 (z - i)z.
Einsetzen von w; und w;, liefert
1 =2ic;,, 1 =-4c¢y,
und ein Vergleich des z*-Koeffizienten ergibt
Ci,1 = —C1-
Damit lautet die Partialbruchzerlegung (mit 1/i = - i)
1 _ i _ 1
4z -1)  2z-if  4ez+i)

(3) Leibniz hat mit Hilfe von Partialbruchentwicklung und Teleskopsum-
men Reihen berechnet. Einige Beispiele sind:

U LA R
1<ksn k(k+1) I<ks<n\ k k+1 n+l

)

)y
1 1 1 1
2o WETDETD 21<k<n( 2k kel 2(k+2)) )

1 1 1 . .
— - 1. auch 2.3 in Analysis 1).
4 e + 0D (vgl. auc in Analysis 1)

Ist deg(f) = deg(g), so erhilt man durch Polynomdivision gefolgt von Partial-
bruchzerlegung des Restquotienten die Darstellung

f(z) Ck . )
= h(z) + —r (allgemeine Partialbruchzerlegung)
g(2) Zk’ m (2 - wy)

mit einem Polynom h vom Grad deg(f) - deg(g).
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Zur Integration rationaler Funktionen

Istf:[a,b] — CeinPolynom, so kénnen wir eine Stammfunktion ohne Miihe
bestimmen. Fiir eine rationale Funktion h: [a,b] — Cist dagegen eine Stamm-
funktion oft nicht zu sehen. Bemerkenswerterweise gilt aber:

Satz  (Integration rationaler Funktionen)
Seienf, g : [a,b] — C Polynome mit g(x) # 0 fiir alle x € [a, b], und sei
h:[a,b] — Cmit

h = —® firallexe [, b].
gx)

Dann besitzt h eine Stammfunktion innerhalb der elementaren Funktionen.

Zum Beweis schreiben wir h in Partialbruchzerlegung. Der polynomielle An-
teil ist unproblematisch und die Briiche der Zerlegung konnen wir mit Hilfe des
folgenden Satzes integrieren, der die zentrale Rolle des Logarithmus und des
Arkustangens bei der Integration rationaler Funktionen deutlich werden lisst.

Satz  (Integration von Partialbriichen)
Seien w = ¢ +id € C mit ¢,d € R. Dann gilt

fédx = - ! —, falls m>1,

x-w)™" (m-1)x-w)"

[ —— dx = log(lx - w), falls d=0,
X-w

1 o +d? -
f ! dx = og(c -9 +d) + iarctan( xdc ), falls d#0.

X-w 2

Beweis
Der interessante dritte Fall ergibt sich aus der Aufspaltung

1 X-Ww X-c d

x-w) |x - w]|? - (x - o) +d’ T x-cof+d

Fir eine effektive Ermittlung einer Stammfunktion miissen die Nullstellen
des Nenners bekannt sein. Fiir Nenner mit hohem Grad ist dies selten der Fall.
Sind die Nullstellen unbekannt, so liefern unsere Uberlegungen nur noch einen
reinen Existenzsatz. Es miissen dann andere Verfahren als die Partialbruchzerle-
gung eingesetzt werden, um eine Stammfunktion zu finden.
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Beispiele
(1) Aufgrund der Partialbruchzerlegung

© +6X +9x + 4

hx) = =
P2 -7 - 8x + 12

27 5 1 1

10(x-2) 3x-1) * 6(x+2) 5(x+3)

erhalten wir

|X_2|27/10 |X+2|1/6 )

|X_1|5/3 |X+3|1/5

HGx) = log(

als Stammfunktion. Damit gilt

b
f h(x)dx = H(b) - H(a) fiiralle [a,b]mit2,1,-2,-3 & [a,b].

a

(2) Die Partialbruchzerlegung von 1/(1 + x) ist

o el ey
2 \x+i X - i 2i \x-i x+i/
Nach dem dritten Fall ist

. 1 1 1

2 dx = - dx =
lf 1+x° x fX—i X+ 1 .

2 2
710g(); +1) + 1arctan(x) - 7101%(); +1)

- iarctan(-x) = 2iarctan(x),

sodass sich, wie es sein muss, arctan(x) als Stammfunktion ergibt.

Ist f/g eine reelle rationale Funktion, so hat f/g natiirlich eine reelle Stamm-
funktion. Beispiel (2) zeigt, wie der Imaginirteil verschwindet. Man kann die Ver-
wendung komplexwertiger Integrale umgehen, indem man in der Partialbruch-
zerlegung reeller rationaler Funktionen die Briiche mit sich entsprechenden
Nullstellen w und w paarweise zusammenfasst. Es entstehen so Terme der Form

ax + b

————— mita,b,c,deR.
x* +cx + d)™

Die Umgehung des Komplexen erscheint bei dem auf dem Fundamentalsatz der
Algebra beruhenden Ergebnis aber eher kiinstlich.
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Elliptische Integrale

Wir haben gesehen, dass jede rationale Funktion eine elementare Stammfunk-
tion besitzt. Die Berechnung der Kreisfliche und viele andere Beispiele zeigen,
dass im Integranden oft auch Wurzelausdriicke auftauchen. Folgende Verstir-
kung des Ergebnisses besagt, dass die elementaren Funktionen in gewissen Fil-
len noch ausreichen:

Satz  (Integration rationaler Funktionen mit Quadratwurzeln vom Grad 2)
Seih:[a,b] — Rmit

ha) = SO g llexe [a, b,

g(x%, s(x)
mit Polynomen f, g : R — R beliebigen Grades in zwei Variablen und
einer Funktions: [a,b] — [0, e[ der Form

sx) = Va,x* + a;x + a, firallexe [a,b].

Dann besitzt h eine elementare Stammfunktion.

Der Beweis des Satzes besteht darin, ein Integral iiber h durch geeignete Sub-
stitutionen in ein Integral {iber eine rationale Funktion zu iiberfithren. Anstelle
einer Durchfithrung blicken wir nach vorne: Mit dem Ergebnis haben wir die
Grenze der elementaren Funktion erreicht. Ist nimlich h wie im Satz mit einer
Whurzelfunktion s : [a,b] — [0, o[ der Form

s(x) = \/a4x4 + 3% + & X + a;x + a, furallexe[a,b],

so liegen die Stammfunktionen H von h im Allgemeinen auflerhalb des Reichs
der elementaren Funktionen. Ein Integral tiber eine Funktion dieses Typs heifit
ein elliptisches Integral. Die Bezeichnung beruht darauf, dass derartige Integrale
bei der Berechnung der Bogenlinge von Ellipsen auftauchen (dies motiviert auch
die Beschrinkung auf den Grad 4). Man muss neue Funktionen einfiihren, um
elliptische Integrale behandeln zu kénnen - ganz so, wie man den Logarithmus
und den Arkustangens einfiihren muss, um rationale Funktionen integrieren zu
kénnen. Uberraschend ist nun, dass sich alle elliptischen Integrale durch geeig-
nete Transformationen mit Hilfe von drei neuen Grundintegralen bestimmen
lassen. Die drei Grundintegrale lassen sich in verschiedenen dquivalenten For-
men schreiben. Wir wihlen eine Sinus-Formulierung, da uns Beispiele fiir sie
schon begegnet sind:

Im Gegensatz zu den elementaren Funktionen gibt es keine einheitlichen Notationen
und Definitionen fiir die elliptischen Grundintegrale (und fiir viele andere spezielle Funk-
tionen). Es existieren Varianten, die zwar alle letztendlich dquivalent sind, aber zu Fehlern
fithren, wenn man die Details nicht tiberpriift. Wir folgen hier den Definitionen in der
DLMF (Digital Library of Mathematical Functions).
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Elliptische Integrale in Legendre-Form

F(o, k) = f ’ d—\u’ (erster Art)
0 V1 - Ksinfy
®
E(p,k) = f V1 - Ksin’y dy, (zweiter Art)
0
¢
Mg,k = [ dv (dritter Ar)

0 (1-osin’y) V1 - Ksin’y .

Die Zahl ¢ heifit die Amplitude oder das Argument der elliptischen Integrale, k
ihr Modul, und o der Parameter des dritten Typs. Wir beschrinken uns hier auf
reelle Integranden. Genauer betrachten wir die Integrale im Folgenden fiir

(p, k) e Rx[0, 1], (fiir die erste Art)
((P, k) e Rx [0, 1]7 (ﬂ?" die zweite A?”t)
(@, 07, k) e Rx[0,1[x [0, 1], (fiir die dritte Art)

wobei wir im ersten und dritten Integral zusitzlich auch k = 1 oder o= 1 zulassen,
dann aber ¢ auf ]- /2, 1/2 [ einschrinken. Fiir o’ = 0 geht das dritte Integral in
das erste iiber.

"Traditionell werden die drei Typen auch als ,unvollstindige elliptische Inte-
grale“ bezeichnet. Integriert man bis zur festen oberen Grenze n/2, so spricht
man von vollstindigen elliptischen Integralen und definiert

K& = F(n/2,k), Ek) = E(m/2,k), I, k) = I(r/2, o, k).

Durch die Substitution ,,t = sin y* erhilt man die dquivalente Darstellung mit
Quadratwurzeln tiber Polynome héchstens vierten Grades:

Elliptische Integrale in Jacobi-Form

sin @
Flo,k) = f dt ) (erster Art)
0 Vi-¢ZVi-K¢
sin @ 1,242
E(p, k) = fo 1171(; dt, (zweiter Art)
-t
sin(p dt )
(e, o’ k) = . (dritter Art)
fO (1 -2 V1 - V1 - K
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zum elliptischen Legendre-Integral erster Art

b 2n 3r
20 -
L ' //
. -
- . 7/
. / _-
15 ' / -7
L e -
' 7 —
L ' 7, _ -
. - L, _
L : _ - s e
E . P =T
10+ 1 T
L . /T -
' ;s s -
L . R
L ; -
. - ///
r . - - _ -
' ~ -
Sk T T
' s - -
b e
L e
o
2
B 2
L L L
b 2 RE
3k
2w
pas
L L
0.5 1

Die Integranden von
F(p, k) fir

k = 0,1/10,...,8/
10,

k = 0,9; 0,95; 0,98,
(gestrichelt)
k=1 (gepunktet).
Fiir k = 1 ergibt sich
1/|cos(x) |, was wir
nur bis /2 integrie-

ren kénnen.

F(q, k) fiir die obigen
Modul-Werte k. Die
Funkton F(g, 0) ist
die Identitit, danach
zeigen sich immer
stirkere streng mo-
noton steigende
Wellen. F(o, 1) strebt
gegen unendlich,
wenn @ gegen /2

strebt.

Das vollstindige
elliptische Integral
K@) firk e [0, 1]
Speziell gilt

K(0) = /2.
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zum elliptischen Legendre-Integral zweiter Art

Die Integranden von
E(o, k) fir k wie
beim Integral erster
Art. Fiir k = 1 ergibt
sich | cos(@)].

n 2r 3n
10 - E(o, k) fiir die obigen
[ Modul-Werte k. Er-
g [ neut ist E(g, 0) die
r Identitit. Die Dyna-
I -7 :j mik in k verlduft nun
6r -z ; ; z _:,7’/' nach unten in streng
[ 7 2’:;: S monoton steigenden
ar —— -z ’:// o Wellenbewegungen.
I Z _Z= EE E(g, 1) ist iiberall de-
2 L — 22 27 finiert.
L | | 1
Fid 2n 3n
Das vollstindige

elliptische Integral
E(K) firke [0, 1].

Speziell gilt
E(0) = /2
E(1) = 1.

0.5 1
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zum elliptischen Legendre-Integral dritter Art

Die Integranden von
(o, 2/3, k) fiir k wie
oben. Fiir o = 0 geht
das dritte Integral in
das erste iiber. Fiir
andere o gilt: Je ni-
her o bei der 1 liegt,

desto stirker ausge-

prigt ist die Grund-
welle.
L L L
n 2 3r
20 ; b ,
I : [ _-7 .
I 3 / ST (g, 2/3, k) fir die
Is K : ) /// / obigen k. Der Ver-
[ S )/ lauf ist dhnlich wie
r . _ -7 /
r : -7 R beim ersten Integral,
L Lo -7,
10 - J/ -7 7 wobei nun k = 0 nicht
I i/ ST - mehr zur Identitit
N
i 0l fiihrt.
11,
5r oy
r Ay,
r oy
L [
L L L L
m 2n 3n
» 7 Das vollstindige
[ elliptische Integral
zo:— Tk, 2/3) fiirk € [0, 1.
L Allgemein gilt
st gemein g
[ M, 0 = —=—,
10 7 2Vl-a
r sodass also
5L
e 11(2/3,0) = V3 m/2.
[ L L
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Die elliptischen Integrale haben zahlreiche historisch und inhaltlich bedeut-

same Anwendungen. Vier davon sind uns in diesem Buch begegnet:

I1.

Umfang einer Ellipse
Eine Ellipse

E = {(xy)eR | ¥/’ + y'/b* = 1)
mit den Halbachsen a > b > 0 hat den Umfang (vgl. 3.2)
4aEm2,k) = 4aE®k), wobei k¥ = 1 - b%/a’.

Linge einer Lemniskate

Eine Lemniskate
L ={xyelR |&+y) =2aK-y)}
zum Parameter a > 0 hat die Linge (vgl. 3.2)

2a® = 2V2aF®2,1/V2) = 2V2aK({1/V?2).

III. Schwingungsdauer des Kreispendels

Ein (nicht linearisiertes) Kreispendel der Linge € und der Auslenkung
o € ]0, n[ hat die Schwingungsdauer (vgl. Kapitel 5)
4

T = = K(k), wobei o =g/, k = sin(0/2), 2k’ = 1 - cos(c).
(O]

IV. Oberfliche eines triaxialen Ellipsoids

Ein Ellipsoid
E = {(xy,2eR | xX/a’ + y/b? + 27/cF = 1}
mit den Halbachsen a > b > ¢ > 0 hat den Oberflicheninhalt

2nd + Z?tab (E((p, k) sin’@ + F(o, k) cosz(p), (Legendre-Formel)

sin @

242 2
wobei @ = arccos(i), K = M.
a b (a® - &%)

Der Beweis der im Jahr 1811 von Adrien-Marie Legendre gefundenen
Formel (oder die Umformung des in Abschnitt 6 angegebenen Doppel-
integrals zu dieser Formel) ist eine nichtriviale Angelegenheit. Wir verwei-
sen den Leser hierzu auf die Literatur, etwa auf Frank Bowman, Introduc-
tion to Elliptic Functions with Applications, Dover, New York, 1961.
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Elliptische Funktionen

Seik € [0, 1 fest gewihlt. Dann ist die Funktion F(-, k) : R — R,

¢

Fg, k) = f W firallegeR,
0 VI -Ksinly

bijektiv und streng monoton steigend, besitzt also eine bijektive und streng mo-

noton steigende Umkehrfunktion. Wir kénnen also definieren:

Jakobi-Amplitude

am(u, k) = Fl(u,k) fiiralle (u,k)e Rx[0, 1. (Facobi-Amplitude)
Ist k fest, so schreiben wir auch kurz F(@) und am(¢) statt F(g, k) und am(u, k).

Die Jakobi-Ampli-
D] I A - tude am(u, k) ent-
- - steht durch Spiege-
- B lung von F(g, k) an
PSP der Hauptdiagona-
AT . len. Im Diagramme
Py . sind die Amplituden

A wieder fiir obige Mo-

dul-Werte k gezeigt.

: . ' Wachstumsverhalten
,,,,,,,,,,,,,, der Jakobi-Ampli-
‘ : tude am(u) fiir

k = 0,98,
K = K(0,98).

Numerisch ist

K = 3,0209...
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Die Jakobi-Amplitude rekonstruiert zu einem Wert u des elliptischen Inte-
grals erster Art das Argument @. Es gilt
am(u, k) = @ genau dann, wenn F(p, k) = u.

Die Jakobi-Amplitude lisst sich zur Definition von periodischen Funktionen
verwenden, die die trigonometrischen Funktionen verallgemeinern. Sei hierzu
k € [0, 1[. Dann gilt aufgrund der Additivitit des Integrals und des m-periodi-
schen Integranden in F(¢) = F(g, k):

(+) Flo+m = Flo) + Fm) = Fg) + 2K().

Ist nun u € R beliebig, so gibt es ein @ mit u = F(¢). Dann gilt
am(u + 2K(k) = F7'(F()+2K®K) =) ¢ + T = am(u) + 7.
Allgemeiner gilt

am(u + 2aK(k)) = am(u)+an firalleaeZ.

Fiir a = 2 erhalten wir
(++) sin(am(u + 4K(k))) = sin(am(u) + ZTE) = sin(am(u)).

Damit ist sin © am eine 4K(k)-periodische Funktion, die fiir k = 0 mit dem Sinus
zusammenfillt (da am(u, 0) = F~ (u, 0) = id(u) = u). Analoges gilt fiir den Kosinus.
Dies motiviert die folgenden Definitionen:

Sinus und Kosinus Amplitudinis

sn(u, k) sin(am(u, k)), (Sinus Amplitudinis)

cn(u, k) = cos(am(u, k)). (Kosinus Amplitudinis)

Hierbeiist (u, k) € Rx [0, 1[. Ist der Modul k fest, so schreiben wir oft kurz sn(u)
und cn(u) statt sn(u, k) und cn(u, k).

Aus der Definition und den Eigenschaften des Sinus und Kosinus ergeben sich
die Formeln:

sn’(u) + cn’(u) = 1,
sn(-u) = -sn(u), cn(-u) = cn(u),

sn(u + a2K(k)) = (-1)*sn(u), cn(u + a2K(k)) = (-1)* cn(u) firalleae Z.

Die folgenden Diagramme visualisieren die Funktionen sn(u) und cn(u). Sie
zeigen, dass die Funktionen nicht direkt mit Hilfe des Sinus und Kosinus defi-
niert werden kénnen und dass im Unterschied zum Sinus und Kosinus die Funk-
tionen nicht mehr durch eine einfache Translation ineinander tiberfithrbar sind.
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Die Funktionen
sn(u, k) fiir obige k.
Je grofier k ist, desto
grofierist die Periode
4K (k).

Die Funktionen sn(u)
sind keine gestreckten
Sinus-Funktionen.
Links sind sn(u) und
sin(mu/QK () (ge-
strichelt) fiir k = 0,9
gezeigt. Beide Funk-
tionen haben die

Periode 4K(k).

Die Funktionen
cn(u, k) fiir unsere k.
Diese Funktionen
sind fiir k # 0 keine
um ein Viertel der
Periode verschobe-

nen sn-Funktionen.

Die Wellenbewegungen eines elliptischen Integrals F(¢) erster Art (fiir ein festes k) fiithren, wenn wir

sie von der y-Achse aus betrachten und den Sinus und Kosinus anwenden, zu sinus- und kosinusarti-

gen periodischen Funktionen sn(u) und cn(u). Die Funktion sn(u) hat im Vergleich zum Sinus wei-

chere Bogen und steilere Nulldurchginge, die Funktion cn(u) im Vergleich zum Kosinus spitzere Bo-

gen und flachere Nulldurchginge.
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Die Bestimmung der Ableitungen der elliptischen Funktionen ist durch die
Einfithrung der Jakobi-Amplitude tiber das elliptische Integral erster Art leicht
moglich. Sei hierzu k € [0, 1[. Nach dem Hauptsatz gilt

1
V1 - K*sin’@ ,
Die Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion liefert nun

am'@ = — L o V1 - Ksinl@m@) = V- Ksnl().
F’(am(u))

F(o) =

Dies fithrt uns zur Definition einer weiteren elliptischen Funktion:

Delta Amplitudinis
dn(u, k) = V1 -k sn’(u, k). (Delta Amplitudinis)
1 1\-’-7—7 N TS RS
XN TSR
| , / “
r I/ \ /I \ ‘&I ‘ Die ,kosinusartigen®
I’ III \\\ /’ , ,l \\ //\ Funktionen dn(u, k)
T

W ;o \ VA S v fiir die Modul-Werte
0.5 Wb S
Sr \ / | VA . .
Ww_/ o ‘W 1N \ \,’/ \ k von 0 bis 0,98 wie

W, N / N— PN bisher.
X

Die Funktion dn ist erneut fiir alle u € R und alle k € [0, 1[ definiert, und wir
schreiben oft wieder kurz dn(u).

Wir kénnen nun die Ableitungen unserer neuen Funktionen in eleganter Form
angeben:

am’(u) = dn(u),

sn’(u) = sin(am(u)) = cos(am(u)) dn(u) = cn(u) dn(u),
en’(u) = cos(am(u)) = -sin(am(u)) dn(u) = -sn(u) dn(u),
dn’(u) = -2k’ sn(u)sn’(u)/2dn) = -k’ sn(u) cn(u).

Fiir k = 0 ist sn(u) = sin(u), cn(u) = cos(u) und dn(u) = 1, sodass diese Formeln
die Ableitungen des Sinus und Kosinus verallgemeinern.
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Taylor-Entwicklung im Nullpunkt liefert

sn(u) = u - (1+K)d?3 + 1+ 14K + kKHd/5! +

cn(u)

dn(u)

1 - 2! + (A +40u'/4! +
1 - K2l + @K +kKHu'/4! +

Die Funktion sn(u)
fiir k = 0,98 zusam-
men mit ihrer ersten
Ableitung sn’(u) (ge-
strichelt) und ihrer
zweiten Ableitung

sn”(u) (gepunktet).

Analog fir cn(u).
Die Funktion hat 6
Wendepunkte in ei-

ner Periode.

Schliellich fiir dn(u).
Die Graphen sind
zudem die ersten drei
Ableitungen der
Jacobi-Amplitude

am(u).
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Der dn-Funktion taucht nicht nur in den Ableitungen von sn und cn auf. Sie
spielt auch eine wichtige Rolle in den folgenden Additionstheoremen, die wir
hier ohne Beweis angeben:

sn(u)cn(v)dn(v) + sn(v)cn(u)dn(u)

sn(u+v) = - e sl ,
en(u+v) = cn(u)en(v) - sn(u)sn(v) dn(u) dn(v)

B 1 - K*sn’(u) sn’(v) ’
dn(u+v) = dn(w)dn(v) - K sn(w)sn(v) dn(u) dn(v) .

1 - k?sn’(u) sn’(v)

Setzen wir speziell K = v mit K = K(k), so erhalten wir

cn(w) , cnu+K) = - K’ sn(u) , dn(u+K) = K

sn(u+K) = 1 —>
n(u) dn(u) dn(u)

wobei k' = V1 - k& der komplementiire Modul ist. Diese Formeln liefern einen
Ersatz fir die fiir k > 0 nicht mehr giiltige Umrechnung cos(u) = sin(u + /2) bei
Addition einer Viertelperiode.

Die Losung des Kreispendels

Mit Hilfe elliptischer Integrale konnten wir die Schwingungsdauer T(o) ei-
nes Kreispendels der Linge € mit maximaler Auslenkung o € |0, & [ angeben.
Mit Hilfe elliptischer Funktionen kénnen wir nun das Kreispendel analytisch
16sen. Dabei beschrinken wir uns nicht nur auf Schwingungen, sondern lassen
auch Uberschlige und den Sonderfall einer Anniherung an 1 zu. Wir betrach-
ten also, fir ein beliebiges wo > 0 und vy := wy £ eine Funktion ¢ : R — R mit

# o) = -gsin(e®), ¢0) =0, §0) = wo.

Die Grofie ¢(t) ist die Auslenkung zur Zeit t. Der Punkt (0, - €) entspricht dem
Winkel @(t) = 0. Das Pendel startet dort mit der Winkelgeschwindigkeit wy nach
rechts. Die Tangentialgeschwindigkeit ist zu jedem Zeitpunkt das ¢-fache der
Winkelgeschwindigkeit ¢(t).

Im Folgenden werden wir ¢ identifizieren. Dadurch wird sich ergeben, dass
eine Funktion mit (#) eindeutig existiert. Alternativ kann man hierzu auch den
Satz von Picard-Lindelof heranziehen.

Mit o’ = g/¢ gilt fiir alle t (vgl. Kapitel 5):

M _ fot 6(s) o(s) ds = fot ~ @ sin(@(s)) ¢(s) ds = @ (cos(@(v) - 1).
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Mit 2sin’(0/2) = 1 - cos(ax) ergibt sich

) 60 = wi - 207(1 - cos(p®) = w(1 - &*sin’(@(t)/2)), mit
K = 20/w.

Wir unterscheiden drei Fille.

1. Fall: x <1, Modul k := x €]0, 1]

Wegen wy > 0 und @(t) # 0 nach (+) ist ¢(t) > 0 fiir alle t. Damit kénnen wir
in (+) die Wurzel mit positivem Vorzeichen ziehen. Dies liefert

wot = ft (p(s) ds =
0 V1 - I sin’(9(s)/2)

o(t)/2
2 f dy = 2F(p(t)/2), sodass
0

V1 - K sin’(y)
F(e(t)/2) = wyt/2, und damit
o) = 2am(wyt/2) = 2am(ot/k). (Losung im ersten Fall)

Als Jakobi-Amplitude ist ¢(t) streng monoton steigend. Das Pendel schligt
iiber. Die fiir einen Looping benétigte Zeit ist
2kK 4K 4K¢

T = = = 5 mlt K = K(k)-
(O] Wy Vo

Die Gestalt von @ lisst sich auch durch Experimentieren mit den Ableitun-
gen der elliptischen Funktionen finden. Denn fir allek e ]0, I [und ce R
gilt nach der Verdopplungsformel fiir den Sinus und der zweiten Ableitung
der Jakobi-Amplitude:

sin2 am(ct)) = 2 sin(am(ct)) cos(am(ct)) = 2 sn(ct) en(ct),
2am”(ct) = 2cdn’(ct) = -2k ¢ sn(ct) en(cv).

Fiir ¢ = o/k erfiillt die Funktion ¢(t) = 2am(ct) also wie gewiinscht
B0 = -0’ sin(e®), ¢0) = 0.

Nun kann k so eingestellt werden, dass die vorgegebene Startgeschwindig-
keit stmmt:

wy = ¢0) = 2w/k dn(0) = 2w/k,
wobei 2w/w, < 1 sein muss, damit k < 1.

Diese Uberlegung verifiziert auch, dass wir eine Lésung gefunden haben.
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2. Fall: x> 1, Modul k:= 1/x€]0,1[
Sei t* > 0 mit ¢(t) > 0 fiir alle t € ] - t*, t*[. Dann gilt fiir alle t e ] - ¢, t*[

ft ¢(s) ds
0 V1 -« sin’((s)/2)

Wot =

= (mit sin(y) = K sin(Q(s)/ 2))

arcsin(k sin(@(t)/2)) 2kdy
2k F(arcsin(x sin(@(t)/2))), sodass

ot = F(rcsin(xsin(@(t)/2))), am(wt) = arcsin(k sin(@(t)/2)),

sn(wt) = ksin(@(t)/2), und schliefilich

o(t) = 2 arcsin(k sn(wt)). (Losung im zweiten Fall)

Dies 16st das Pendel sogar fiir alle t € R, da

() 2k o cn(wt) dn(wt) - 2kocn(o),
V1 - K sn’ (o)
Pt = -2ko’ sn(wt) dn(ot),

sin(g(t)) = 2 sin(arcsin(ksn(wt))) cos(arcsin(ksn(wt))) = 2k’ sn(wt) dn(ov).

Das Pendel schwingt also mit der Schwingungsdauer
T = 4K/w, wobei K = K(k), k = 1/x = wo/2 w).

Die grofite Auslenkung o wird zur Zeit T/4 = K/o erreicht. Es gilt aber
o(K/w) = 2 arcsin(k), sodass k = sin(0/2). Damit haben wir die Formel aus
Beispiel 111 fiir Anwendungen der elliptischen Integrale reproduziert.

Man kann durch analytische Uberlegungen die Struktur der Lsung vorab kliren:
Wegen k > 1 gibt es ein € > 0 mit |@(t)| < - € fiir alle t (sonst wire die rechte Seite
in (+) fiir gewisse t negativ). Ist ¢(t*) = 0, so wechselt ¢ in t* das Vorzeichen (da dann
@(t*) # 0 nach (+), also ¢(t*) = 0 wegen |@(t*)| < ®und (t*) = - © sin(Q(t*))); ge-
nauer hat @ in t* ein lokales Maximum, falls ¢(t*) > 0, und ein lokales Minimum,
falls @(t*) < 0. Aus (+) folgt, dass ¢(t) = 0 genau dann gilt, wenn sin(@(t)/2) = = k.
Derartige Nullstellen existieren, da sich ¢ wegen |¢(t)| = | o sin(r - €) | nicht
monoton der 0 annihern kann, ohne sie zu erreichen. Damit existiert eine kleinste
positive Nullstelle von t* von ¢, und es gilt sin(0/2) = k mit o = @(t*) = max, Q(t).
Aufgrund der Natur der Differentialgleichung geniigt es, die Lésung im Intervall
[0, t*] zu kennen, da sich die Losung auf R dann als eine Schwingung mit der
Schwingungsdauer T = 4t* aus der Teillosung zusammensetzen lisst. Derartige
Uberlegungen knnen wichtig sein, wenn sich eine Differentialgleichung nicht in
einfacher Weise 16sen lisst oder die Losung noch nicht gefunden ist.
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3. Fall: x =1
Es gilt wy = 2. Sei wieder t* 2 0 derart, dass ¢(t) > 0 fiir alle t € ] -t*, t*[.
Dann gilt fiir alle t € | - %, €[ (vgl. 1.5 zur Stammfunktion des Sekans):
t ¢(s) ds

0 V1 - sin’(g(s)/2) i

W()t =

o(0)/2
2 f dy = 2 arsinh(tan(@(t)/2)), sodass
0 cos(y)

sinh(wt) = tan(e(t)/2), und damit
¢(t) = 2arctan(sinh(wt)) = 2 arcsin(tanh(wt)).  (Losung im dritten Fall)

Ableiten zeigt wieder, dass eine Losung auf ganz R gefunden wurde. Man
kann auch argumentieren, dass die gefundene Losung keine kritischen
Punkte besitzt und damit die Wahl t* = e méglich ist.

Im dritten Fall kriecht das Pendel also auf den oberen Kreispunkt zu, ohne
ihn je zu erreichen.

Wir fassen die Ergebnisse noch einmal zusammen.

o) Fall Periode Verbalten
2 am(ot/k) k = 20/wy < 1 2kK/m Uberschlag
2 arcsin(ksn(mt)) k = w/QCow) < 1 4K/o Schwingung
2 arcsin(tanh(wt)) wy = 20 - Kriechfall

Wir haben alles aus der Formel (+) abgeleitet. Diese Formel ergibt sich auch
direkt aus der Erhaltung der Energie

m ¢’ (wo2 - (p(t)z)
2

= mg€(1 - Cos((p(t))) fir alle ¢,

(Ableiten liefert die Differentialgleichung §(t) = - o sin(¢(t)), sodass bei diesem
energetischen Ansatz die Projektion des Kraftvektors F auf die Tangente des
Kreises mit abfillt.) Energetisch wird auch die Fallunterscheidung besonders
klar: Im ersten Fall ist die kinetische Energie

Ey, = mvy/2 = mw, /2

grofier als 2mg#€, im zweiten Fall ist Ey;, < 2mg€ und im dritten Ey;, = 2mg¢.
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5 10

Die Losungen fiir
g=98 €=1,

sowie (in den beiden

ersten Fillen)
k=108,

getrennt durch den
Kriechfall (gestri-

chelt).

Analog fiir
k= 098...

... und fiir
k = 0,9999.

Das erste Diagramm zeigt eine typische Losung fiir die Fille 1 und 2. Die Startge-
schwindigkeit im ersten Fall ist relativ hoch (wy = vy = 2a/k = 2 \/é/O,é = 10,43), sodass
jeder Looping mit einer recht gleichmifiigen Geschwindigkeit durchlaufen wird. In den

anderen Diagrammen nihern wir uns dem Extremfall wy = 2@ von oben und unten. Fiir
k ~ 1 ist arcsin(sin(am(wt)/k)) ~ arcsin(k sn(ot)), was die strukturelle Ahnlichkeit der Lo-

sungen im Fall 1 und 2 im dritten Diagramm erklirt.
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nus liegt:

0.5+F
/

Noch eine Bemerkung zur Arkussinus-sn-Kombination in der zweiten Lo-
sung: Der vorgeschaltete Arkussinus bewirkt, dass die Losung zwischen einem
skalierten Sinus Amplitudinis und einem passend gestreckten und skalierten Si-

-0.5¢

Schliefilich bewirkt der vorgeschaltete Arkussinus im dritten Fall eine

arcsin(k sn(u)) (durchgezogen), arcsin(k) sn(u) (gestrichelt) und arcsin(k) sin(nu/(2 K))

(gepunktet) fiir k = 0,7 (links) und k = 0,98 (rechts)

Vergleich zu einem Tangens Hyperbolicus etwas verlangsamten Anstieg:

2 arcsin(tanh(u)) und

10 7 tanh(u) (gestrichelt)

-10




Ergianzungen

Die Erginzungen kénnen folgenden Kapiteln zugeordnet werden:

El  Anschauung und Definition des Integrals .............. 1.1,1.2,1.6
E2  Aneignung des Integralbegriffs ............... ... .. ... .

E3  Diskussion des Hauptsatzes ..., .. 1.4,1.5
E4 DieCantor-Menge ........ ..ottt

E5  Topologische Visualisierungen ....................... 2.2,23,24
E6  Kompaktheitsargumente ..................cooiiii..... 25,26
E7  Die Sektorformel von Leibniz ........................... 3.1,3.2
E8  Der Ableitungsbegriff imR" ........................ 3.3,34,3.5

E9  Gradient, Divergenzund Rotation . . . ................. 3.4,3.5,3.6

E10 Kennenlernen von Fourier-Rethen ........... ... ... ... ......

E11 DasFadenpendel ........... ... .. .. i il
E12 Doppelintegrale und Cavalierisches Prinzip .....................

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015
O. Deiser, Analysis 2, Mathematik fiir das Lehramt, DOI 10.1007/978-3-662-45693-4 8






El Anschauung und Definition des Integrals 515

Erste Erginzungen:

Anschauung und Definition des Integrals

Erginzungsiibung 1
Ilustrieren Sie die Definition des Riemann- und des Darboux-Integrals
anhand des Graphen einer stetigen Funktion.

Erginzungsiibung 2
Argumentieren Sie anschaulich, warum eine Unstetigkeitsstelle einer
beschrinkten und ansonsten stetigen Funktion als , fiir die Integrierbarkeit
unbedeutend” angesehen werden kann. Betrachten Sie dabei Unstetigkeits-
stellen erster als auch zweiter Art.

Erginzungsiibung 3
Zeichnen Sie Diagramme, die die elementaren Eigenschaften
Normiertheit, Linearitat, Monotonie, Einschrinkung, Aufspaltung

des Integrals illustrieren und als Grundlage fiir Beweise der Eigenschaften
verwendet werden koénnen. Spalten Sie dabei die Linearitit zur Vereinfa-
chung in die beiden Eigenschaften

Ich) = cI(f) und I(f+g) = I¢F) + I(g)

auf, und legen Sie besonderen Wert auf eine anschauliche Diskussion der
zweiten Eigenschaft. Betrachten Sie hierzu positive Funktionen f und g und

die drei Flichen

A, zwischen x-Achse und f,

A, zwischen x-Achse und g,

A; zwischen fund f + g.
Erginzungsiibung 4

Begriinden Sie, warum die folgenden physikalischen Grofien durch
Integrale berechnet werden:

(a) der Weg, den ein Korper zuriicklegt, der sich zur Zeit t € [a, b] mit
der Geschwindigkeit v(t) bewegt,

(b) die Energie, die ein elektrisches Gerit verbraucht, das zur Zeit
t € [a, b] die momentane Leistung p(t) besitzt.

Finden Sie weitere derartige Beispiele.
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Ergiinzungsiibung 5
Diskutieren Sie, wie und warum ,,mittlere Temperatur®, ,mittlerer
Luftdruck®, ,,Durchschnittsgeschwindigkeit“ durch ein Integral berechnet
werden konnen.

Erginzungsiibung 6
Erldutern Sie die Gewichtsfunktion g in der Mittelwertbildung
M,(f) = I(fg)/1(g) durch Beispiele.

Erginzungsiibung 7
Sei (€ W) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, d.h., Q ist eine nichtleere
endliche Menge und u: Q — [0, 1] ist eine Funktion mit .. o W(®) = 1.
(Die Vorstellung dabei ist, dass (@) die Wahrscheinlichkeit des Elementar-
ereignisses ® angibt.) Eine Funktion f: Q@ — R nennen wir wie iiblich auch
eine Zufallsvariable auf Q Zeigen Sie, dass der Erwartungswert

E(f) = Zyco (@) n(o)

von f durch eine geeignete Identifizierung der Elemente von Q mit
"Teilintervallen von [0, 1] als Integral iiber [0, 1] dargestellt werden kann.
Zeichnen Sie Diagramme und deuten Sie den Erwartungswert als Mittel-
wert. Verallgemeinern Sie anschlieffend die Konstruktion auf abzihlbar
unendliche Wahrscheinlichkeitsriume.

Erginzungsiibung 8
Seif:[a,b] — R.Weiter sei c € R. Geben Sie eine mit Diagrammen
unterstiitzte Beweisskizze der Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(@ Iff) = c.
(b) Fiir alle € > 0 existiert ein n, mit:

|2, f - ¢| < e fiir alle iquidistanten Partitionen p von [a, b]

der Linge n > n,.

Erginzungsiibung 9
Geben Sie eine Limesformulierung der Integrierbarkeit mit Hilfe von
Folgen idquidistanter Zerlegungen, die statt der Feinheit die Linge von
Partitionen involviert.

Erginzungsiibung 10
Illustrieren Sie den Zusammenhang zwischen dem Darboux-Integral und
dem Jordan-Inhalt durch Diagramme.

Erginzungsiibung 11
Begriinden Sie anschaulich, worum der Jordan- und der Peano-Inhalt
dquivalent sind.
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Zur Geschichte des Integralbegriffs

Bei den folgenden Ubungen wird nach einer wichtigen Arbeit von Bernhard
Riemann und historischer Sekundirliteratur gefragt. Neben dem Besuch einer
Bibliothek ist hierzu auch eine Recherche im Internet geeignet.

Erginzungsiibung 12
Recherchieren Sie, wann und wo Riemann den heute nach ihm benannten
Integralbegriff eingefiihrt hat und vergleichen Sie die in Riemanns
Originalarbeit prisentierte Definition des (bestimmten) Integrals mit
unserer Definition.

Erginzungsiibung 13
Recherchieren Sie, welche Mathematiker den hier kurz ,Darboux-Integral®
genannten Begrift eingefiihrt haben.

Erginzungsiibung 14
Vergleichen Sie die in 1.6 gegebene Definition des unbestimmten Integrals
mit der entsprechenden Definition in Riemanns Originalarbeit. Wie
definiert Riemann das uneigentliche Integral? Welche Gemeinsamkeiten
und Unterschiede gibt es im Vergleich zu unserer Definition?

Erginzungsiibung 15
Recherchieren Sie den von Cauchy verwendeten Begriff des (eigentlichen
und uneigentlichen) Integrals.

Erginzungsiibung 16
Informieren Sie sich iiber die Flichen- und Volumenberechnungen bei
Archimedes. Welche Methoden verwendet er? Welche Gemeinsamkeiten
und Unterschiede bestehen zur Flichenberechnung durch Integration?
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Zweite Erginzungen:

Aneignung des Integralbegriffs

Erginzungsiibung 1
Illustrieren Sie die einer Funktion f: [a,b] — R und einer Partition p von
[a, b] zugeordneten Treppenfunktionen f,, f; und fpS .

Erginzungsiibung 2
Betrachten Sie eine Funktion f: [0, 1] — R mit genau einer Unstetigkeit
an einer irrationalen Stelle. Erzeugen Sie nun immer feinere Partitionen
durch wiederholte Halbierung von [0, 1] und versuchen Sie, das Monoto-
nie- und Konvergenzverhalten der Treppenfunktionen f ; und f} anschau-
lich zu machen.

Erginzungsiibung 3
Zeichnen Sie Diagramme zu den Beweisen der Integrierbarkeit aller
stetigen und aller monotonen Funktionen.

Erginzungsiibung 4
Veranschaulichen Sie sich die Inklusionsbeziehungen zwischen den
folgenden Teilmengen von M = {f | f: [a,b] — R} fiir ein gegebenes
Intervall [a, b] mita<b:

S = {f e M | f ist eine Treppenfunktion },

C = {feM| fiststetig },

PC = {f e M | f ist stiickweise stetig },

AC = {f € M | f hat hochstens endlich viele Unstetigkeitsstellen },

M = {feM | f ist monoton },

BV = {f e M | { ist eine bv-Funktion },

RG = {f e M | f ist eine Regelfunktion },

R = {f e M | f ist Riemann-integrierbar }.

Geben Sie moglichst viele Beispiele, um echte Inklusionen zu belegen.
Erginzungsiibung 5

Diskutieren Sie die Gemeinsamkeiten und Unterschiede sowie die begriffli-

chen und rechnerischen Vor- und Nachteile des Riemann-, Darboux- und
Regelintegrals sowie des Jordan-Inhalts.
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Erginzungsiibung 6
Diskutieren Sie die Aussage

»Eine integrierbare Funktion f: [a,b] — R kann beliebig genau durch
Treppenfunktionen approximiert werden.“

im Hinblick auf des Riemann-Integral und das Regelintegral.

Erginzungsiibung 7
Beschreiben Sie, wie Sie ein einfaches Computerprogramm zur niherungs-
weisen Berechnung von Integralen programmieren wiirden. Entspricht ihr
Programm eher dem Riemann-, dem Darboux- oder dem Regelintegral?
Diskutieren Sie, fiir welche Funktionen Thr Programm evtl. keine guten
Ergebnisse liefert und wie Sie es entsprechend verbessern kénnten.

Erginzungsiibung 8
Implementieren Sie ein Computerprogramm zur niherungsweisen
Berechnung von Integralen und vergleichen Sie die approximativen mit den
exakten Werten fiir ausgewihlte Funktionen.
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Dritte Erginzungen:

Diskussion des Hauptsatzes

Erginzungsiibung 1
Fertigen Sie eine zweispaltige Tabelle an, deren linke Spalte den aktuellen
Kontostand wiedergibt, wihrend in der rechten Spalte die Ein- und
Auszahlungen dokumentiert werden. Notieren Sie die mathematischen
Eigenschaften dieser Tabelle.

Erginzungsiibung 2
Entwickeln Sie, aufbauend auf die vorangehende Ubung, eine diskrete
Version des Hauptsatzes. Vergleichen Sie diese Version mit dem Beweis des
Hauptsatzes.

Erginzungsiibung 3
Erldutern Sie den Hauptsatz mit Hilfe der Leibnizschen df/dx-Notation als
yinfinitesimale“ Version einer diskreten Aussage.

Erginzungsiibung 4
Diskutieren Sie die Berechtigung und alle Ungenauigkeiten der Aussage:

»Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation.”

Erginzungsiibung 5
Beweisen Sie den Hauptsatz fiir stetige Funktionen, die stiickweise linear
sind. Versuchen Sie durch Diagramme mdoglichst klar herauszuarbeiten,
warum der Hauptsatz fiir diese Funktionen giiltig ist.

Erginzungsiibung 6
Betrachten Sie eine ,,typische® Treppenfunktion auf [0, 1] und zeichnen
Sie den Graphen der Integralfunktion dieser Treppenfunktion zum
Startpunkt 0. Welche Eigenschaften besitzt die Integralfunktion ?

Erginzungsiibung 7
Zeichnen Sie die Betragsfunktion auf [-1, 1] und ihre Integralfunktion

F(x) = fl It dt firallexe [-1,1]

zum Startwert —1.
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Erginzungsiibung 8
Seif:[a,b] — [0, eo[streng monoton wachsend und stetig differenzierbar.
Finden Sie mit Hilfe eines Diagramms eine Integrationsregel fiir die
Umbkehrfunktion von f. Beweisen Sie nun die Regel mit Hilfe partieller
Integration und der Substitutionsregel. Skizzieren Sie, wieder unterstiitzt
durch Diagramme, einen Beweis der Regel mit Hilfe von Riemann-
Summen.

Erginzungsiibung 9
Erldutern Sie die Substitutionsregel mit Hilfe der Leibniz-Notation.

Erginzungsiibung 10
Erldutern Sie mit Hilfe von Diagrammen den geometrischen Gehalt (im
Hinblick auf signierte Flichenmessungen) der Substitutionsregel.

Erginzungsiibung 11
Geben Sie Beispiele fiir Anwendungen der Substitutionsregel mit
nichtinjektiven Substitutionsfunktionen s. Wie lisst sich die Identitit der
Integrale mit unterschiedlichen s-Urbildern an den Integrationsgrenzen
deuten?

Erginzungsiibung 12
Interpretieren Sie die zur Berechnung der Kreisfliche durchgefiihrte
Substitution

x = s(t) = rcos(t)

geometrisch. Kann man hier auch sin(t) statt cos(t) verwenden? Wie dndert
sich die Berechnung?
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Vierte Erginzungen:

Die Cantor-Menge

In Kapitel 2.1 haben wir die Cantor-Menge als Schnitt iiber Mengen C,, ein-
gefiihrt, die durch Entfernung von mittleren Drittelintervallen definiert waren:

Cc = N,C,.
Wir haben erwihnt, dass C = C* gilt, wobei

C* = {x€e[0,1] | x besitzt eine 3-adische Darstellung, in der
nur die Ziffern 0 und 2 vorkommen } =

{ Yo7 a/35 | (a1 ist eine Folge in { 0,2} }.
Diese 3-adische Darstellung der Cantor-Menge wollen wir nun untersuchen.

Erginzungsiibung 1
Geben Sie Beispiele fiir 3-adische Darstellungen, die Elemente von C* bzw.
keine Elemente von C* sind. Achten Sie dabei auf die Zweideutigkeit der
Darstellungen.

Erginzungsiibung 2
Argumentieren Sie anhand von von Diagrammen, warum
(@ CcC, (b CccC.
Erginzungsiibung 3
Wir haben mit Hilfe der Schnittdefinition gezeigt:
(a) Cistperfekt.
(b) Cistiiberabzihlbar. Genauer gilt |C| = |R].
(¢) C enthiltkein Intervall [a, b] mita <b.

Beweisen Sie diese Eigenschaften unter Verwendung der 3-adischen
Darstellung der Cantor-Menge. Vergleichen Sie die Argumente mit denen
des urspriinglichen Beweises.

Es ist instruktiv, auch das offene Komplement von C zu betrachten:

Erginzungsiibung 4
Betrachten Sie die offene Menge U = R - C und die Zerlegung von U in
abzihlbar viele offene paarweise disjunkte nichtleere Mengen. Welche
Eigenschaften hat diese Zerlegung? Wie lisst sich die Anordnung der
Intervalle beschreiben?
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Die Konstruktion der Cantor-Menge lisst sich vielfach variieren. Nicht im-
mer entstehen dabei Riemann-integrierbare Indikatorfunktionen:

Erginzungsiibung 5

Definieren Sie in Analogie zur Definition der Mengen C, abgeschlossene
Intervalle D,,, indem sie aus Dy = [0, 1] wiederholt gewisse offene Mittelin-
tervalle entfernen, deren Linge nun nicht mehr notwendig ein Drittel der
Linge des betrachteten Intervalls sein muss. Welche Eigenschaften hat die
Menge D = M,y D,? Wanniist 1 : [0, 1] — R Riemann-integrierbar?
An welchen Stellen ist 1, unstetig?

Erginzungsiibung 6

Ordnen Sie jedem entfernten Drittelintervall der Konstruktion der Cantor-
Menge eine endliche (evtl. leere) Folge in { -1, 1 } zu und definieren Sie
mit Hilfe dieser Folgen den Wert, den die Cantor-Funktion auf einem
dieser Intervalle konstant annimmt.

Erginzungsiibung 7
Wir haben angegeben, dass sich die Cantor-Funktion auch durch

A\ by .. .
f( kzl?‘_) = Zkzl 3 fiir alle Folgen (a,)y>;in {0, 1,2 }.

darstellen lisst, wobei die by-Folge aus der a;-Folge durch Nullsetzen nach
der ersten 1 gefolgt von einem Ersetzen jeder 2 durch eine 1 entsteht.
Zeigen Sie, dass diese Definition gleichwertig ist zu:

1 ak/Z .. A ..
f = 2" ¥ 21Sk<n ok’ fiir x = Zkzl ?’ a, =1, 2 # Lfirk<n,
fo =y 2 firx =Y 2 a,e(0,2) firallek.
k21 2k 7 k=1 3k’ ’

Zeigen Sie nun, dass diese Darstellungen die Cantor-Funktion definieren.
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Fiinfte Erginzungen:

Topologische Visualisierungen

Der topologische Stetigkeitsbegriff fiir reelle Funktionen lisst sich mit Hilfe
von Abbildungen zwischen Geraden anschaulich machen:

Erginzungsiibung 1
Seif: R — R. Zeichnen Sie anstelle eines Koordinatensystems zwei
waagrechte Geraden und interpretieren sie f als Abbildung der Punkte der
oberen Geraden auf Punkte der unteren Geraden. Erldutern Sie nun
anhand dieser Interpretation die drei in 2. 1 untersuchten topologischen
Stetigkeitsformulierungen:

Umgebungsstetigkeit in einem Punkt,

Urbildstetigkeit in allen Punkten,

Stetigkeit als Erhalt von Nihe.

Diskutieren Sie nun konkrete stetige und unstetige Beispiele (etwa

Polynome, Cantorfunktion, Unstetigkeiten erster und zweiter Art).

Ergiinzungsiibung 2
Erweitern Sie die Uberlegungen mit Hilfe der Relativbegriffe auf Funktio-
nenf:P — Rmiteiner Teilmenge P von R wie zum Beispiel

[0,1[, [0,1]uU[2,3], R-{0}, Z, {0} u{l/n|n=1} usw.
Wir betrachten nun die Ebene R? mit der euklidischen Metrik. Sie eignet sich

gut, um ein Gefiihl fiir abstrakte metrische und topologische Begriffsbildungen
zu entwickeln.

Erginzungsiibung 3
Zeichnen Sie Diagramme, die in der Ebene R? die folgenden Begriffe
illustrieren:

(a) offene e-Umgebung eines Punktes,

(b) Umgebung eines Punktes,

(c) offene Menge, abgeschlossene Menge, perfekte Menge,
(d) Inneres, Abschluss, Rand einer Menge,

(e) Durchmesser einer Menge,

(f) Abstand eines Punktes von einer Menge, Abstand zweier Mengen
voneinander.
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Erginzungsiibung 4
Wir betrachten einige Teilriume X ¢ R’ unter der euklidischen Metrik.
Zeichen Sie jeweils Diagramme zur Illustration der offenen und abge-
schlossenen Mengen in X fiir

(@ X =[0,1] x [0,1],
(b) X =10,1[ x 10, 1],

(C) X = ]O,I[X [Oyl]a
(d X =R x {0},
(e) X =7 xZ.

Erginzungsiibung 5
Fiir alle (x, y) € R? sei
Nyl = Tx+yl.
(a) Zeigen Sie, dass eine Seminorm auf dem R-Vektorraum R’ vorliegt.

(b) Definieren Sie die induzierte Semimetrik d und weiter die durch
Aquivalenzklassenbildung entstehende Metrik d’. Wie sehen die
Aquivalenzklassen aus? Wie misst d” Abstinde zwischen den
Aquivalenzklassen?

Erginzungsiibung 6
(a) Seien A =U,(0), B = U,(0) im R”. Definieren und visualisieren Sie
eine stetige Bijektion f: A — B.

(b) Wir betrachten die Teilmengen
A = U, (0),
B = U,(3) v Ui6)
der Ebene. Argumentieren Sie mit Hilfe von Diagrammen, warum

es keine stetige Bijektion g: A — B gibt.

Wir betrachten nun noch einige Beispiele fiir Funktionen, die Teilmengen der
Ebene in Teilmengen des Raumes abbilden. Auch hier sind die Riume mit der
euklidischen Metrik ausgestattet.

Erginzungsiibung 7
Seien A = U;(0) ¢ R? und

B = {(X7Y)Z)€R3 | ||(X,Y,Z)|| = 1’ (X,Y,Z);t((),o, 1)}§[R3

Beschreiben Sie eine stetige Bijektion f: A — B, die sich stetig zu einer
Funktion g : cl(A) — cl(B) fortsetzen lisst.
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Erginzungsiibung 8
Seien

R =[0,1]cR,
T={Gxyp2eRkR | Q-VZ+y) +7Z-1"=0}cR’

das Einheitsquadrat der Ebene bzw. der Torus (,,Autoreifen®) im R’ mit den
Radien 2 und 1.

(a) Skizzieren Sie R und T und begriinden Sie die Gleichung der
Definition von T.

(b) Beschreiben Sie mit Hilfe ihrer Skizze eine stetige Surjektion
f: R — T. Fiir welche Punkte von T existieren mehrere Urbilder?

Nun sind wir gut vorbereitet, einige Sprechweisen, die Mathematiker gerne
verwenden, zu verstehen:

Erginzungsiibung 9
Finden Sie Beispiele, die die folgenden Aussagen illustrieren:
(a) Dehnen ist stetig.
(b) Zerschneiden ist unstetig.
(¢) Quetschen ist stetig.
(d) Verkleben ist stetig.
(e) Identifizieren ist stetig.

(f) Lochen ist unstetig.
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Sechste Erginzungen:

Kompaktheitsargumente

Wir betrachten zunichst einige hiufig anzutreffende Fehlvorstellungen tiber
den Kompaktheitsbegriff.

Erginzungsiibung 1
Geben Sie hilfreiche und mit Beispielen versehene Korrekturen der
folgenden Aussagen:

»X ist kompakt, wenn es eine endliche Uberdeckung von X mit offenen
Mengen gibt.”

,X ist kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X endlich ist.

,X ist kompakt, wenn jede Uberdeckung von X endlich viele Elemente
enthilt, die X {iberdecken.

Die drei folgenden Ubungen sollen helfen, sich mit dem Begriff spielerisch
anhand konkreter Mengen anzufreunden.

Erginzungsiibung 2
Versuchen Sie, das Intervall [0, 1] mit unendlich vielen offenen Intervallen
so zu liberdecken, dass endlich viele Intervalle nicht ausreichen. Formulie-
ren Sie, warum Thr Ansatz scheitert. Ziehen Sie zum Vergleich eine offene
nicht endlich reduzierbare Uberdeckung von [0, 1[ heran.

Erginzungsiibung 3
Wiederholen Sie die Beweisfiihrung der Kompaktheit von [0, 1] in R fiir
die Kreislinie K = { (x, y) € R? | ||(x, y)| = 1}. Zeichnen Sie eine Skizze, die
den Grundgedanken der Argumentation verdeutlicht.

Erginzungsiibung 4
Fiir py € R* und & > 0 sei Ke(pp) = {pe R* | ||p - po |l = €}. Weiter sei
C= UnZl Kl/n((l/ns 0))
(a) Skizzieren Sie die Menge C.
(b) Aus welchem allgemeinen Satz folgt, dass C kompakt ist?

(c) Zeigen Sie ohne Verwendung des allgemeinen Satzes, dass C
kompakt ist: betrachten Sie eine offene Uberdeckung U von C und
zeigen Sie, dass U endlich reduzierbar ist. Sie diirfen dabei verwen-
den, dass die Kreislinien K¢ (py) kompakt sind (vgl. die vorangehende
Ubung).
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Unsere Formulierung der Kompaktheit verwendete offene Uberdeckungen.
Eine analoge Definition mit abgeschlossenen Mengen fiithrt dagegen zu keinem
neuen Begriff:

Erginzungsiibung 5
Bestimmen Sie die Teilmengen P von R, die die folgende Eigenschaft
besitzen:

,»Jede Uberdeckung von P mit abgeschlossenen Mengen ist endlich
reduzierbar.”

Dagegen gelangen wir durch Dualisierung der Definition zu einer dquivalen-
ten Formulierung der Kompaktheit mit Hilfe abgeschlossener Mengen. Hierzu
definieren wir:

Definition (endliche Durchschnittseigenschaft)
Ein Mengensystem s hat die endliche Durchschnittseigenschaft fip, falls gilt:
Firalle A;, ..., Aye A ist A, N ... N A, =D.

Hier steht ,fip® fiir engl. ,finite intersection property*.

Erginzungsiibung 6
Geben Sie verschiedene Beispiele fiir fip-Systeme si. Bestimmen Sie dabei
jeweils auch M .

Erginzungsiibung 7
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
(a) Xist kompakt.

(b) Ist s ein fip-System abgeschlossener Mengen in X, so ist [ o # @.

Als Anwendung der fip-Formulierung (b) betrachten wir noch einmal das
Schachtelungsprinzip.

Erginzungsiibung 8
Beweisen Sie das Schachtelungsprinzip fiir kompakte metrische Riume mit
Hilfe der fip-Formulierung der Kompaktheit.
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Siebte Erginzungen:

Die Sektorformel von Leibniz

Das Integral einer Funktion f: [a, b] — R haben wir geometrisch als die si-
gnierte Fliche zwischen dem Graphen von f und der x-Achse interpretiert. Le-
sen wir das Definitionsintervall [a, b] von f als Zeitintervall, so iiberstreichen
die senkrechten Geradenstiicke von (t, 0) nach (t, f(t)) in der Zeit t € [a, b] eine
Fliche mit dem signierten Inhalt

I(f) = f ’ ft) dt.

Ist nun f: [a, b] — R? eine Kurve, so konnen wir die Fliche betrachten, die
durch die Geradenstiicke von 0 € R? nach f(t) € R’ im Zeitintervall [a, b] iiber-
strichen wird. Diese Fliche ist signiert, wenn wir eine Umlaufrichtung gegen
den Uhrzeigersinn als positiv betrachten und eine Umlaufrichtung im Uhrzei-
gersinn als negativ. Den signierten Inhalt dieser Fliche bezeichnen wir mit A(f).

Erginzungsiibung 1
Zeichnen Sie Diagramme zur [llustration der ,iiberstrichenen signierten
Fliche“ einer Kurve f: [a,b] — R’.

Erganzungsiibung 2
Seif: [a,b] — R’. Definieren Sie A(f) in Analogie zur Definition von L(f).

[ Verwenden Sie Polygonziige wie fiir L(f) und den signierten Flicheninhalt A(D)
eines Dreiecks D mit den Ecken (0, 0), (a;, a3), (by, b,).]

Uberstrichene Flichen einer ebenen Kurve lassen sich mit der folgenden For-
mel berechnen:

Satz  (Sektorformel von Leibniz)
Seif:[a, b] — R’ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt:

1 b
A0 = [ ROKO - HORE d

Erginzungsiibung 3
Geben Sie eine durch Diagramme unterstiitzte anschauliche Begriindung
der Sektorformel.

[ Verwenden Sie Approximationen an A(f) durch signierte Dreiecke und verwenden
Sie elementare geometrische Eigenschaften der Determinante einer (2 x 2)-Matrix. ]

Fiir ,verbeulte Kreise“ in der Ebene wird die Sektorformel besonders einfach:
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Satz  (Sektorformel von Leibniz fiir Kurven in Polarkoordinaten)
Seif:[0,2n] — R’ eine stetig differenzierbare Kurve in Polarkoordinaten,
d.h., es gebe eine stetig differenzierbare Funktionr: [0, 2] — [0, e[ mit

f(t) = r(t) e'* = (o) (Cos(t), sin(t)) fiiralle t e [0, 27].
Dann gilt fiir alle [a, b] mit0<a<b<2m:

b
A(f|[a,b]) = % [ o d. —~

Erginzungsiibung 4 i ,
Beweisen Sie die zweite Ve ’?
Sektorformel mit der ersten. L Af) o

Mit den Sektorformeln kénnen P L
wir viele alte und neue Flichen der { _ —1%".
Ebene elegant berechnen: 1 §

Erginzungsiibung 5 _‘I_ \\\/j
Seir > 0. Berechnen Sie die
Fliche des Kreises

K={xyeR |x+y <1’} Uberstrichene Fliche der Kurve

mit Hilfe einer der Sektorformeln. f(t) = exp(sin(4t)) e* fiiralle te [0, 27]

Erginzungsiibung 6
Berechnen Sie den Flicheninhalt einer Ellipse mit den Halbachsen a und b
mit Hilfe der Kurve f: [a, b] — R, f(t) = (a cos(t), b sin(t)), und der ersten
Sektorformel. Ist die auch die zweite Sektorformel geeignet?

Erginzungsiibung 7
Seif: [0,2n] — R’ definiert durch

f(t) = (1 - cos(t)) e = (I - cos(t)) (cos(t), sin(t)) fir alle te [0, 2m].

Skizzieren Sie f. Analysieren Sie dabei besonders das Verhalten von f zu den
Zeiten 0 und 7. Berechnen Sie weiter A(f).

Die vom Fahrstrahl von 0 nach {(t) einer Kurve f tiberstrichene Fliche spielt
eine prominente Rolle in den Planetenbewegungen. Das zweite Keplersche Ge-
setz, der sog. Flichensatz, lautet:

Zweites Keplersches Gesetz
Der Fahrstrahl, der von der Sonne zu einem Planeten fiihrt, iiberstreicht
in gleichen Zeiten gleiche Flichen.
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Achte Erginzungen:
Der Ableitungsbegriff im R"

Um mit den mehrdimensionalen Differenzierbarkeitsbegriffen vertraut zu
werden, betrachten wir einige Spezialfille der Dimensionen des Definitions-
und des Wertebereichs.

Erginzungsiibung 1
Erldutern Sie durch Skizzen und Erklirungen die Differenzierbarkeit einer
Funktion f: R" — R™ im Punkt O fiir die vier Fillen,me {1,2}.

Funktionen f: R* — R lassen sich durch dreidimensionale Graphen als Ho-
henlandschaften visualisieren. In einigen Fillen kann man die Tangentialebenen
einer solchen Funktion vor Augen sehen:

Erginzungsiibung 2
Seig: [0, — R differenzierbar. Wir definieren f: R> — R durch

fx,y) = gl y)[) fiiralle (x, y) € R®.
(a) Beschreiben Sie die Funktion f anschaulich.

(b) Beschreiben Sie anschaulich den Zusammenhang zwischen den
"Tangenten von g und den Tangentialebenen von f.

Die Visualisierung einer Funktion f: R — R als dreidimensionale Hohen-
landschaftist per Hand in vielen Fillen nur schwer moglich und erfordert bereits
fiir einfache Funktionen zeichnerisches Geschick. Eine alternative Visualisie-
rung, die ganz in der Ebene verbleibt, stellen die von den Landkarten bekannten
Hohenlinien dar: Eine Funktion f: P — R, P ¢ R’ kann man mit Hilfe ihrer
Niveaumengen

nivi(©) = £[{c}] = () eP | fx,y) = c), ceR,

visualisieren, indem man fiir einige Werte ¢ die Mengen nive(c) berechnet, in der
Ebene einzeichnet und mit dem Wert ¢ markiert (Héhenliniendiagramm oder
Kontur-Plot).

Erginzungsiibung 3
Visualisieren Sie die folgenden Funktionen f: R* — R durch Héhenlinien:

(@) fix,y) = X+ yz, (b) f(x,y) = Vx’ + yz, (0 fx,y)=x, (d) f(x,y) =xy.

Beschreiben Sie, wie sich das Anderungsverhalten der Hohenlandschaft
in den Hohenlinien von f widerspiegelt.
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Ergiinzungsiibung 4
Berechnen Sie fiir die obigen Funktionen (a) - (d) die Jacobi-Matrizen

Jixy) = @f(sy) %ftxy) fiiralle (x,y) € R%.

Tragen Sie nun einige Vektoren (9, f(x, y), 9,f(x, y)) € R? in Thre Kontur-
Plots ein, indem Sie sie an die Punkte (x, y) € R” anheften.

Die betrachteten Vektoren sind als Gradienten bekannt:
gradex, y) = (9f(x, y), 0,f(x,y)) € R’. (Gradient von f im Punkt (x, y))

In der Ebene lassen sich geometrische Eigenschaften des Gradienten spielerisch
entdecken. (Die folgenden Ubungen koénnen vor der allgemeinen Definition in
3.5 bearbeitet werden.)

Erginzungsiibung 5
Welche geometrische Bedeutung hat die Linge eines Gradienten ?

Erginzungsiibung 6
Welchen geometrischen Zusammenhang zwischen den Hohenlinien und
der Richtung der Gradienten erkennen Sie? Formulieren Sie eine Hypo-
these und beweisen Sie sie fiir eine oder mehrere der betrachteten
Funktionen.

Ergiinzungsiibung 7
Wie lassen sich die Vektoren grad(x, y) und -grad(x, y) insgesamt
interpretieren?

Fiir Funktionen f : P — R’ mit P c R’ steht uns die Visualisierung durch ein
Vektorfeld zur Verfiigung: Fiir jedes (x, y) € P heften wir den Vektor f(x, y) an
den Punkt (x, y) an. Die Jacobi-Matrizen sind nun 2 x 2-Matrizen. Ihre Zeilen
sind als Vektoren der Ebene gelesen die Gradienten der Komponenten von f.

Erginzungsiibung 8
Seif: R’ - {0} — R’ definiert durch

(x,y)
f(x, = —2J7
%Y = Tevl

(a) Visualisieren Sie das Vektorfeld f. Wo zeigt f eine starke und wo eine
schwache Anderung?

(b) Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f.: R — R mit
f.(x) = x/|| (x, ¢)| fiir einige c und bestimmen Sie den Wertebereich
dieser Funktionen.

(¢) Berechnen Sie die (2 x 2)-Matrizen J(x, y) fiir alle (x, y) # 0 und iiber-
priifen Sie Ihre Aussagen aus (a) tiber das Anderungsverhalten von f.
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Neunte Erginzungen:

Gradient, Divergenz und Rotation

Erginzungsiibung 1
Erkliren Sie die geometrische Bedeutung des Gradienten als ,,Richtung des
grofiten Anstiegs“ anhand von Skizzen fiir die Fille:

@Qf R=R ObfHR-R (@©f:R - R.

Erginzungsiibung 2
Welche Bedeutung hat(w, V) firwe R"und V= (94, ..., d,)?

Erginzungsiibung 3
Seif:P — R,Pc R’ stetig differenzierbar. Weiter sei g : [a, b] — P mit
g’(t) = grad(f)(g(t)) firallete [a,b].
Welche geometrische Bedeutung haben gund fo g?

Erginzungsiibung 4
Erkliren Sie die Bedeutung der Divergenz divf: P — R", P c R", fiir die
Fillen =1, 2, 3 als ,,Quelldichte® von f durch einfache Beispiele und

Skizzen (etwa f(x, y) = 1/2 (x, y) fiir n = 2). Welche ,,optischen Eigenschaf-
ten“ haben Vektorfelder mit div(f) (p) > 0, div(f)(p) = 0 und div(f)(p) < 0?

Erginzungsiibung 5
Wir betrachten differenzierbare Vektorfelder f: P — R, P < R® mit
(+) f(Xa Y Z) = f(Xa Y Zl) fur alle (X7 Yy Z)7 (X, Y Z’) € P7
f(x,y,2z) = 0 firalle (x,y,z) € P.

(a) Beschreiben Sie die Eigenschaft (+) anschaulich.

(b) Ordnen Sie jedem zweidimensionalen Vektorfeld g : Q — R’ ein
dreidimensionales Vektorfeld f: P — R’ mit der Eigenschaft (+) zu.

(¢) Berechnen Sie rotf fiir Vektorfelder f mit (+).
(d) Motivieren Sie die Definition
rotg(p) = difh(p) - A fi(p) eR
fiir differenzierbare zweidimensionale Vektorfelder g: Q — R’.

(e) Erldutern Sie den Begriff der Rotation fiir einige einfache zwei- und
dreidimensionale Vektorfelder.
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Erginzungsiibung 6
Konstruieren und zeichnen Sie ein Vektorfeld f: R> — R mit

rot(f)(x,y) = 1 fiiralle (x,y) € R?,

wobei rot(f) wie in der vorangehenden Ubunég erklirt ist. Geben Sie
allgemeiner fiir alle ¢ € R ein Vektorfeld f: R — R? an, dessen Rotation
konstant gleich c ist.

Erginzungsiibung 7
Welche Bedeutung hat Af fiir {: P — R, P cR?

Erginzungsiibung 8
Kombinieren Sie Ihre Anschauungen iiber den Gradienten und die
Divergenz, um eine Anschauung von

Af = divgradf

fir f:P — R, P c R?, zu entwickeln. Berechnen Sie Af (p) fiir einige
Beispiele, um Hypothesen zu Af(p) = 0 bzw. Af(p) # 0 zu tiberpriifen.

Erginzungsiibung 9
Berechnen Sie Af fiir die Funktionen

@ f:R-{0} - R mit fx,v,2) = | y2|7,
(b) g: R -{0} = R mit gky2) = |&y2|7?
(© h:R*-{0} > R mit h(x,y) = log(|| % y)|)-
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Zehnte Erginzungen:

Kennenlernen von Fourier-Reihen

Erginzungsiibung 1
Nennen Sie Beispiele fiir periodische Funktionen aus der Mathematik und
den Naturwissenschaften.

Erginzungsiibung 2
Erkliren Sie anschaulich, warum man sich bei der Untersuchung periodi-
scher Funktionen auf eine bestimmte Periode beschrinken kann. Begriin-
den Sie, warum die Periode 2 eine ausgezeichnete Rolle spielt.

Erginzungsiibung 3
Skizzieren Sie die trigonometrischen Funktionen sin(kx), cos(kx) fir einige
ganze Zahlen k. Begriinden Sie, warum der Parameter k dieser Funktionen
auch Frequenz genannt wird.

Erginzungsiibung 4
Diskutieren Sie qualitative Eigenschaften von reellen trigonometrischen
Polynomen k-ten Grades (lokale Extremwerte, Nullstellen, Wertebereich,
Symmetrieeigenschaften usw.). Zeichnen oder Plotten Sie typische Graphen.

Erginzungsiibung 5
Diskutieren Sie die Sonderrolle des Koeffizienten a, bzw. ¢, einer Fourier-
Reihe aus reeller und komplexer Sicht.

Erginzungsiibung 6
Motivieren Sie die Bezeichnung ,trigonometrisches Polynom*®, indem sie
die komplexwertige Darstellung der reellen trigonometrischen Polynome
heranziehen.

Erginzungsiibung 7
Beschreiben Sie Analogien und Unterschiede der Begriffspaare ,,Potenz-
reihe - Trigonometrische Reihe“, , Taylor-Reihe - Fourier-Reihe®,
» Laylor-Koeffizienten — Fourier-Koeffizienten®.

Erginzungsiibung 8
Beschreiben Sie die Abbildungseigenschaften der Funktionen f, : R — C,
k e Z, mit f,(x) = ¢, '™ fiir alle x. Wie kann man derartige Funktionen
visualisieren? Auf welchem Definitionsbereich konnen wir uns diese
Funktionen vorstellen?
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Ergiinzungsiibung 9
Beschreiben Sie, fiir ein k> 0, die Abbildungseigenschaften der Summanden

o elkx P ke—lkx

einer komplexen Fourier-Reihe. Nehmen Sie weiter an, dass die Koeffizi-
enten ¢, von reellen Koeffizienten aj; und by herkommen und interpretieren
Sie die Umrechnungsformeln zwischen den reellen und komplexen
Koeffizienten.

Erginzungsiibung 10
Begriinden Sie die Orthogonalititseigenschaften von sin(kx), cos(kx) und
™ anschaulich.

Erginzungsiibung 11
Beschreiben die Funktionsgraphen der Dirichlet-Kerne D,, qualitativ.
Welche Konvergenz gilt fiir n gegen unendlich?

Erginzungsiibung 12
Formulieren Sie prizise Fragen tiber den Zusammenhang zwischen f und

FS(f).

Erginzungsiibung 13
Kommentieren Sie die Aussage: ,,Wenn FS(f) absolut und gleichmiflig
konvergiert, so gegen £.“

Erginzungsiibung 14
Seif: R — R.Zeichnen Sie ein Diagramm zur Erliuterung der Werte

fx+), f(x-), f(xz), f'(x+), f'(x-).

Erginzungsiibung 15
Antworten Sie auf die Frage:

»Haben die Mathematiker im 19. Jahrhundert geglaubt, dass FS(f) fiir alle
2m-periodischen Funktion f gegen f konvergiert?“

Erginzungsiibung 16
Stellen Sie durch Recherche im Internet eine Zeittafel zu Geschichte der
Fourier-Reihen zusammen. Welche Begriffe sind direkt oder indirekt mit
der Entwicklung der Theorie der Fourier-Reihen verbunden?

Erginzungsiibung 17
Zaur Vertiefung der vorangehenden Ubung: Beschreiben Sie die Beitrige
von einem Mathematiker Threr Wahl - etwa Joseph Fourier, Johann Peter
Dirichlet, Bernhard Riemann, Georg Cantor - zur Theorie der Fourier-
Reihen in grofierem Detail (Probleme, Ergebnisse, Wirkungsgeschichte).
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Elfte Erginzungen:
Das Fadenpendel

Gegeben sei ein Pendel mit einem Faden der Linge €, an dem ein Kérper der
Masse m befestigt ist. Die Bewegung des Pendels in der Zeit t modellieren wir
in der x-y-Ebene, den Korper als Massepunkt. Dabei seien

0 der Aufhingepunkt des Pendels,

0, -0) die Grund- oder Ruhestellung des Pendels,

K der Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius €,

o(t) der Auslenkungswinkel des Pendels zur Zeit t,
x(v), y(v) der Ort des Massepunktes zur Zeit t,

h(t) die Tangente an den Kreis K im Punkt (x(t), y(t)).

Den Winkel @(t) messen wir gegen den Uhrzeigersinn, wobei die Grundstellung
des Pendels dem Winkel ¢(t) = 0 entspricht. Ziel ist, die Auslenkung ¢(t) und die
Ortsfunktion f(t) des Massepunktes als Funktionen in der Zeit t zu bestimmen.

Erginzungsiibung 1
Geben Sie die geometrischen Zusammenhinge zwischen den Funktionen
©(v), x(t), y(t) an und zeigen Sie dadurch, dass es gentigt, eine der drei
Funktionen zu bestimmen.

Fiir unser Modell nehmen wir an, dass auf den Massepunkt die konstante
Schwerkraft F = (0, -mg) wirke.

Erginzungsiibung 2
Wie sieht ein genaueres Modell aus? Ist der Fehler erheblich?

Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz erfiillt die Auslenkungsfunktion ¢(t)
die von der Masse m unabhingige Differentialgleichung

® §0 = - % sin(g(0)

zweiter Ordnung, die wir mit der signierten Bogenlingenfunktion
L(® = €o(®

auch schreiben kénnen als

(++) Lo = -gsino).
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Erginzungsiibung 3
Begriinden Sie die Differentialgleichung mit Hilfe der folgenden Skizze.
Berechnen Sie hierzu die Projektion G(t) von F auf die Tangente h(t) und
schreiben Sie diese Projektion in der Form

(), y(©) L
GO = ——2 i x(t), 0.
© = oo TRy r t mit (x(t), j(t)) #

Wenden Sie nun das zweite Newtonsche Gesetz an. Argumentieren Sie,
dass o(t) = mL(t).

2 h(y

(x(®), y(©)

Ergiinzungsiibung 4
Begriinden Sie die Differentialgleichung mit Hilfe des Erhalts der Energie.

Erginzungsiibung 5
Ersetzen Sie nun in der Differentialgleichung sin(¢(t)) durch ¢(t) und
geben Sie die allgemeine auf R definierte Losung @(t) bzw. L(t) der
vereinfachten Differentialgleichung an in der Form

o) = acos(ot - t5), a=>0, tpeR

(Rechnen Sie die Form a’cos(mt) + b’sin(wt) in diese Form um, wenn noch
nicht geschehen.) Welche physikalische Bedeutung haben a, ® und t;?
Welche Schwingungsdauer T ergibt sich fiir das Pendel? Bestimmen Sie T
fiir einige in Metern gemessene Lingen € mit der Niherung g = 9,8 m/s”.
Bestimmen Sie zudem die Funktionen x(t) und y(t). Welche physikalische
Bedeutung hat y(t)? Sind x(t) und y(t) harmonische Schwingungen in t?
Genauer: Welche Differentialgleichungen erfiillen x(t) und y(t)?

Erginzungsiibung 6
Diskutieren Sie die Ersetzung von sin(@(t)) durch ¢(t) aus analytischer
Sicht. Welche Fragen stellen sich?
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Zwolfte Erginzungen:

Doppelintegrale und Cavalierisches Prinzip

Wir betrachten die Dimension n = 2 und die Berechnung von zweidimensio-
nalen Integralen durch Doppelintegrale:

b .d d .b
+) fP f(x,y) dxdy = fa fc f(x,y) dydx = fc fa f(x, y) dxdy,
wobei P =[a, b] x [c, d].

Erginzungsiibung 1
Interpretieren Sie (+) als ,Mittelwert von Mittelwerten“. Ziehen Sie hierzu
diskrete Beispiele heran.

Erginzungsiibung 2
Begriinden Sie anschaulich, warum (+) gilt, wenn f eine Treppenfunktion
ist, d. h., falls gilt

f(X) = szn,jSm Ck,j leyi ﬁir allex eR= Uk,j Rk,j7

mit einer Partition (ty, $)k<n,j<m von P ohne Stiitzstellen, ¢, ; € R und
Zerlegungsrechtecken

Rij = Jti, o1 [ X ]sjp 55,1 [ firk<n,j<m.
(Die Werte von f auf dem Gitter P - R sind beliebig.)

Zeichnen Sie hierzu ein zweidimensionales Diagramm, indem Sie in die
Rechtecke Ry ; die Werte ¢, j eintragen. Ubersetzen Sie nun Thre anschauli-
che Argumentation in einem Beweis von (+) fiir Treppenfunktionen.

Erginzungsiibung 3
Argumentieren Sie anschaulich, aber so genau wie moglich, warum (+)
nicht fiir alle integrierbaren f gilt.

Erginzungsiibung 4
Diskutieren Sie, wie ein Beweis von (+) fiir schnittweise Riemann-
integrierbare Funktionen verlaufen kénnte.

Erginzungsiibung 5
Formulieren Sie eine Version von (+) fiir P = [0, 1]%, bei der P in Diagona-
len und nicht in Waagrechten und Senkrechten durchlaufen wird. Was ist
ist dabei zu beachten?
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Neben den Doppelintegralen ist vor allem das Cavalierische Prinzip zur Be-
rechnung von Flicheninhalten und Volumina hilfreich. Wir untersuchen es an-
schaulich und anhand von Beispielen.

Erginzungsiibung 6
Illustrieren Sie das Cavalierische Prinzip zur Berechnung von Flichen mit
Hilfe von diinnen Stibchen (z. B. Streichhélzer oder Mikadostibchen) oder
entsprechenden Skizzen. Bilden Sie Analogien fiir die Dimension n = 3.

Erginzungsiibung 7
Beweisen Sie die Formel fiir den Flicheninhalt eines gleichschenkligen
Dreiecks. Begriinden Sie mit dem Cavalierischen Prinzip, dass diese
Formel fiir alle Dreiecke gilt.

Erginzungsiibung 8
Seienf, g: [a,b] — R Funktionen mit0 < f < g, und sei

A = {(xy) | xe[ab],ye[fKx), g®)]}.

Interpretieren Sie ,A fillt auf die x-Achse herab“ mit Hilfe des Cavalieri-
schen Prinzips. Illustrieren Sie die Aussage durch konkrete Beispiele.

Auf Archimedes geht eine beeindruckende Herleitung der Formel fiir das Vo-
lumen einer Kugel zurtick, die lediglich das Volumen von Zylindern und Kegeln
verwendet. Mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips lassen sich die Hebel und
Schwerpunkte, mit denen Archimedes argumentiert, eliminieren:

Erginzungsiibung 9
Wir betrachten einen
Zylinder mit Radius r
und Hohe r, aus dem
von oben ein Kegel
mit Radius r und
Hohe r ausgeschnit-
ten wird. Neben den
so behandelten
Zylinder legen wir
eine Halbkugel mit
Radius r.

(a) Zeigen Sie, dass die z-Schnitte der Halbkugel fiir alle z € [0, r] den
selben Flicheninhalt besitzen wie die z-Schnitte des ausgeschnitte-
nen Zylinders.

(b) Leiten Sie die Formel 4/3 r* m fiir das Volumen einer Kugel aus den
Formeln fiir das Volumen eines Zylinders und eines Kegels her.
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Erginzungsiibung 10
Ein Serviettenring entsteht,
wenn aus einer Kugel zen-
trisch ein Zylinder herausge-
schnitten wird. Ein solcher
Ring ist bestimmt durch
seinen Radius und seine
Hohe. Zeigen Sie mit Hilfe
des Cavalierischen Prinzips,
dass das Volumen eines Ser-
viettenrings nur von seiner
Hohe, nicht aber von seinem
Radius abhingt.

Oben die Konstruktion

eines Serviettenrings, links

zwei Ringe gleicher Hohe

mit verschiedenen Radien.

Erginzungsiibung 11
Priifen Sie, ob die Unabhingigkeit des Volumens eines Serviettenrings von
seinem Radius erhalten bleibt, wenn der Ring aus einem Rotationsellipsoid
anstelle einer Kugel entsteht.

Ergiinzungsiibung 12
Fiir einen Torus mit den Radien R >r > 0 ergab sich 2 Rr** als Volumen.
Schneiden wir den Torus auf und verbiegen wir ihn zu einem Zylinder mit
der Grundfliche r’  und Hohe 2R, so hat der Zylinder genau dieses
Volumen. Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips von Cavalieri, dass die
Methode des Aufschneidens und Geradebiegens fiir alle Kreisringe die
korrekte Fliche und fiir alle Jordan-messbaren Korper, deren z-Schnitte
Kreisringe sind, das korrekte Volumen liefert. Gilt dies auch fiir Ellipsen-
ringe?

Erginzungsiibung 13
Allgemeine Kegel bzw. Zylinder haben haben das Volumen ,,1/3 Grundfli-
che mal Hohe® bzw. ,,Grundfliche mal Hohe.“ Gelten analoge Formeln
auch fiir Oberflicheninhalte?
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1.1 Das Riemann-Integral

Ublmg 1
Seif:[0,1] — Rmitf(x)=x’ fiirallex € [0, 1]. Bestimmen Sie die
Riemann-Summen Y., f, ..., X, f fiir die dquidistanten Partitionen
Pos .-+ P4 von [0, 1] der Lingen 0, ..., 4, deren Stiitzstellen durch die
Mittelpunkte der Teilintervalle der Partitionen gegeben sind.

Ubung 2
Zeigen Sie, dass das Integral c einer Funktion f: [a,b] — R im Fall der
Existenz eindeutig bestimmt ist.

Ubung 3
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Zeigen Sie, dass f beschrinkt ist.

Ubung 4
Geben Sie einen ausfiihrlichen, auf der Definition der Integrierbarkeit
beruhenden Beweis fiir die Integrierbarkeit der Funktion f: [0, 1] — R mit

0, falls 0<x<1/2
i) - { I, fals 12<x<1.

Ubung 5
Zeigen Sie, dass fiir alle b > 0 gilt:
b 2 b 3
fxdx:b—, fxzdx:b—.
0 2 0 3
Ubung 6

Beweisen Sie die Monotonie, Einschrinkung und Aufspaltung im im Satz
iber die elementaren Eigenschaften des Integrals.

Ubung 7
Beweisen Sie die Monotonie des Integrals mit Hilfe der Linearitit und der
folgenden Positivitits-Eigenschaft:

b
f f)dx > 0, fallsf> 0.

a

Ubung 8
Seien a,b,c € Rund sei f: [min(a, b, ¢), max(a, b, ¢)] — R integrierbar.
Zeigen Sie die folgende Verallgemeinerung der Aufspaltungseigenschaft:

f ab fix)dx = f ‘ fx)dx + fb f(x) dx.

a C
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Ubung 9
Firf,g:[a,b] — R definieren wir:
f ~ g falls {xe[a,b]]|f(x) # g} istendlich.
Zeigen Sie:
(a) ~ isteine Aquivalenzrelation auf M ={f | f:[a,b] — R}.

(b) Istf integrierbar und g ~ f, so ist auch g integrierbar und I(f) = I(g).

Ubung 10
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Weiter sei (c,), ¢ y €ine streng monoton
steigende Folge in [a, b], und essei g : [a,b] — R eine Funktion mit

{xe[a,b] | g #fx)} < {c, [neN}
Zeigen Sie, dass g integrierbar ist, und dass I(g) = I(f).

Ubung 11
Seif:[a,b] — Rintegrierbar. Zeigen Sie:

c b
lichbf fx)dx = f f(x) dx.

1.2 Darboux-Integral und Jordan-Inhalt

Ubung 1
Seienf:[a,b] — Rundce R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(@ If) = c

(b) limgg) . o Zp f = ¢, d.h,, fur jede Folge (p,),c n von Partitionen von
[a, b] mit lim,, 8(p,) = 0 gilt lim, . e f =

Ubung 2
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) f ist Darboux-integrierbar.

(b) Fiir alle € > 0 existieren Partitionen p und q von [a, b] mit
Spf - sqf < &

(c) Fiiralle & > 0 existiert eine Partition p von [a, b] mit

Spf— spf < e
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Ubung 3
Seif:[a,b] — Rstetig. Zeigen Sie, dass Partitionen p und q von [a, b]
existieren mit s, f = 2., f und S.f = X f.

Ubung 4
Seien f,g: [a,b] — R beschrinkt. Zeigen Sie:
(@) S(cf) = c¢S(f) fiirallec>0,
(b) S(f+¢g) < Sf+ Sg.

Geben Sie weiter eine reelle Zahl ¢ und Funktionen f,g: [0, 1] — Ranmit

S(ef) # ¢ S(f) und S(f + g) # Sf + Sg.

Ubung 5
Finden Sie eine Bedingung fiir Partitionen p und q von [a, b], sodass fiir
alle beschrinkten Funktionen f auf [a,b] gilt:

spf < sqf < Sqf < Spf.
Ubung 6

Seien f: [a,b] — R beschrinkt, p eine Partition von [a, b] und € > 0.
Zeigen Sie:

(a) Esgibtein &> 0, sodass fiir alle §-Partitionen q von [a,b] gilt:
2 f < S,f + e
(b) Es existiert eine dquidistante Partition q von [a,b] mit
Sqf < Spf + &
Ublmg 7

Fiir P < [a, b] ist die Linge L(P) von P im Fall der Existenz durch
L(P) = I(1p) definiert. Zeigen Sie:

(a) L(P) hingt nicht von der Wahl des Intervalls [a, b] o P ab.
(b) Sei I ein beschrinktes reelles Intervall. Dann gilt

LI = supd) - inf().
(¢) Seienly, I, < R beschrinkte Intervalle. Dann gilt

LI, v 1) = Ldy) + L{L) - LA, n L).

(d) Seienly, ..., I, paarweise disjunkte und beschrinkte reelle Intervalle.
Dann gilt

Lq, u..Ul) = L) + ... + L{,).
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1.3 Integrierbare Funktionen

Ubung 1
Zeigen Sie, dass die Treppenfunktionen auf [a, b] genau die Funktionen der
Form X, <, ¢ 1, mit Intervallen A sind.

Ubung 2
Seien fund g Treppenfunktionen auf [a, b] und sei c € R. Zeigen Sie, dass
cf, f+ gund - g Treppenfunktionen auf [a, b] sind.

Ubung 3
Seif:[a,b] — Rintegrierbar, und sei (p,), e eine Folge von stiitzstellen-
freien Partitionen von [a, b] mit lim,, 8(p,) = 0. Fiir alle n sei p,, ; eine
Verfeinerung von p,, d.h., jeder Zerlegungspunkt von p, ist auch ein
Zerlegungspunkt von p,, ;. Fiir alle n seien g, = f}, und h,, = f gn die unteren
bzw. oberen Darboux-Summe von f bzgl. p, zugeordneten Treppenfunktio-
nen. Zeigen Sie:

(@) (gn)nen ist monoton wachsend und (h,),  y monoton fallend,
(b) g < f < h,wobei g=lim, g, und h =lim, h,,
(¢) gund h sind integrierbar mit I(g) = I(f) = I(h),
(d) {xe[a,b] | gkx)=fx)=hx)} = {xe[a,b] | fiststetiginx} U T,
wobei T ={te [a, b] | tistein Zerlegungspunkt eines p, } U {b}.
Ubung 4

Seif:[a,b] — R beschrinkt. Dann definieren wir f, und f, auf [a, b]
durch:

fo(X) = infe>0 SUPye [x-¢,x+¢] f(}’),
fu(x) = SUPe¢so infye [x-g,x+¢€] f(Y)
Vergleichen Sie f, und f, mit den in der vorangehenden Ubung konstruier-

ten Funktionen g und h. Wann gilt f,(x) = f(x) = {,(x)?

Ubung 5
Seif:[a,b] — R stetig. Zeigen Sie unter Verwendung von Riemann-
Summen, dass f integrierbar ist.

[Betrachten Sie eine Folge (p,), < n von Partitionen, deren Feinheit gegen Null
konvergiert. Zeigen Sie, dass die zugehorigen Riemann-Summen gegen ein c € R
konvergieren. Weisen Sie nun die Integrierbarkeitsbedingung fiir ¢ nach. ]
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Ubung 6 b
Zeigen Sie, dass fiir alle b > 1 gilt: f

L dx = log().
1 X

[Die Funktion f mit f(x) = 1/x ist integrierbar auf [1, b]. Also ist eine speziell
gewihlte Partitionsfolge (p,), < y mit gegen Null konvergierender Feinheit zum
Beweis der Behauptung geeignet. Betrachten Sie zur Konstruktion einer solchen
Folge Zerlegungspunkte und Stiitzstellen der Form b *?.]

Ublmg 7
Seiena<bundf:[a,b] — [0, e[ stetig mit I(f) = 0. Zeigen Sie, dass
f(x) = 0 fiir alle x € [a, b] gilt.

Ubung 8
Seif:[a,b] — [0, e[ integrierbar mit I(f) = 0. Weiter sei ¢ > 0 und
A = {xe[ab]|fx) =2c}.
Zeigen Sie, dass fur alle € > 0 Intervalle [c(, d; ], ..., [c,, d, ] existieren mit

@ A c e, di]U ... Ulcy, dyl,
(b) szn(dk—Ck) < €.

Ubung 9
Seif:[0,1] — [0, 1] definiert durch
1/n, falls x e Q, x = m/n, gekiirzt,
flx) = .
0, falls x irrational.

In welchen Punkten ist f stetig ? Ist f integrierbar?

Ubung 10
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Die Menge

E = {xe[a,b] | fistunstetiginx}
sei endlich. Zeigen Sie, dass f integrierbar ist.
Ubung 11 )
Zeigen Sie allgemeiner als die vorangehende Ubung: Istf: [a,b] — R

beschrinkt und die Menge E der Unstetigkeitsstellen von f abzihlbar, so ist
f integrierbar.

Ubung 12
Zeigen Sie, dass es eine stetige (oder stirker sogar differenzierbare)
Funktion auf [0, 1] gibt mit bv(f) = eo.
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Ubung 13
Zeigen Sie, dass fiir alle f,g : [a,b] — Rundallece Rundx e [a, b] gilt:

(a) var(cf) = |c|var(f), speziell var(f) = var(-f),

(b) var(f+g) < var(f) + var(g), var(f+c) = var(f),

(¢) var(f) > |f(b) - f(a)|, mit Gleichheit, falls f monoton,
(d) var(f) = 0 genau dann, wenn f ist konstant,

(&) var(f) = var(f] [a,x]) + var(f] [x, b]),

(f) varg: [a,b] — Rist monoton steigend, var¢(a) = 0, varg(b) = var(f).

Ubung 14
Finden Sie Bedingungen, unter denen var(f + g) = var(f) + var(g) gilt.

Ulmng 15
Betrachten Sie fiir eine bv-Funktion f: [a,b] — R die Darstellungf=g-h
mit g = vargund h = (varg - f). Welche Eigenschaften hat diese Darstellung?
Berechnen Sie var(g) + var(h). Vergleichen Sie die Darstellung mit der
Jordan-Zerlegung von f.

Ubung 16
Seif = g - h die Jordan-Zerlegung einer bv-Funktion f: [a,b] — R.
Zeigen Sie, dass

g = varf + f(a)/2, h = var; - f(a)/2.

Ubung 17
Beweisen Sie den Charakterisierungssatz fiir Regelfunktionen.

Ubung 18
Zeigen Sie, dass es eine Regelfunktion f: [0, 1] — R gibt, die weder
stiickweise stetig noch monoton ist.

Ubung 19
Zeigen Sie, dass die bei der Diskussion der Regelfunktionen betrachtete
Zackenfunktion f: [0, 1] — [0, 1] Riemann-integrierbar, aber keine
Regelfunktion ist.

Ubung 20
Zeigen Sie, dass es eine integrierbare Funktion f: [0, 1] — {0, 1 } mit
I(f) = 0 gibt, die keine Regelfunktion ist.

Ubung 21
Zeigen Sie, dass das Regelintegral wohldefiniert ist.
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szmg 22
Geben Sie integrierbare Funktionen f,g: [0, 1] — [0, 1] an derart, dass
g o f nichtintegrierbar ist.

Ubung 23
Seif:[a,b] — [c, d]integrierbar und g: [c, d] stetig. Zeigen Sie, dass
g o f integrierbar ist.

Ubung 24
Seif:[a,b] — R.Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) f istintegrierbar.
(b) £* und f~ sind integrierbar.
Zeigen Sie weiter, dass dann I(f) = I(f") - I(f").
Ubung 25
Sei A c [0, 1] derart, dass jedes Intervall in [0, 1] positiver Linge sowohl

Punkte von A als auch von B = [0, 1] - A enthilt. Zeigen Sie, dass 1, nicht
integrierbar ist.

Ubung 26
Seif:[a,b] — R beschrinkt. Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Ist f* integrierbar, so ist f integrierbar.
(b) Ist f* integrierbar, so ist f integrierbar.
Ubung 27
Seif:[a,b] — Rintegrierbar, und sei (f,),c n eine Folge integrierbarer

Funktionen auf [a, b], die punktweise monoton steigend gegen f konver-
giert. Zeigen Sie, dass lim, I(f,) = I(f).

1.4 Differentiation und Integration

Ubun g 1 /4

Berechnen Sie f !

. dx durch Raten einer Stammfunktion.
0 cos“(x)

Ubung 2
Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € Rund ¢, w € C mitw # 0 gilt:

fbcewx dx = i (ewb _ ewa)
- .

a
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Ubung 3
Seien a, b > 0, und sei E(a, b) = { (x,y) e R? | x¥*/a’ + y*/b* <1).

(a) Skizzieren Sie die Menge E(a, b).

(b) Berechnen Sie die Fliche von E(a, b) durch Integration und
Verwendung der Funktion F: [-a,a] — Rmit

F(x) = b(x V1-(x/a)’ + a arcsin(x/a)).

Ubung 4
Zeigen Sie, dass es eine integrierbare Funktion f: [0, 1] — [0, 1] gibt,
sodass fiir alle a,b € [0, 1] mita < b gilt:

f|[a, b] besitzt keine Stammfunktion.

Ubung 5
Formulieren und beweisen Sie eine Version des Hauptsatzes I fiir integrier-
bare Funktionen, die ,stiickweise eine Stammfunktion besitzen® (vgl. die
Definition der stiickweisen Stetigkeit).

Ubung 6
Seif:1 — Rintegrierbar und f besitze eine Stammfunktion. Zeigen Sie,
dass die Integralfunktion von f zu einem Startwert s € I eine Stammfunk-
tion von f ist.

Ubung 7
Seif:[a,b] — Rintegrierbar,und sei F: [a,b] — R die Integralfunktion
von f zu einem Startwert s € [a, b]. Zeigen Sie, dass F Lipschitz-stetig ist.

Ubung 8
Seif:1 — Rstetig,undseig: ] — Idifferenzierbar. Weiter seis € I.
Wir definieren F : ] — R durch

g®
Fx) = f f firallexeJ.

S

Zeigen Sie, dass F differenzierbar ist mit F' = (fe g) - ¢’

Ubung 9
Seif:1 — R stetig, und seien gy, g; : J] — I differenzierbar. Weiter sei
s € I. Wir definieren F: ] — R durch
g:(x)
Fix) = f f fiirallexe J.
g1(x)
Zeigen Sie unter Verwendung der vorangehenden Aufgabe, dass F
differenzierbar ist und bestimmen Sie F”.
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Ubung 10
Seien f,g: 1 — R stetig mit g > 0. Zeigen Sie, dass fiir alle x € I gilt:
x+h
[ fwgm de
limy, —, o h20 - —h = fx).
f g(t)dt
Ubung 11
Zeigen Sie, dass die Funktion F: [-1,1] — R mit
2 2
F@s) = x~ sin(1/x7), falls x # 0,
0, falls x=0.
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differenzierbar ist, aber F’ nicht integrierbar ist. Was zeigt die Funktion im

Hinblick auf den Hauptsatz I?

1.5 Anwendungen des Hauptsatzes

Ubung 1 b b
Bestimmen Sie | arcsin(x) dx und f arccos(x) dx fiir [a,b] < [-1, 1]
jeweils durch  ~2 a

(a) partielle Integration,
(b) Anwendung der Substitutionsregel.
Ubung 2

Seif:[0,1] — R zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie mit Hilfe
partieller Integration:

folf(x)dx = M + % folx(l—x)f"(x)dx.
szmg 3
Bestimmen Sie:
(@) f loi(x) dx, (b) flogz(x) dx, (©) flogs(x) dx,

(d) f Vx log(x) dx, (e) f x log®ds, () f M n
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Ubung 4
Bestimmen Sie:
1-¢* CZX ¥ x
(a)f o dx (b)f — dx, © fe e* dx.

Ubung 5
Bestimmen Sie:

(a) fx\/l—xz dx (b) f%dx (0 f S

(d) f\/l—xz dx (e) f\/l+xz dx 6 f\/xz—ldx.

Ulmng 6

Bestimmen Sie fsecs(x) dx = f L

cos’ (x)

dx

mit Hilfe partieller Integration und dem in den Beispielen zur Substitution
bestimmten unbestimmten Integral iiber 1/cos(x).

Ubung 7
Bestimmen Sie f tan’(x) dx.

[Hinweis: Formen Sie tan’(x) in einen Term um, im dem nur der Kosinus als
trigonometrische Funktion vorkommt. ]

Ulmng 8 2

Bestimmen Sie f dx.

X —

[Hinweis: Verwenden Sie, dass x> = x* - 1 + 1.]

Ubung 9
Bestimmen Sie f

. dx ohne Verwendung der hyperbolischen
- X

Funktionen mit Hilfe von Partialbruchzerlegung. Gewinnen Sie hiermit die
Logarithmus-Darstellungen von artanh und arcoth unter Verwendung von

1

1 -x

4 artanh(x) fir |x| <1,
dx

1

1 -x

4 arcoth(x) fir x| > 1.
dx
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Ubung 10
Zeigen Sie mit Hilfe partieller Integration, dass fiir alle n > 2 gilt:

n f sin"(x) dx = -cos(x)sin""!(x) + (n-1) f sin"~2(x) dx,

Folgern Sie, dass

/2 n-1 /2
f sin"(x)dx = f sin®?(x) dx fiirallen>2,
0 n 0

und berechnen Sie hiermit die reellen Zahlen
/2

a, = f sin”(x) dx fiir alle n.
0

Zeigen Sie nun, dass

2:-2-4-4-...-2n-2n
1-3-3-...-Qn-1)-Qn+1)

n2 = lim, .

Ubung 11
Wir betrachten die folgende alternative Definition von log : ]0, o[ — R:

log(x) = fl % de fiirallex > 0.

Beweisen Sie auf der Grundlage dieser Definition:

(@) log’(x) = 1/x fiir alle x > 0,

(b) log(xy) = log(x) + log(y) fiir alle x,y > 0,

(©) log(exp(x)) = 1 fiir alle x € R.
Ubung 12

Zeigen Sie den Satz von Taylor mit Lagrange-Restglied mit Hilfe des
Satzes von Taylor mit integralem Restglied.

Ubung 13
Zeigen Sie mit Hilfe des Vertauschungssatzes fiir Ableitungen, dass
Potenzreihen gliedweise differenziert werden diirfen:

Ist 2., a, (x - p)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0, so ist
die Funktion f: ]p - R, p+ R[ — Rmitf(x) = X, a, (x - p)" differenzierbar
und es gilt

f,(X) = zn21nanxn_l fﬁrallexe]p—R,p+R[‘
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Ubung 14
Seienf, : [0,1] — R, n e N, definiert durch

n+l

n+2
f.x) = nz( X - X ) furallexe [0, 1].
n+2

n+1
Zeigen Sie:
(@) (f.)nen konvergiert punktweise gegen eine nichtstetige Funktion.
(b) (f)nen konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion.
Ubung 15

Seif: R — R derart, dass f auf jedem Intervall [a, b] integrierbar ist.
Weiter sei € > 0. Wir definieren F, : R — R durch

X+€

1 y
F(x) = S fx_e f furallexeR.

Zeigen Sie, dass F, stetig ist, und dass fiir stetige f gilt:

f(x+¢) -

(a) F, ist differenzierbar mit F,'(x) = fx—2) fiir alle x.

2¢e

(b) lim, | Fe(x) = f(x) fiir allex.

Die Funktionen Fy, (gestrichelt) und

F1/4 (gepunktet) fiir die Funktion f: R — R mit
f(x) = sin(x) + 2 cos(2x) + sin(8x)/2 fiir alle x.
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1.6 Uneigentliche Integrale

Ubung 1
Geben Sie ein f: [0, o[ — R an mit den beiden Eigenschaften:

(a) fistuneigentlich Riemann-integrierbar mit endlichem Integral,

(b) " und f~ sind uneigentlich Riemann-integrierbar mit jeweils
unendlichem Integral.

Ubung 2
Seif: R — R definiert durch f(x) = 1/(1 + x°) fiir alle x. Berechnen Sie

a
I(f|[-a,a]) = f f fiirallea>0.
-a
Zeigen Sie weiter, dass I(f) existiert und berechnen Sie es.

Ubung 3
Seif: R — R uneigentlich integrierbar. Zeigen Sie:

+) I(f) = lim, _, . I(f|[-n,n]).

Zeigen Sie weiter, dass die Giiltigkeit von (+) im Allgemeinen nicht die
uneigentliche Integrierbarkeit von f impliziert.

Ulﬂmg 4
Geben Sie ein uneigentlich integrierbares £: [0, 1[ — RmitI(f)=0an
derart, dass I(f ") = I(f7) = eo.

Ubung 5
Geben Sie ein uneigentlich integrierbares f: [0, 1] — [0, e[ an derart,
dass f* nicht uneigentlich integrierbar ist.

Ubung 6
Definieren Sie eine Erweiterung des uneigentlichen Integrals, das auch
gewisse Funktionen f: [a, b] — R integrieren kann, die nicht auf allen
kompakten Teilintervallen ihres Definitionsbereichs beschrinkt sind.

Ubung 7
Beweisen Sie die Konvergenz oder Divergenz der Reihe 2., 5, 1/(n log(n))
mit Hilfe des Integralvergleichskriteriums.

Ubung 8
Schiitzen Sie Y.,»; 1/n = X << 1¢¢ 1/k* mit Hilfe des Integralvergleichs-
kriteriums ab.
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2.1 Lineare Punktmengen

Ubung 1
Sei U ¢ R offen. Wir definieren fiir x,y € U:

X ~ vy, falls [min(x,y), max(x,y)] c U.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf U ist und dass jede
Aquivalenzklasse x/~ ein offenes Intervall ist.

Ubung 2
Zeigen Sie:
(@ ine([0,1]) = 10,1,
(b) int(@Q) = int(R - Q) = <.
Ubung 3
Sei P c R. Zeigen Sie:
(@) int(P) = U{UcP | Uoffen},
(b) int(P) ist offen und fiir alle offenen V < P gilt V < int(P).

Ubung 4
Sei P c R offen und abgeschlossen. Zeigen Sie, dass P = & oder P = R.

Ubung 5
Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir alle P, Q c R gilt:
(a) P c Q impliziert P’ c Q,
(b) PuQy =P uQ),
© PnQ' =P nQ.
d Py =P

Ubung 6
Sei P ¢ R. Zeigen Sie, dass P’ abgeschlossen ist.

Ubung 7
Zeigen Sie, dass fiir alle n abgeschlossene Py, ... P, ¢ R existieren mit
(@) Py, = P fiirallek<n.
(b) P, # & firallek<n, P, = @.
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Ubung 8
Seien P c R, x € R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) xec@P).
(b) inf(|p-x| | peP) = 0.
(c) Es gibteine Folge (x,),en in P mit x = lim, x,,.
Ubung 9
Zeigen Sie, dass fiir alle P ¢ R gilt:
(@) intP) = R - cI(R - P),
(b) c®) = R - int(R - P),
() bd(P) = cI(P) - int(P) = bd(R - P).

Ubung 10
Sei U c R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Uistdichtin R.
(b) int(R-U) = &.

Ubung 11
Eine offene Menge U c R heifit regulir offen, falls int(cl(U)) = U. Geben Sie
Beispiele fiir offene Mengen, die regulir offen sind bzw. nicht regulir offen
sind. Welche Abgeschlossenheitseigenschaften besitzen die regulir offenen
Mengen?

Ubung 12
Ein P ¢ R heifit dicht-kodicht, falls P und R — P dicht in R sind. Geben Sie
Beispiele fiir derartige Mengen. Was gilt fiir int(P), cl(P), bd(P), wenn P
dicht-kodicht ist?

Ubung 13
Sei P ¢ R. Ein x € R heifit Kondensationspunkt von P, falls fiir alle € > 0 die
Menge U,(x) n P iiberabzihlbar ist. Zeigen Sie:

(a) Ist P iiberabzihlbar, so gibt es einen Kondensationspunkt x von P
mitx € P.

(b) P* = {xe R | xist ein Kondensationspunkt von P } ist perfekt.

Ubung 14
Eine Menge P heifit in sich dicht, falls P c P’. Geben Sie Beispiele fiir in sich
dichte Mengen. Welche Abgeschlossenheitseigenschaften erfiillen die in
sich dichten Mengen?



560 Ubungen

Ubung 15
Sei P c R, und sei P* = U {X < P | Xistinsich dicht }. Zeigen Sie, dass
P* perfekt ist.

Ubung 16
Zeigen Sie:

(a) Jede offene und jede abgeschlossene Menge ist sowohl eine
G;-Menge als auch eine Fy-Menge.

(b) IstP eine Gsg-Menge, so ist R - P eine F;-Menge.
Ist Q eine F3-Menge, so ist R - Q eine Gs-Menge.
(¢) Sind Py, Py, ..., Py, ... Gs-Mengen, so ist [, P, eine Gz-Menge.
Sind Qg, Qy, ..., Q,, ... Fs-Mengen, so ist U, Q,, eine Fs-Menge.
(d) Sind Py, ..., P, Gs-Mengen, so ist U, ., P; eine G5-Menge.
Sind Qy, ..., Q, Fs-Mengen, so ist ;. P; eine F;-Menge.
Ubung 17

Zeigen Sie, dass die Vereinigung endlich vieler nirgends dichter Mengen
nirgends dicht ist.

2.2 Topologische Formulierungen der Stetigkeit

Ubung 1
(a) Seiena, b e Rmita<b. Zeigen Sie, dass genau die Mengen & und
[, b] offen und zugleich abgeschlossen in [a, b] sind.

(b) SeiP=[0,1]u[2,3]. Bestimmen Sie alle Teilmengen von P, die
zugleich offen und abgeschlossen in P sind.

Ubung 2
Seien f: R — R. Zeigen Sie dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) fiststetig.

(b) Fiir alle abgeschlossenen A c R ist f~'[A] abgeschlossen.

Ubung 3
Seienf: P — Rundg:Q — Rstetigmit f{[P] c Q. Zeigen Sie mit
Hilfe der topologischen Relativbegriffe, dass g o f stetig ist.
Formulieren und beweisen Sie weiter eine punktweise Version des

Verkniipfungssatzes.
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Ubung 4
Seif:[a,b] — Rstetig, und sei c eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b).
Zeigen Sie unter Verwendung der topologischen Relativbegriffe, dass ein
x € [a, b] existiert mit f(x) = c.

Ubung 5
Seif: R — R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) fiststetig.
(b) flc(P)]) < c(f[P]) firalleP cR.
(© c(f'[Q]) c f'[cl(Q)] fiiralle Q c R.

Ubung 6
Seif: P — R, und sei p € P. Welche Implikationen gelten zwischen den
folgenden Aussagen und der Stetigkeit von f in p?
(a) Furalle X c P gilt: p € intX) impliziert f(p) € int(f[X]).
(b) Firalle X c P gilt: p € int(X) impliziert f(p) € cl(f[X]).
(¢) Firalle X c P gilt: p e cl(X) impliziert f(p) € bd(f[X]).
(d) Firalle X c P gilt: p e bd(X) impliziert f(p) € bd(f[X]).
(e) Firalle X c P gilt: p e bdX) impliziert f(p) € cl(f[X]).
Ubung 7
Sei P ¢ R eine G4-Menge. Konstruieren Sie eine Funktion f: R — R mit
P = {xeR | fiststetiginx}.

[Hinweis: Sei Q = R - P = U, A, mit abgeschlossenen Ag c A; c...c A, C ...

Wir setzen f(x) = + 1/n fiir x € Q, wobei n minimal ist mit x € A, und das Vorzeichen
von f(x) gemif} ,x € D“ oder ,x ¢ D* festgelegt wird, mit D ¢ R derart, dass D und
R - D dicht in R sind (z.B. D = Q). Weiter sei f(x) = 0 fiir x € P.]

Ubung 8
Seif: R — R.Zeigen Sie, dass es Fs-Mengen F,, = U, .y A, | gibt mit

{peR | fistdifferenzierbarinp} = M, cnyF, = Moy Uren A



562 Ubungen

2.3 Metrische Riume

Ubung 1
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir alle x,y € X seien
. d(x, y)
dix,y) = 1,dx,y), by = —2 .
1% y) = min(1,d(x,y)), dxy) s dy)

(a) Zeigen Sie, dass d; und d, Metriken auf X sind.

(b) Skizzieren Sie fiir X = R’ und U0) = {x e X | d(x, 0) <& } die
Mengen

UH0), UL(0), U,(0), Ugi(0).

Ubung 2
Seif: R — R streng monoton steigend. Fiir alle x,y € R setzen wir

dix,y) = [f(x) - f(y)].

Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist. Welche Eigenschaften
gelten und welche sind verletzt, wenn f monoton wachsend, aber nicht
streng monoton wachsend ist?

Ubung 3
Seien V= C" und p 2 1. Zeigen Sie mit Hilfe der Holder-Ungleichung die
Dreiecksungleichung fiir die p-Norm auf V.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass fur alle p,q,r € [1, o] gilt:
Ax
@ 1Al = swp(1Axl | Ixlp=1) = sup{ L5 o),
P
) [Ax[lq < [Allyq Il

© [AB|,q < [Allq B, (A(mxd)-Matrix, B (d x n)-Matrix).

Ubung 5
Zeigen Sie, dass fiir jede (m x n)-Matrix A = (a;);; gilt:
(€)) || A||1,oo = MaX|<ij<m,1<j<n |aij [, (Maximumsnorm)
() [|All;1 = maxicjcn Xi<icm 251, (Spaltensummennorm,)

© [Allee = max;cjem Xi<j<n 5] (Zeilensummennorm,)
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szmg 6
Sei (X, d) ein semimetrischer Raum. Fiir alle x,y € X setzen wir

x ~ vy, falls d(x,y) = 0.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf X ist. Zeigen Sie weiter, dass
die Funktion d’: X/~? — [0, e[ mit

d'x/~,y/~) = dx,y) firallex,yeX
wohldefiniert und (X, d’) ein metrischer Raum ist.
Ubung 7

Zeigen oder widerlegen Sie, dass in allen metrischen Riumen (X, d) fiir alle
x,v € X und alle Folgen (x,), e in X gilt:

(a) Giltx = lim, x,, so giltlim, d(x,, x) = 0.

(b) Giltlim, d(x,, x) = 0, so gilt x = lim,, x,,.

(o) Giltx = lim, x,, so giltd(x, y) = lim,, d(x,, y).

(d) Giltd(x,y) = lim, d(x,, y), so gilt x = lim,, x,,.
Ubung 8

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Seien (x,), e ny (V)ne n konvergente Folgen
in X, und seien x = lim,, x, und y = lim,, y,.. Zeigen Sie:

d(X7 Y) = hmn d(Xm Yn)~

Ubung 9
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (x,,), ¢ y €in Cauchy-Folge in X.
Zeigen Sie, dass diam {x, | n€ N} < oo,

Ublmg 10
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (x,), y €ine konvergente Folge in
X. Zeigen Sie, dass (x,), e n eine Cauchy-Folge ist.

Ubung 11
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (x,,), <  €in Folge in X. Fiir alle n sei
T, ={x, | k=n}. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(@) (Xp)nen ist eine Cauchy-Folge.
(b) lim, diam(T,) = 0.
Ubung 12
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei D ¢ X dicht in. Jede Cauchy-

Folge mit Gliedern in D konvergiere in (X, d). Zeigen Sie, dass (X, d)
vollstindig ist.
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Ubung 13
Seih: (X, d) — (Y, e) abstandserbaltend, d.h., es gilt

e(h(x), h(y)) = d(x,y) firallex,yeX.
Zeigen Sie durch Nachweis der Definitionen:
(a) hist limesstetig.
(b) histe-d-stetig.
Finden Sie weiter eine natiirliche Abschwichung von ,abstandserhaltend®,

die immer noch die Stetigkeit impliziert.

Ubung 14
Seif:(X,d) — (Y, e), und sei p € X. Zeigen Sie, dass f genau dann
limesstetig in p ist, wenn f e-8-stetig in p ist.

Ubung 15
Seienf: (X, d) — (Y, e) und p € X. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(a) f iststetig im Punkt p.
(b) Ve>038>0 diam{f(x) | xe X,d(x,p) <} <&
Ubung 16

Seien f: (X, d;) — (X;,dy) und g: (X3, dy) — (X5, d3) stetig.
Zeigen Sie, dass h = g o f stetig ist.

Ubung 17
SeiK={xeR*| |x| =1},undseif:[0,2n[ — K definiert durch
f(x) = ¢* fiirallexe [0, 27][.
Weiter sei g = f~'. Untersuchen Sie g auf Stetigkeitseigenschaften (unter
der euklidischen Metrik auf [0, 27| und K).
Ubung 18
Seien (X, d)), ..., (X,,, d,) metrische Riume, und sei
X=X x...xX, = {&x,..,%,) | xp e X furallel <k<n}.
Fir alle x = (xq, ..., X,), y = (¥1, ---, Vu) € X sei
d(x,y) = max {d(x;, y1), .., da(xy, y) }-
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.
(b) Prizisieren Sie die Aussage:
»Die Konvergenz in (X, d) ist die koordinatenweise Konvergenz.“

Beweisen Sie Ihre Prizisierung.
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szmg 19
Seien (X,,, d,)) metrische Riume fiir alle n. Wir setzen
X = {&hnen | x, € X, fiirallen},
dap(%, y) = supy 172771 (x5, y)/(1 + do(Xn, 1)),
do(xy) = X 1721y, y)/(1 + dy (05 y0)

fiir alle x = (x,)y ey und y = (y,)ne n in X. Zeigen Sie, dass dg,, und d
Metriken auf X sind und dass die Konvergenz in (X, dy,,) und (X, d) die
koordinatenweise Konvergenz ist.

2.4 Topologie metrischer Riume

Ubung 1
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Furallex,y € X mitx #y gibt es eine Umgebung U von x und eine
Umgebung Vvonymit U NV =0.

(b) Fiir alle x € X ist { x } abgeschlossen.
Ubung 2
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass fiir alle abgeschlossenen

A,B c Vmit A N B =@ gilt: Es gibt offene Mengen U > A und V 2 B mit
UnV=0.

Ubung 3
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei (x,),c y eine gegen x € X konver-
gente Folge in X, die nicht schliefilich konstant ist. Zeigen Sie, dass x ein
Hiufungspunktvon {x, | ne N }ist.

Ubung 4
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Weiter seien P ¢ X und p € P’. Zeigen Sie:
(a) Es gibteine Folge (x,)pen in P - { p } mitlim, x, = p.
(b) Fir alle Umgebungen U von p ist U N P unendlich.
Ubung 5

Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Y < X. Zeigen Sie, dass fur alle
V cY die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) Visteine offene Menge in (Y, d|Y).
(b) Esgibteinin (X, d) offenes UmitV=UNY.
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Ubung 6
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei Y < X. Wir schreiben clx(P) fiir den
Abschluss einer Menge P ¢ X in (X, d) und cly(P) fiir den Abschluss einer
Menge P ¢ Y. Analoges gilt fiir das Innere und den Rand.
Zeigen Sie, dass fiir alle P 'Y gilt:

@) cly(P) = cx(P) N'Y,
(b) inty(P) 2 intx(P) N Y,
(¢) bdy(P) < bdx(P) n Y.
Geben Sie weiter Gegenbeispiele fiir die anderen Inklusionen in (b), (c) an.
Ubung 7

Seien (X, d;), (X,, d,) metrische Riume, und sei d die Maximumsmetrik
auf X = X x X,. Zeigen Sie, dass fiir alle P; ¢ X; und P, c X, gilt:

(@) cl(P;xP,y) = cl(Py) x cl(Py),
(b) int(P, x P,) = int(P,) x int(Py),
(©) bd(P; xPy) = (bd(P;) x cl(Py)) U (cl(P,) x bd(Py)).

Ubung 8
Beweisen Sie (in Anlehnung an den Bewetis fiir R) den Baireschen Kategori-
ensatz fiir vollstindige metrische Riume.

Ubung 9
Konstruieren Sie ein Analogon zur Cantor-Menge in der Ebene. Welche
charakteristischen Eigenschaften hat diese Menge?

Ubung 10
Seif:(X,d) — (Y, e) stetig und bijektiv, und sei D ¢ X dicht in X. Zeigen
Sie, dass f[ D] dichtin Y ist.

Ubung 11
SeiA={0}u{1l/n| nx1}. Zeigen Sie (unter der euklidischen Topologie
auf A und N):

(a) Es gibt eine stetige Bijektion f: N — A.
(b) Es gibt keine stetige Bijektion f: A — N.

Ubung 12
Sei X eine Menge, und sei d die diskrete Metrik auf X. Bestimmen Sie alle
"Teilmengen von X, die zugleich offen und abgeschlossen sind. Bestimmen
Sie weiter alle stetigen Funktionen f: (X, d) — (Y, e), mit einem beliebigen
metrischen Raum (Y, e).
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Ubung 13
Seien d und e topologisch dquivalente Metriken auf X, und sei (x,,), .y eine
Folge in X. Zeigen Sie, dass die Folge in (X, d) genau dann konvergiert,
wenn sie in (X, e) konvergiert. Zeigen Sie weiter, dass im Fall der Konver-
genz die Grenzwerte tibereinstimmen.

Ubung 14
Seien d und e numerisch dquivalente Metriken auf X. Zeigen Sie:
(a) Die Metriken d und e sind topologisch dquivalent.

(b) Eine Folge (x,),n in X ist genau dann eine Cauchy-Folge in (X, d),
wenn sie eine Cauchy-Folge in (X e) ist.

(¢) (X, d)ist genau dann vollstindig, wenn (X, e) vollstindig ist.

Ubung 15
Fiir alle x € R sei
X
) = 1+ x|

Wir definieren fiir alle x,y € R:

dix,y) = [r(x) - r(y)].
Zeigen Sie:
(a) disteine unvollstindige beschrinkte Metrik auf R.

(b) dund die euklidische Metrik auf R sind topologisch, aber nicht
numerisch dquivalent.

Ubung 16
Zeigen Sie, dass zwei Normen auf einem R oder C-Vektorraum V genau
dann topologisch dquivalent sind, wenn sie numerisch dquivalent sind.

Ubung 17
Seif: (X, d) — (Y, e) surjektiv und stetig, und sei (X, d) wegzusammenhin-
gend. Zeigen Sie, dass (Y, e) wegzusammenhingend ist.

Ubung 18
Sei (X, d) wegzusammenhingend. Zeigen Sie, dass (X, d) zusammenhin-
gend ist.

Ubung 19
Zeigen Sie, dass der aus der Zackenlinie und dem Punkt p* bestehende
Raum X c R? (vgl. das Diagramm im Text) unter der euklidischen Metrik
topologisch zusammenhingend ist.
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Ubung 20
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass die Zusammenhangsrela-
tionen ~ und ~, Aquivalenzrelationen auf X sind. Zeigen Sie weiter, dass
jede Wegzusammenhangskomponente eine Teilmenge einer Zusammen-
hangskomponente ist.

Ubung 21
Zeigen Sie, dass fiir ein offenes U ¢ R" dquivalent sind:
(a) U ist zusammenhingend.
(b) U ist wegzusammenhingend.

(c) Je zwei Punkte in U kénnen durch Streckenziige verbunden werden,
d.h,, fir alle x,y € U gibtes xy, ..., x, € U mit x = xo, y = x; derart,
dass { xj + t(xc, 1 -x) | te[0,1]}c Ufiralle ] <k<n.

Ubung 22
Sei X ¢ R. Zeigen Sie, dass unter der euklidischen Metrik dquivalent sind:

(a) Xistzusammenhingend.
(b) Xist wegzusammenhingend.

(¢) Xistein Intervall.

Ubung 23
Zeigen Sie, dass R* - @* unter der euklidischen Topologie wegzusammen-
hingend ist. Kénnen Sie ein allgemeineres Ergebnis formulieren?

[Betrachten Sie zum Beispiel Kreisbogen zwischen zwei Punkten. ]

Ubung 24
Sei | = R - Q. Zeigen Sie, dass @* U I” unter der euklidischen Topologie
wegzusammenhingend ist.

[Betrachten Sie endlich und unendlich viele zusammengesetzte Geradenstiicke mit
einer rationalen von Null verschiedenen Steigung. ]

Ubung 25
Seil = R - Q. Zeigen Sie, dass

Q% 1% @xI) u (IxQ)

unter der euklidischen Topologie unzusammenhingend sind.

Ubung 26
SeiK={(x,y) | |x,y)| =1}, und sei X c R beliebig. Zeigen Sie durch ein
Zusammenhangsargument, dass es unter den euklidischen Metriken auf K
und X keine stetige Bijektion f: K — X gibt.
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Ubung 27
Zeigen Sie, dass die Menge aller offenen Intervalle mit rationalen End-
punkten eine Basis von R unter der euklidischen Topologie bildet.

Ubung 28
Sei (X, W) ein topologischer Raum, der eine abzihlbare Basis besitzt.
Zeigen Sie, dass es hochstens R-viele offene und hochstens R-viele
abgeschlossene Teilmengen von X gibt.

[Verwenden Sie, dass |R| = | P(N)|].

Ubung 29
Sei X eine Menge, und sei ¥ ¢ P(X). Weiter seien

B={X}Uul{Sin..nS,|Si,..,S, €%},

w={Ur|TcB}.

Zeigen Sie:
(a) WU ist eine Topologie auf X mit ¥ < U und Basis %.
(b) Ist J eine Topologie auf X mit ¥ < J,soist U = J.

Ubung 30

Seien f: R — Rund p € R. Zeigen Sie, dass dquivalent sind:

@ f: R, UH) — (R,Uey) ist stetig in p.

(b) limy |, f(x) = f(p) (unter der euklidischen Metrik).

Ubung 31
Wias bedeutet die Stetigkeit in einem Punkt p € R fiir

@ f: R, Ue) — R, UpH),
(b) f:(R, Ou[)) - (IRR,OILD)?

[ Warnung: Die Stetigkeit fiir (b) lisst sich nicht mit einer einfachen Monotonie-
Eigenschaft ausdriicken. ]

Ubung 32
Sei X eine Menge, und sei I : P(X) — P(X). Fiir alle A, B X gelte:
@@ IA) c A (b) IIA)) = A,
(¢©) I(A n B) = I(A) n I(B), @ IX) = X.

SeiU ={UcX | I(U)="U}. Zeigen Sie, dass (X, W) ein topologischer
Raum ist, und dass int(A) = I(A) fiir alle A < X gilt.

569
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2.5 Kompaktheitin R

Ubung 1
Zeigen oder widerlegen Sie:

Istey >0 firalleqe @, soist{ Ug (q) | g€ Q} eine Uberdeckung von R.

Ubung 2
Zeigen Sie:

(a) Sind Cy, ..., C, c R kompakt, soist C = C; U ... U C, kompakt.
(b) Jede endliche Teilmenge von R ist kompakt.

Ubung 3
Sei[a,b] € Rmita <b. Zeigen Sie die Kompaktheit von [a, b] mit Hilfe
der Prinzips der Intervallschachtelung.
[ Sei Al eine offene Uberdeckung von [a, b]. Annabme, U ist nicht endlich
reduzierbar. Iterierte Halbierung von Intervallen liefert geschachtelte Intervalle

I, =[a,, b,] derart, dass AU fiir alle n keine endlich reduzierbare Uberdeckung von
I ist. Sei M, I, ={p}. Ein U € AU mit p € U liefert einen Widerspruch.]

Ubung 4

Seien a,b € R, und seien f,g : [a,b] — R Funktionen mit
f(x) < x und g(x) > x firallexe [a, b].
Zeigen Sie, dass x; <x; < ... <X, in [a, b] existieren mit

[a7b] c UlSkSn[f(Xk)7 g(Xk)]

Ubung 5
Seien a,b € R mita <b. Beweisen Sie die Kompaktheit von [a, b] mit Hilfe
der Aussage der vorangehenden Ubung.

Ubung 6
Sei P ¢ R, und sei 9 eine offene Uberdeckung von P. Zeigen Sie, dass
A abzihlbar reduzierbar bzgl. P ist, d.h., es gibt ein abzihlbares V" < U,
das P iiberdeckt.

Ubung 7
Beweisen Sie den Satz von Dini (vgl. Kapitel 3.6 in Band 1) mit Hilfe eines
topologischen Kompaktheitsarguments.
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2.6 Kompaktheit in metrischen Riumen

Ubung 1
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei P ¢ X. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) P ist kompakt.

(b) Jede offene Uberdeckung Al c { Uy(x) | x € X, £>0} von P ist
endlich reduzierbar.

Ubung 2
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei C < X. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) Cist kompaktin (X, d).

(b) Der Teilraum (C, d) ist kompake.

Ubung 3
Sei X eine Menge, und sei d die diskrete Metrik auf X. Bestimmen Sie die
kompakten "Teilmengen von X.

Ubung 4
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und seien A, B c X kompakt und nichtleer.
Zeigen Sie:
(a) diam(A) < oo,
(b) Es gibtx,y € A mit diam(A) = d(x, y).
(¢) Esgibtxe Aundy e B mitd(A, B) =d(x, y).

Ubung 5
Seien (X, d;) und (X, d,) metrische Riume, und sei d die Maximumsme-
trik auf X = X; x X,. Weiter seien C ¢ X; und D c X, kompakt. Zeigen Sie,
dass C x D kompakt in (X, d) ist.

Ubung 6
Sein > 1. Zeigen Sie, dass [a, b]" kompakt in R" unter der euklidischen
Metrik ist.

Ubung 7
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Jede offene Uberdeckung U von X sei
abzihlbar reduzierbar, d.h., es gibt ein abzihlbares ¥ c U mit X ¢ U V.
Zeigen Sie, dass (X, d) separabel ist.
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Ubung 8
Zeigen Sie, dass jede beschrinkte Teilmenge von R total beschrinkt ist.

Ubung 9
Sei (X, d) ein metrischer Raum, und sei P ¢ X total beschrinkt. Zeigen Sie,
dass cl(P) total beschrinkt ist.

Ubung 10
Sei V der Vektorraum aller beschrinkten Folgen in R, und sei d die von der
Supremumsnorm auf V induzierte Metrik, d. h., es gilt

d((Xn)ne N (Yn)ne N) = supn |Xn - Yn | ﬁir alle (Xn)ne N (YH)ne N € V
Weiter sei K abgeschlossene Einheitskugel K in 'V, also
K = CI(UI(O)) = {(Xn)neN eV | Supy |Xn| <1 }
Zeigen Sie:
(a) Kist nicht kompakt.
(b) (K, d)istvollstindig, aber nicht total beschrinkt.
Ubung 11

Sei (X, d) ein unvollstindiger metrischer Raum. Zeigen Sie, dass eine
abgeschlossene und beschrinkte Menge existiert, die nicht kompakt ist.

Ubung 12
Seif: (X, d) — (Y, e) stetig mit (X, d) kompakt. Zeigen oder widerlegen Sie:
(a) Fir alle abgeschlossenen A ¢ X ist f[ A] abgeschlossen.
(b) Fiir alle offenen U < X ist f[ U] offen.
Ubung 13
Sei X eine Menge, und sei
AU ={d} u{UcX|X-Uistendlich}
die koendliche Topologie auf X. Zeigen Sie, dass (X, W) ein kompakter
topologischer Raum ist.
Ubung 14
Sei X eine Menge, und sei
A ={d} v {UcX | X-Uistabzihlbar}

die koabzihlbare Topologie auf X. Zeigen Sie, dass jede offene Uberdek-
kung U von X eine abzihlbare Teiliiberdeckung besitzt. Bestimmen Sie
weiter die kompakten Teilmengen von X.
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3.1 Kurven

Ubung 1
SeiPc R,undseif: P — R" stetig. Zeigen Sie, dass die Projektionen
pri(f) : P — R, 1 <i<n, stetig sind.

Ubung 2
Sei E, , die Ellipse im R* mit dem Mittelpunkt 0 und den Hauptachsen a
und b. Geben Sie eine Kurve f: [0, 2n] — R’ an, die die Spur E, , besitzt.

Ubung 3
Sei k > 2. Geben Sie eine Kurve f: [a,b] — R? an, die eine Spiral-
bewegung gegen den Uhrzeigersinn beschreibt und durch die Punkte
1,0),(2,0), ..., &k, 0) verlduft.

Ubung 4
Sein > 1. Geben Sie eine geschlossene Kurve f: [a, b] — R® an, die eine
gleichmiflige Spiralbewegung mit n Umlédufen (bzgl. r{) auf dem Torus

T = {(X,y,z)e[R3 | (r; - sz+yz)2 + 7 —rlz =0}

mit den Radien r; und r, beschreibt.

Ubung 5
Seien ¢, w € R, und seien f,g: [0, 1] — R? definiert durch

f(t) = ™, g(t) = 2te™ firallete [0,1].

Bestimmen Sie in Abhingigkeit von ¢ und w die Schnittpunkte und
Schnittwinkel der beiden Kurven.

Ubung 6
Betrachten Sie den Beweis des Satzes, dass es keine stetige Bijektion
g:[0,1]* — [0, 1] gibt. Wo scheitert das Argument, wenn g lediglich als
stetig und surjektiv vorausgesetzt wird? Geben Sie zudem eine stetige
Surjektion von [0, 1]? nach [0, 1] an.

Ubung 7
Zeigen Sie, dass die Konstruktion einer Peano-Kurve nach Hilbert eine
stetige Surjektion von [0, 1] nach [0, 1]* definiert.

Ubung 8
Zeigen Sie, dass die Konstruktion einer Peano-Kurve mit Hilfe der Cantor-
Menge eine stetige Surjektion von [0, 1] nach [0, 1]° definiert. Berechnen
Sie einige Werte der Surjektion und skizzieren Sie die lineare Interpolation
fiir einige Drittelintervalle.
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3.2 Rektifizierbare Kurven

Ubung 1
Sein>1,undseih: R" — R" eine euklidische Isometrie, d. h., es gilt
d(h(x), h(y)) = d(x, y) fiir alle x,y € R" und die euklidische Metrik d.
Weiter sei f: [a,b] — R" eine rektifizierbare Kurve. Zeigen Sie, dass
g = h o f eine rektifizierbare Kurve ist und dass L(g) = L(f).

Ublmg 2
Seif:[a,b] — R derart, dass die zugeordnete Kurve g¢: [a,b] — R?,
g(t) = (¢, f(v)) fiir alle t € [a, b] rektifizierbar ist und dass die Umkehrfunk-
tion h = f ! existiert. Zeigen Sie, dass die h zugeordnete Kurve g}, rektifi-
zierbar ist und dass L(gg) = L(hy).

Ubung 3
Zeigen Sie, dass die Linge einer rektifizierbaren Kurve nicht von ihrer
Parametrisierung abhingt.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass die Linge einer fast injektiven rektifizierbaren Kurve
f:[a,b] — R" nurvon ihrer Spur abhingt, d.h.,istg: [c,d] — R" fast
injektiv und ist Bild(f) = Bild(g), so ist L(f) = L(g).

Ubung 5
Seienf:[a,b] — R"undg:[b,c] — R"Kurven.Seih:[a, c] — R"
definiert durch h(t) = {(¢) fiir t € [a, b] und h(t) = g(¢) fiir t € [ ¢, d]. Zeigen
Sie, dass h genau dann rektifizierbar ist, wenn fund g rektifizierbar sind,
und dass dann L(h) = L(f) + L(g).

Ubung 6
Seif:[a,b] — R"eine rektifizierbare Kurve. Weiter seiens € R, ve R"

und
g:[a,b] — R" definiert durch

g(t) = sf(t) - v. firallese [a,b].
Zeigen Sie, dass g rektifizierbar ist mit L(g) = |s| L(f).
Ubung 7

Seia>0,undseif:[-a,a] — R eine Kurve derart, dass f|[0, a] rektifizier-
bar ist. Fiir alle 1 £i<n gebe eseinc; € { -1, 1 }, sodass gilt:

f(-t); = o;f(t); firallete[-a,a].
Zeigen Sie, dass f rektifizierbar ist und dass L(f) = 2 L(f] [0, a]).
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szmg 8
Geben Sie eine stetige Funktion g : [0, 1] — [0, 1] an, sodass fiir den
parametrisierten Graphen

£:10,1] — R, f(t) = (t, g(v) firallete[0,1],
der Funktion gilt:
(a) f|[0, b]ist rektifizierbar fir alleb< 1,
(b) f ist nicht rektifizierbar.
Ubung 9
Zeigen Sie mit Hilfe des Berechnungssatzes fiir stetig differenzierbare

Kurven und der Kettenregel die Invarianz der Linge einer Kurve unter
einer stetig differenzierbaren Parametertransformation.

Ubung 10
Seice R, c#0. Weiter sei f : [a,b] — R? definiert durch

f(t) = e“* Pt firallete [a,b].
(a) Skizzieren Sie f fiir ¢ = 2%, a = =21, b = 27
(b) Berechnen Sie L(f).

Ubung 11
Die Neilsche Parabel f: [-a,a] — R’ ist definiert durch

f(t) = (¢,¢) fiirallete [-a,al.
Skizzieren Sie f und berechnen Sie L(f).
Ubung 12

Berechnen Sie, fiir 0 <a <b, die Linge des Graphen der Wurzelfunktion
auf [a, b]. Existiert die Linge auch fira=0und b > 0?

Ubung 13
Berechnen Sie, fiir 0 <a < b, die Linge des Graphen der Logarithmusfunk-
tion log auf [a, b].

Ubung 14
Seien 0 <a < b. Zeigen Sie, dass

b
fa V1+1/x* dx = fl

log(b)
V1 +e® dx

og(a)

Wie lisst sich diese Identitit im Hinblick auf Kurven interpretieren?
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Ubung 15
Begriinden Sie die analytische Darstellung

ft) = e ™) L (1) = —ie+ (1) = (t-sin®), 1 - cos(t)
der Zykloide f: [0,2n] — R’.

Ubung 16
Sei o € R. Wir markieren den Punkt (0, 1 - o)) € R? und verbinden ihn fest
mit dem Mittelpunkt (0, 1) des auf dem Nullpunkt aufliegenden Einheits-
kreises. Nun rollen wir den Kreis entlang der x-Achse gleichmiflig ab.
Dabei beschreibt der markierte Punkt eine Kurve f: [0, 2] — R’ (Die
Zykloide entspricht dem Fall a0 = 1.)

(a) Skizzieren Sie die Bahn von f fiir o = 1/2 und o = 3/2.
(b) Geben Sie eine analytische Darstellung der Kurve f.
Ubung 17

Zeigen, Sie, dass das folgende Analogon zum Mittelwertsatz bereits fir
Funktionen f: [a,b] — R’ im Allgemeinen nicht gilt:

fb) - fa)

Es gibtein p € [a, b] mit f'(p) = b
-a

Ubung 18
Wir definieren ein zweidimensionales Vektorfeld g : R* — R’ durch

gxy) = (nx-y).
(a) Skizzieren Sie g.

(b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale zweiter Art fiir einige Kurven
von [0, 0] nach [1, 1] Ihrer Wahl. Was stellen Sie fest?

3.3 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Ubung 1
Leiten Sie aus der Definition der totalen Differenzierbarkeit ab, dass die
Ableitung einer Funktion f: P — R™ in einem Punkt p € P im Fall der

Existenz eindeutig bestimmyt ist.

Ubung 2
Seien A eine (m X n)-Matrix und v € R™. Wir definieren f: R" — R™
durch f(x) = Ax + v. Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist und bestimmen Sie

Je(p) fiir alle p € R™.
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Ubung 3
Seif: P — R™, und sei p € P. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) fistdifferenzierbar in p.
(b) Alle Komponenten fj, ..., f;, von f sind differenzierbar in p.

Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall die Matrizen J, (p), ..., J¢_(p) die
Zeilen der Matrix J¢(p) sind.

Ubung 4
Zeigen Sie, dass die Formulierungen (a) - (e) der Differenzierbarkeit
dquivalent sind.

Ubung S
Sei f: R’ — R definiert durch f(x, y) = x + y*. Zeigen Sie, dass f differen-
zierbar ist, und dass J¢(py, p,) = (1, 2p,) fiir alle p € R? gilt.

Ubung 6
Sei A = (a;)); < j<n €ine (n X n)-Matrix, und sei f: R" — R definiert durch

f) = (x, Ax) = X1cijenXi a5 X;.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist, und bestimmen Sie J¢(p) fiir alle p € R".

Ubung 7
Seif: P — R" differenzierbar. Zeigen Sie, dass df : P — L(R", R™) genau
dann stetig ist, wenn Df : P x R" — R™ mit Df(p, x) = df(p)(x) stetig ist.

Ubung 8
Seienf, g: R" — R™ differenzierbar in p € P und o, € R. Zeigen Sie, dass
h = af + Bg differenzierbar in p ist und dass J,(p) = o J¢(p) + BJ,(p)-

Ubung 9
Beweisen Sie die Produkt- und die Quotientenregel fiir f, g: P — R.

Ubung 10
Fiihren Sie die Beweisskizze der Kettenregel aus.

Ubung 11
Formulieren und beweisen Sie eine Kettenregel fiir Verkniipfungen
der Formhogof.

Ubung 12
Seif: R" — R" differenzierbar, und sei p ein Fixpunkt von f, d.h. f(p) = p.
Zeigen Sie, dass Je.¢(p) = Jr(p)*.
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3.4 Partielle Ableitungen

Ubung 1
Sei f : R*> — R definiert durch

fx,y) = xy/(x2 +y2), falls (x,y) # 0,
i 0, fulls (x,y) = 0.

Untersuchen Sie f fiir alle Punkte (x, y) € R” auf Stetigkeit und partielle
Differenzierbarkeit in der ersten und zweiten Koordinate.

Ubung 2
Seif: R" — R definiert durch f(x) = || x|| fiir alle x € R". Bestimmen Sie
P = {peR" | f ist partiell differenzierbar in p }
und die partiellen Ableitungen von f fir alle p € P.

Ubung 3

SeiI < ]0, o[ ein offenes Intervall, und sei g : I — R stetig differenzierbar.
Weitersein>1undP={xeR" | ||x||€I}.Seif:P — R mit

fx) = g(|x|]) firallexeP.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist und bestimmen Sie J¢(x) fiir alle x € P.

Ubung 4
Seig:R — Rdie Funktion mit
2 .
t” sin(1/t), alls t© # 0,
g = am,  f
0, falls t = 0.

Wir definieren nun f : B> — R durch
f(x,y) = g(x) + g(y) fiiralle (x,y) e R%.

Untersuchen Sie f auf Stetigkeit, totale Differenzierbarkeit und stetige
Differenzierbarkeit.

Ulmng 5
Wir definieren f : R> — R durch

g2 [ XYESDE A il ) # 0,
S 0, falls (x,y) = 0.

Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist und bestimmen Sie die
zweifachen partiellen Ableitungen d; d, f und 9, 9, f.
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f(x, y) mit f wie in der vorangehenden Ubung

Ubung 6
Seif: P — R partiell differenzierbar, und es gebe ein s mit

[0;f(p)| < s firallepe Pund 1 <j<n.
Zeigen Sie, dass f stetig ist.

Ubung 7
Seif:]0,[%x]0,2n[ — R definiert durch
f(r,p) = re'® firaller>0und@eR.

(a) Zeigen Sie, dass J¢(r, @) fiir alle (r, ¢) invertierbar ist und bestimmen
Sie J¢(r, )"

(b) Bestimmen Sie die Umkehrfunktion g von f und berechnen Sie die
Jacobi-Matrizen J,(x, y) durch partielles Differenzieren. Wie hingen
die Ergebnisse miteinander zusammen?
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3.5 Die Differentialoperatoren

Ubung 1
Seif:R"-{0} — R definiert durch

fx) = 1 fiir alle x € R" mitx # 0.

Il
Berechnen Sie gradf.

Ubung 2
Sei f : R*> — R definiert durch

fx,y) = xzy/(x4+y2), falls (x,y) # 0,
R 0, fulls (x,y) = 0.

Untersuchen Sie die Funktion f fiir alle Punkte (x, y) der Ebene auf
Stetigkeit und Existenz der Richtungsableitung in Richtung w fiir alle
w e R? mit |w]| =1.

Ubung 3
Zeigen Sie die Linearitit der Differentialoperatoren grad, div, rot und A.

Ubung 4
Zeigen Sie die Produktregeln fiir grad, div, rot und A.

Ubung 5
Seif:P — R, P c R?, zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie:

rotgrad f = 0.
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Ubung 6
Seif:P — R’, P c R’, zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie:
divrotf = 0, d.h. (V,Vxf) = 0.
Ubung 7
Seif:P — R’, P c R?, zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie:
Vx(Vxt) = V(V,f) - Af,
wobei Af = (Afl, Afz, Af3)
Ubung 8
Sei I £ ]0, e[ ein offenes Intervall, und sei g: I — R zweimal stetig

differenzierbar. Weiter sein>1und P={xe R" | | x| € I}. Wir definieren
f:P — R durch

fx) = g(|x]|) firallexeP.

Zeigen Sie, dass fiir alle x € R" mit x # 0 gilt:

” _1 ’
Af) = g(lx]) + ‘ﬁx—”gnxn-

3.6 Taylor-Entwicklung und lokale Extremwerte

Ubung 1
Seif:P — R, P cR", dreimal stetig differenzierbar. Bestimmen Sie das
Taylor-Polynom Tf, f dritter Ordnung fiir einen Entwicklungspunkt p.
Welche partiellen Ableitungen tauchen fir den Fall n = 2 im Vergleich zum
Taylor-Polynom TIZ3 t zweiter Ordnung zusitzlich auf?

Ubung 2
Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiter Ordnung im Entwicklungs-
punkt 0 fiir die Funktion f: R* — R mit

f(x,y) = sin(x) cos(y) fiirallex,y € R.
Ubung 3

Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritter Ordnung im Entwicklungs-
punkt 0 fiir die Funktion f: R* — R mit

fx,y) = & +2x -x) sin(y) fiir allex,y € R.
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Ubung 4
Wir definieren f, g, h R> — R durch:
fix,y) = ¥, gx,y) = X+ v, hx,y) = x* +y' firallexye R.
Zeigen Sie:
(© grad(®(0) = grad(@)(0) = grad(h)0) = 0.
(d) H¢(0), Hy(0), Hy,(0) sind positiv semidefinit.

(e) 0 ist eine nicht strikte lokale Minimalstelle von f, keine lokale
Extremalstelle von g und eine strikte lokale Minimalstelle von h.

Ubung 5
Seig:P — R,Pc R’ undsei N = niv,(c) fiir ein ¢ € R. Weiter sei p € P
mit grad(g)(p) # 0. Zeigen Sie, dass es eine Umgebung U von p, und eine
Umgebung V von p; gibt, sodass fiir G=N N (U x V) gilt:

(a) Istdyg(p) #0, soist G der Graph einer Funktion auf U.

(b) Istd,g(p)#0,s0ist G = {(y, %) | (x,y) € G} der Graph einer
Funktion auf V.

(0) Istd,g(p), dyg(p) # 0, so ist G der Graph einer Bijektion von U nach V.

Ubung 6
Seien g : P — R stetig differenzierbar, N = niv,(c) fiir ein cund p € P.
Sei x € R" derart, dass eine differenzierbare Kurve h: [0, e] — N existiert

mit h(0) = p und h’(0) = x. Zeigen Sie, dass x € T,N.

Ubung 7

Seien a,b, ¢, r > 0 und sei
N = {(x,y,2) e R* | ¥/a? + y*/b% + 22/cF = 1P,
Zeigen Sie, dass N eine Niveaumenge einer stetig differenzierbaren

Funktion g : P — R, P ¢ R? ist, und bestimmen Sie T ,NfirpeP.

Ubung 8
Bestimmen Sie die lokalen Maximal- und Minimalstellen der Funktion
f:R?* — Rmitf(x, y) = xy auf der Menge

N ={(xy) ]| /4 + y2/2 =1}.
Ubung 9

Zeigen Sie durch ein Beispiel, dass die Multiplikatorregel im Allgemeinen
kein hinreichendes Kriterium fiir eine lokale Extremalstelle darstellt.
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Ubung 10
Wir betrachten das nach oben gedffnete Einheits-Paraboloid Py, also den
Graphen der Funktion h; : R> — R mit

hi(x,y) = X +y" = {(x,v), E(x,y)), mitder Einheitsmatrix E € R**?.

Wir strecken nun P, in x-Richtung um den Faktor V2 und in y-Richtung
um den Faktor 1/V2, sodass wir ein elliptisches Paraboloid P, erhalten.
Anschlieflend drehen wir P, um n/4 gegen den Uhrzeigersinn, sodass ein
weiteres elliptisches Paraboloid P; entsteht.

Geben Sie Matrizen A, B € R**? an, sodass gilt
(a) P, istder Graphvonh, : R* — R mit hy(x,y) = {(x,y), A, y)),
(b) Pyistder Graphvon h; : R* — R mit hy(x,y) = ((x,y), B(x, y)).
Ubung 11

Seif: R* — R definiert durch f(x, y) = xy. Weiter sei h; : R> — R wie in
der vorangehenden Aufgabe. Wir betrachten nun die Niveaumenge

N = niv, (1) = {xy) e R | hy(x,y) =1},

(a) Skizzieren Sie N und einige Hohenlinien von f.

(b) Ermitteln Sie anhand Ihrer Skizze Kandidaten fiir lokale Extremal-
stellen von f | N. Begriinden Sie Thre Wahl.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe dass Multiplikator-Ansatzes von Lagrange, dass
sich alle lokalen Extremalstellen von f | N unter Thren Kandidaten

aus (b) befinden.
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4. Fourier-Reihen

Ubung 1
Seif: R — R eine integrierbare Funktion, und sei p eine Periode von f.
Zeigen Sie, dass fiir alle a,b € R gilt:

b

fa+p fx)dx = fb P f(x) dx.

a

Ubung 2
Zeigen, dass fur alle k,n gilt:

21 21
@) fo cos(0x) cos(0x) dx = 2m, fo sin(0x) sin(0x) dx = 0,

2n
f sin(kx) sin(nx) dx = 9§, -,
0

fallsn # 0 oder k#0,

2n
(b) fo cos(kx) cos(nx) dx

2n
(0 fo cos(kx) sin(nx) dx

[
e

Ubung 3
Seif: R — R ein trigonometrisches Polynom. Zeigen Sie, dass FS(f) = {.

Ulmng 4
Seif: R — R eine 2n-periodische integrierbare Funktion, und sei
FS(f) = % + Yoy a cos(kx) + by sin(kx)
die Fourier-Reihe von f. Zeigen Sie:
(a) Istf gerade (d.h. f(- x) = f(x) fiir alle x), so ist by = 0 fur alle k> 1.
(b) Ist fungerade (d.h. f(- x) = - f(x) fur alle x), so ist a; = 0 fiir alle k > 0.

Ubung S
Seif: R — C 2n-periodisch und integrierbar auf [0, 2n]. Zeigen Sie:

FS(f) = FSRe(f)) + i FSIm(f)).
Ubung 6

Sei f=Y ,cren € mitc, € C fiir alle -n < k < n. Bestimmen Sie die
Fourier-Reihe FS(f) von f.
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Ubung 7
Seien f,g: R — C 2n-periodisch und integrierbar auf [0, 27], und seien

FS(f) = Yicz €™, FS(g) = Tyezdie™.
Bestimmen Sie die Fourier-Reihen von

(@) cf+dg firc,deC, (b)f, (¢) ¢™f(x) firae Z.

Ubung 8
Zeigen Sie, dass fiir alle n und alle x € R gilt:
1 ( sin(nx/2) )2

1
2 D - L
n 2 kzn DO n sin(x/2)

Ubung 9
Beweisen Sie das Lemma von Riemann fiir Regelfunktionen, indem Sie den
zweiten Teil des Beweises abindern und eine Regelfunktion gleichmifig
durch Treppenfunktionen approximieren.

Ubung 10
Zeigen Sie, dass es eine Regelfunktion auf [ - w, ] gibt, sodass {/(0-) und
£’(0+) nicht existieren.

Ubung 11
Zeigen Sie, dass die beiden Definition der komplexwertigen Ableitung
f’(p) fir f: P — C, P c R dquivalent sind.

Ubung 12
Seih: R — Rmith(x) = sin(x)/x fiir x # 0 und h(0) = 1. Zeigen Sie, dass

f:h(x) de = 2 und f: h(sx) dx = T

(n+1/2)n
[Hinweis: Betrachten Sie lim,, h(x) dx und den Konvergenzsatz. |
—m+1/2)n
Ubung 13
Seiae [0,m],undseif : R — C die 2n-periodische Funktion mit
fx) = 1 fiiralle xe [-a, a],
0 fiiralle xe [-m, —a[ U ]a, ®].

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe FS(f) von f in reeller und komplexer
Darstellung.
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Ubung 14
SeiV={f:R — C| fist2n-periodisch und integrierbar auf [0, 2x] }.
Zeigen Sie, dass fiir alle f,g,h € V, und alle a € C gilt:
(2.) <f+ 2, h> = <f7 h> + <g’ h>’ <f, g+ h> = <f7 g> + <f7 h>7
(b) <(Xf7 g) = a<fa g>a <f7 (X'g> = O('<f, g>a
(© (£ g) = (g )
(d) (f,f)e R und (f, f) > 0,
(e) istfstetigund f #0, soist(f, f) > 0.

Ubung 15
Zeigen Sie, dass fiir alle f, g € Vund alle o € C gilt:

@ [afl = ol £l
) [f+gl> < [l + gl

(c) Istfstetigund |||, =0, soist f = 0.

Ubung 16
Zeigen Sie, dass fiir alle f € V gilt:

(5 f02”|f<x>|dx)2 < 5 f02“|f<x>|2dx.

Ubung 17
Zeigen Sie, dass es eine Folge (f,),n in V gibt mit den Eigenschaften:

2n
lim,, f,x)| dx = 0.
(@) lim fo 1£,9)]
2n
b) li fx)|*dx = 1.
) Tim, [ 16,091

Ubung 18
Sei (), e eine Folge in V. Weiter sei r > 0. Es gelte:

(@) |[f,x)| <r firallexe RundneN,
2n

b) lim, [ £ = 0.
0

2n
Zeigen Sie, dass lim, f |f,x)]% dx = 0.
0
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szmg 19
Skizzieren Sie Funktionen f, € V, n € N mit den Eigenschaften:
(a) lim, f, = 0 (in 2-Seminorm),

(b) (f,(X))nen divergiert fiir alle x € R.

Ubung 20
Sei (f,)ne n eine Folge in V mit lim,, f, = 0 in 2-Seminorm, d.h., es gelte

2n
lim, f I£,0|2 dx = 0.
0
21
Zeigen Sie, dass lim,, f 1£,(x)| dx = 0.
0

Ubung 21
Zeigen Sie, dass im Approximationssatz ,stetig und stiickweise stetig differen-
zierbar“ durch ,,glatt“ (unendlich oft differenzierbar) ersetzt werden kann.

Ubung 22
Seif: R — R die 2n-periodische Funktion mit

2
f(x) = @ fur allex € [0, 2w].

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.

(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f in reeller und komplexer
Darstellung.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Vollstindigkeitsrelation, dass
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5. Gewohnliche Differentialgleichungen

Ubung 1
Rechnen Sie die Losungen f(x) = ae* + be™™ und g(x) = c cosh(x) + d sinh(x)
von y” =y ineinander um.

Ubung 2
Die Differentialgleichung

”

y’ =-cy, ¢>0

hat genau die Losungen

f,,(x) = acos(wx) + bsin(wx), w= Ve, abeR.
Zeigen Sie, dass sich diese Losungen in der Form
Zax® = dcos(wx +xp), w=Vec, d20, xeR

darstellen lassen. Wie berechnen sich d,x; aus a,b? Wie a,b aus d, x,?
Welche anschauliche Bedeutung haben d und x,?

Ubung 3
Geben Sie eine auf R definierte allgemeine Losung (mit vier freien
Parametern) fiir die Differentialgleichung y = y an.

Ubung 4
Sein > 1. Konstruieren Sie mit Hilfe von Potenzreihen eine auf R
definierte all§emeine Losung (mit n freien Parametern) der Differential-

gleichung y® =y,

Ubung 5
Sei w = V/3/2. Weiter seien a, b, c € R und f, g:R — R definiert durch
fx) = ae’ + be ™ cos(wx) + ce ¥ sin(wx),
gx) = ae™ + be? cos(wx) + ce”’ sin(wx).

Welchen Ruhm diirfen diese Funktionen in der Theorie der Differential-
gleichungen fiir sich beanspruchen?

Ubung 6
Bestimmen Sie die Losungen f: R — R der folgenden Differentialunglei-
chung mit Anfangswert:

y <2y, y20, y0)=0.
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Ubung 7
Wir betrachten das Anfangswertproblem
3
, X + 2Xxy - X
= ———, x>1, y2) = -2
x -1

(d) Plotten oder skizzieren Sie das Richtungsfeld der Differentialglei-
chung im Rechteck ] 1, 5] x [-2, 2] (wahlweise mit Geradenstiicken
oder Vektoren).

(e) Losen Sie das AWP, sodass alle Schritte der Losung erkennbar
werden.

(f) Zeichnen Sie Ihre Losung in das Richtungsfeld ein.

Ubung 8
Losen Sie die Anfangswertprobleme
@ y = xy, y(0) =0, b) y = xy y0) =1,
Ubung 9
Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
@ y = xy+x y(0) = 0,
(b) y = xy+ x, y(0) = 0,

© v = xy+x*Y  y0) =0, wobeine N belicbig.
d) v = xy+x®Y y0)eR, wobein e N belicbig.

Ubung 10
Lésen Sie das Anfangswertproblem

’

y = xy + Xz, y(0) = 0,
mit Hilfe der Fehlerfunktion F: R — R

F( —fx‘tzdfiill R
x)-oe t firallexe R.

Ubung 11
Seien xg, yo € R. Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mit

y(Xo) = ¥o:

@y =Xy b) y = &+1y,

© vy = cosx)y, @ v arctan(x) y.



590 Ubungen

Ubung 12
Seien x, yo € R. Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mit
y(Xo) = yo:

@y =y+1, B Yy =y+x (0 y'=y+x2.

Ubung 13
Seien xg, yy € R beliebig. Das Anfangswertproblem

’

y =¥+ X, y(X0) = Yo,

hat die Losung £ : R — R mit

f(x) = (120 + 120xy + 60x§ + 20x; + 5x§ + x§ + yo) €~ -
(120 + 120x + 60x* + 20X’ + 5x" + x).

Finden Sie durch Verallgemeinerung der Form von f die Lésungen von
@ y =y+x, y(x0) = yo, wobein > 1 beliebig,
(b) v = ay + bx", y(x¢) = yy, wobeia,be Rundn >1 beliebig.

Ubung 14
Lésen Sie das Anfangswertproblem

’

Y = xy, yo) = yo
Ubung 15
Losen Sie das Anfangswertproblem

v = xVy, y&x) = o

Ubung 16
Lésen Sie das Anfangswertproblem

y = x"sin(y), y(0) = n/2, wobein =1 beliebig.

Ubung 17
Losen Sie das Anfangswertproblem

’

y = log(x)(y+a), y(l) =0, wobeiae R beliebig.
Ubung 18
Lésen Sie das Anfangswertproblem

’ X+y

y = ¢ 5 Y(Xo)=Y0~
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6. Mehrdimensionale Integration

Ubung 1
Seif:[0,1]° — Rmit

fx,y) = x + y firallex,ye [0, 1]
Berechnen Sie fiir alle n > 1 die Riemann-Summe Zp f fiir die Partition
p = (to Sj» Xk,j)k,j <n ,wobei

te = k/n, s = j/n, xj = (4,5 firalle0<k,j<n.

Ubung 2
SeiP=[a,b]x[c,d],und seif: P — Rstetig. Zeigen Sie, dass

fcd fabf(x, y)dxdy = fab fcd f(x, y) dy dx.

Betrachten Sie hierzu die Funktion g : [a,b] — R mit

d .t
g0 = [ [ fxy)dsdy firallete[a,b]
C a

und ihre Ableitung (vgl. ,Parameterabhingige Integrale“ in 3.4).

Ubung 3
Seien r, h > 0. Berechnen Sie das Volumen des Rotationsparaboloids
3 X \2 v \?2
Poh = 1 &y,2eR |Z€[0,h], =)+ (E) <2 b
r r

Ubung 4
Seien a, b > 0. Berechnen Sie die Fliche der Ellipse

= [ | (3] (1) <1

mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips.

Ubung 5
Stellen Sie einen Volltorus T mit den Radien R > r > 0 als Mengen-
Differenz zweier Rotationskorper T und T, dar, die durch Funktionen
f, und f, auf der z-Achse definiert sind. Berechnen Sie die Volumina von
T, und T, und mit ihrer Hilfe das Volumen von T.
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Ubung 6
Seir > 0. Betrachten Sie
den Kreisbogen K im
Diagramm rechts und
berechnen Sie das
Volumen, das entsteht,
wenn K um die z-Achse
rotiert wird.

M=(,r1)

Ubung 7 K
In Verallgemeinerung der
vorherigen Aufgabe seien
nun

m >0, re[m,V2m].

Berechnen Sie wieder das
bei Rotation des Kreisbogens K um die z-Achse entstehende Volumen, vgl.
das folgende Diagramm.

M = (m, m)

Ubung 8
Seien R, h>0, a = h/R?, und sei A die durch die Funktion f: Ky — R mit

Kr = {(X,Y)ERZ |X2 +Y2 < RZ }a
fix,y) = a(x’ +y’) firalle (x,y) € Kg

dargestellte Oberfliche des Rotationsparaboloids mit Radius R und Héhe h.
Berechnen Sie den Oberflicheninhalt von A.
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Ubung 9
Sei ¢ > 0. Reelle Zahlen u, v heifien elliptischen Koordinaten eines Punktes
(x, y) € R? (bzgl. der Konstanten c), falls

x = ccosh(u) cos(v),

y = csinh(u) sin(v).

(1) Bestimmen und skizzieren Sie die Koordinatenlinien dieses Koordina-
tensystems, also die Linien, auf denen u bzw. v konstant sind. Welche
Halbachsen haben die dabei auftauchenden Ellipsen?

(2) Geben Sie die Transformationsformel fiir Integrale in elliptischen
Koordinaten an. Geben Sie hierzu die Transformation ® genau an und
berechnen Sie die Determinante von Jo(x, y).

(3) Seien nun a,b > 0. Modifizieren Sie die elliptischen Koordinaten
derart, dass die Ellipse mit x-y-Halbachsen a und b die Koordinatenli-
nie ,u = 1“ des Koordinatensystems ist.

Ubung 10

Berechnen Sie den Oberflicheninhalt des Graphen der Funktion
£:[0,1]> — Rmit

fx,y) = X+ y firalle (x,y) € [0, 1]%
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1. Beziige zur Schulmathematik

Wie in der ,,Analysis 1“ betrachten wir exemplarisch den Bayerischen Lehrplan
fiir das achtjihrige Gymnasium, um die direkten Schulbeziige der in diesem
Buch behandelten Themen kenntlich zu machen. Neben dem Lehrplan fiir Ma-
thematik (mit ,M“ gekennzeichnet) ziehen wir auch den Lehrplan fiir Physik
(mit ,,P“ gekennzeichnet) hinzu. Die Anordnung der Themen entspricht wieder
ungefihr den Jahrgangsstufen.

Elementare geometrische Figuren und ihre Inhalte

Ein von der fiinften bis zur zwolften Klasse wiederkehrendes Thema ist die
Bestimmung von Inhalten. Betrachtet werden (1) Flicheninhalte und Umfinge
von elementargeometrischen Figuren im R?, (2) Volumina und Oberflichenin-
halte von solchen Figuren im R’ und schlieilich (3) signierte Inhalte von durch
Funktionsgraphen definierten Mengen im R?. Den Ausgangspunkt bilden in der
fiinften Klasse Rechtecke und Quader:

,Uber das Zeichnen, Auslegen und Ausschneiden geometrischer Figuren lernen
die Schiiler den Begriff Flicheninhalt kennen. Sie verstehen, dass zur Flichenmes-
sung Einheiten notig sind, und erkennen, wie sich diese aus den Lingeneinheiten
ergeben. Ausgehend vom Flicheninhalt des Rechtecks ermitteln sie auch Flichen-
inhalte anderer Figuren und Oberflicheninhalte von Kérpern...“ (M 5.4.2)

Betrachtet werden zunichst nur Figuren, die sich in Rechtecke zerlegen oder
zu solchen erginzen lassen, sowie Quader fiir Oberflichen. In der sechsten
Klasse kommen dann neue Figuren hinzu:

»Ausgehend von dem Prinzip des Zerlegens und Erginzens von Flichen [aus der
fiinften Klasse ] erarbeiten die Schiiler die Flichenformel fiir Dreieck, Parallelo-
gramm und Trapez... Die Schiiler erkennen die Inhaltsgleichheit unterschiedli-
cher Dreiecke, die in einer Seite und der zugehérigen Hohe tibereinstimmen. Die
Berechnung der Oberflicheninhalte von Kérpern erfordert den Wechsel zwi-
schen zwei- und dreidimensionaler Betrachtungsweise und fordert dadurch das
rdumliche Vorstellungsvermogen.“ (M 6.3.1)

Zum ersten Mal werden dann auch Volumina betrachtet:

»Die Schiiler lernen Volumeneinheiten sowie die Formel fiir den Rauminhalt des
Quaders kennen und wenden dieses Wissen in unterschiedlichen Zusammenhiin-
genan.“ (M 6.3.2)
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Kreise und Kegel

In der achten Klasse wird der Kreis untersucht:

»[Die Schiiler lernen] die charakteristischen Eigenschaften direkt und indirekt
proportionaler Gréfien in mathematischer Fachsprache zu beschreiben. Dabei
finden sie experimentell den Zusammenhang zwischen Kreisumfang und Durch-
messer ... und gewinnen so erste Niherungswerte fiir die Kreiszahl ©.“ (M 8.1.1)

»Als spezielles Beispiel fiir einen nichtlinearen Zusammenhang beschiftigen sie
sich ausgehend von anschaulichen Uberlegungen mit der Abhingigkeit des Kreis-
inhalts vom Radius.“ (M 8.1.2)

Riumliche Figuren, die iiber den Quader hinausgehen, werden in der neunten
Klasse betrachtet:

sEigenschaften der ... Koérper Prisma, Zylinder, Pyramide und Kegel werden ge-
nauer untersucht. Bei Uberlegungen an Schrigbildern [ perspektivische Zeichnun-
gen] und Netzen [ eben ausgebreitete Oberflichen, die durch Aufschneiden und
Auffalten bzw. Abwickeln entstehen] entwickeln die Schiiler ihr riumliches Vor-
stellungsverméogen weiter, beim Bestimmen von Oberflicheninhalten und Volu-
mina festigen sie ihre Kenntnisse tiber Flichen- bzw. Raummessung...“ (M 9.6)

Kraft, Masse und Beschleunigung

In der Physik der neunten Klasse wird das zweite Newtonsche Gesetz und da-
mit aus hoherer Sicht eine Differentialgleichung eingefiihrt:

yAnkniipfend an Grundbegriffe aus der Jahrgangsstufe 7 lernen die Schiiler, durch
Deutung von Bewegungsdiagrammen den zeitlichen Verlauf von Bewegungen zu
analysieren. Bei der Behandlung von Bewegungen mit konstanter Geschwindig-
keit bzw. mit konstanter Beschleunigung wird deutlich, dass sich idealisierte Vor-
ginge durch mathematische Funktionen beschreiben lassen und dass so genauere
Vorhersagen moglich werden. An weiterfithrenden Beispielen zum Zusammen-
hang zwischen Kraft, Masse und Beschleunigung gewinnen die Jugendlichen ein
tieferes Verstindnis des Kraftbegriffs.“ (P 9.3)

Die Kugel

In der zehnten Jahrgangsstufe wird erneut m (einschliefilich der Frage der
Quadratur des Kreises) betrachtet und dann auch die Kugel untersucht:

»--- Niherungsverfahren zur Bestimmung der Kreiszahl it [lassen die Notwendig-
keit erkennen] Grenzprozesse durchzufiihren. Am Beispiel der Kugel wird veran-
schaulicht, dass dhnliche Grenzprozesse auch bei riumlichen Betrachtungen an-
gewendet werden kénnen... [Die Schiiler] ermitteln Formeln fiir Volumen und
Oberflicheninhalt der Kugel und fiihren bei typischen anwendungsbezogenen
Fragestellungen, z. B. aus der Natur oder Architektur, Berechnungen an Kérpern
durch.“ (M 10.1 und M 10.1.2)
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Die Keplerschen Gesetze

Im Physikunterricht der zehnten Klasse wird das Planetensystem und die Ge-
schichte seiner Modellierung behandelt:

»Die Schiiler gewinnen einen Einblick in wesentliche Entwicklungsstationen der
Vorstellungen vom Aufbau unseres Planetensystems. Sie lernen auch historische
Ansitze kennen, die sich spiter als korrekturbediirftig erwiesen haben, und solche,
die sich zwar zunichst nicht durchsetzen konnten, die aber unserer heutigen Vor-
stellung weitgehend entsprechen...“ (P 10.1)

Bei der vorgesehenen ,,Mitteilung der Keplerschen Gesetze und Anwendung
auf die Bewegungen von Himmelskorpern® taucht ein mathematischer Flichen-
inhalt in einem physikalischen Gesetz auf. (Ellipsen werden im Mathematik-
Lehrplan dagegen nicht explizit genannt.)

Bewegungsgleichungen

Die genauere Untersuchung der Newtonschen Mechanik bildet einen
Schwerpunkt des Physikunterrichts der zehnten Jahrgangsstufe:

»Die Grundlagen der Mechanik Newtons haben sich die Schiiler bereits in den
vorherigen Jahrgangsstufen erarbeitet ... Sie erkennen nun den grofien Fort-
schritt der kausal erklirenden Theorie Newtons gegeniiber dem Vorgehen durch
Galilei und Kepler, die fiir bestimmte Bewegungsabliufe zwar exakte Beschrei-
bungen, aber keine verbindende Theorie angeben konnten.

Die Jugendlichen lernen, wie sie eine Vielfalt von Bewegungen theoretisch und ex-
perimentell untersuchen kénnen. Hierzu werden die Einfliisse auf einen Korper
analysiert und die auf ihn wirkende Gesamtkraft sowie die Anfangsbedingungen
formuliert. Sie erkennen, dass die aus der Gesamtkraft und dem 2. Newton’schen
Gesetz sich ergebende Bewegungsgleichung gelost werden muss, um Vorhersagen
fiir die Bewegung zu erméglichen. Die Schiiler haben in der Jahrgangsstufe 9 fiir
den Sonderfall der konstanten Kraft eine analytische Losungsmethode kennenge-
lernt. Nun werden sie mit einer einfachen numerischen Methode vertraut ge-
macht... In erster Linie bestimmen sie die wirkenden Krifte, interpretieren aus
physikalischer Sichtkritisch die sich z. B. aus Simulationen ergebenden Ergebnisse
und vergleichen diese mit entsprechenden experimentellen Daten...“ (P 10.2)

Die Methoden der Differentialrechnung werden erst im Mathematik-Unter-
richt der elften Klasse eingefiihrt und stehen deswegen noch nicht zur Verfii-
gung. (Im Physik-Lehrplan fir die elfte und zwolfte Klasse wird die Differential-
rechnung jedoch auch nicht explizit erwihnt.) Die numerische Methode ist ein
,Verfahren der kleinen Schritte“, die sich, wie es in einem Kommentar zum
Lehrplan heifit, auf viele ,,Probleme anwenden lisst, die in der Physik durch ge-
wohnliche Differentialgleichungen beschrieben werden.“ Behandelt wird damit
insbesondere die harmonische Schwingung. Auch aus mathematischer Sicht ist
die Untersuchung einer Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
von Bedeutung.
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Das kanonische Skalarprodukt

In der elften Klasse lernen die Schiiler das kanonische Skalarprodukt im R’
kennen und nutzen es zur Analyse von geometrischen Figuren:

»Die Schiiler festigen ihre geometrischen Kenntnisse in anspruchsvolleren raumli-
chen Betrachtungen. In geeignet gewihlten dreidimensionalen kartesischen Koor-
dinatensystemen stellen sie Punkte sowie Koérper dar und arbeiten mit Vektoren im
Anschauungsraum... Fragen der Lingen- und Winkelmessung fithren die Schiiler
zum Skalarproduktvon Vektoren und dessen Anwendungen... Der praktische Nut-
zen von Skalar- und Vektorprodukt wird ihnen auch bei der Ermittlung von Fli-
cheninhalten und Volumina geeigneter geometrischer Objekte deutlich.“ (M 11.2)

Die Integralrechnung und der Hauptsatz

Nachdem in der elften Klasse die Differentialrechnung im Mittelpunkt stand,
wird in der zwolften Klasse die Integralrechnung eingefiihrt:

»Auf der Grundlage ihrer Kenntnisse tiber Grenzwerte aus Jahrgangsstufe 11 ge-
winnen die Schiiler mit der Integration ein tragfihiges Verfahren zur Messung von
Flicheninhalten...“ (M 12.1)

Wie im ersten Band bereits erwihnt wird in diesem Zusammenhang auch der
Kriimmungsbegriff entdeckt.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bildet traditionell ei-
nen Hohepunkt des mathematischen Lehrplans:

»Die Schiiler haben in Jahrgangsstufe 11 die Ableitung einer Funktion als Mog-
lichkeit zur Erfassung der lokalen Anderungsrate kennengelernt; sie machen sich
nun bewusst, dass sich die zugehorige Gesamtinderung als Flicheninhalt unter
dem Graph, der die lokale Anderungsrate beschreibt, deuten lisst. Thre Uberle-
gungen fiihren die Jugendlichen auf das bestimmte Integral und dessen Interpre-
tation als Flichenbilanz.

Die Schiiler lernen, Integrale zu berechnen und in Sachzusammenhingen anzu-
wenden. Dazu begriinden sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung mithilfe anschaulicher Uberlegungen und stellen die Verbindung mit der
aus Jahrgangsstufe 11 bekannten Stammfunktion her. Sie erkennen, dass Diffe-
renzieren und Integrieren Umkehroperationen sind.“ (M 12.1.1)

Stetigkeitsvoraussetzungen werden im Rahmen der anschaulichen Begriin-
dung des Hauptsatzes nur am Rand thematisiert. Bei der Berechnung von Inte-
gralen wird die partielle Integration und die Substitutionsregel im Gegensatz
zum ilteren G9-Lehrplan nicht mehr explizit genannt.



2. Literatur

Das folgende Literaturverzeichnis versteht sich als Erweiterung des Verzeichnis-
ses des ersten Bandes. Viele der dort aufgefithrten Werke wiren hier erneut zu
nennen. Denn zum einem gibt es inhaltliche Uberschneidungen bei der Integra-
tion und den metrischen Riumen, die nicht selten bereits in einer ,,Analysis 1“
behandelt werden. Und zum anderen kénnen erweitertes Wissen und gestei-
gerte Neugierde dazu fithren, dass anspruchsvollere Darstellungen wie etwa die
»Analysis“ von Konig oder Rudin und historische "Texte wie die ,,3000 Jahre Ana-
lysis“ von Sonar oder die ,,Analysis in historischer Entwicklung® von Hairer/
Wanner nun zu einer passenden Lektiire geworden sind.

Neben der eindimensionalen Differentiation und Integration wird der Leser
Grundbegriffe der Topologie, die mehrdimensionale Differentiation und zumin-
dest in ihren Anfangsgriinden auch die Fourier-Reihen in allen umfassenderen
Lehrbtichern der Analysis vorfinden. Viele Darstellungen weisen zudem lingere
Abschnitte iber gewohnliche Differentialgleichungen auf, so etwa die Biicher
von Forster, Hildebrandt und Kénigsberger. Einfilhrende Werke, die sich spezi-
ell mit gewthnlichen Differentialgleichungen befassen, sind die Biicher von Aul-
bach und Walter. Die tiber R hinausgehende Integrationstheorie ist ein weites
Feld, das viele verschiedene Herangehensweisen zulisst. Das mehrdimensionale
Riemann- bzw. Lebesgue-Integral und die Integralsitze von Gaufi und Stokes
werden zum Beispiel in Amann/Escher, Forster, Hildebrandt, Kénigsberger und
Walter diskutiert. Manche Darstellungen, wie etwa die ,,H6here Analysis“ von
Werner und die dritten Binde der Analysis-Darstellungen von Amann/Escher
und Forster (ab der sechsten Auflage) beinhalten auch eine Einfithrung in die all-
gemeine Maf}- und Integrationstheorie.

Wir werfen noch kurz einen Blick auf die Funktionentheorie und die Funktio-
nalanalysis, die in diesem Buch nicht beriicksichtigt werden. Die Funktionen-
theorie wird zum Beispiel in der ,,Analysis 2“ von Hildebrandtund der ,H6heren
Analysis“ von Werner relativ ausfiithrlich behandelt. Die diesem Gebiet gewid-
meten Darstellungen von Freitag/Busam und Remmert/Schumacher wurden im
ersten Band bereits genannt. Die Funktionalanalysis wird in den beiden Biichern
von Werner einfithrend bzw. in grofier Breite vorgestellt.

Genannt sei auch noch das Buch von Kerner/von Wahl, das fiir Leser mit Phy-
sik als zweitem Fach eine geeignete Erginzung sein kann.
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endliche Durchschnittseigenschaft, 528 Harmonische Funktion, 321
endliche Teiliiberdeckung, 210, 221 harmonisches Mittel, 99
Entwicklungspunkt, 331 Hiufungspunkt, 132, 192
e-O-stetig, 182 Hauptminor, 342
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e-Umgebung, 191 Hauptsatz I1, 77, 80
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Leibniz-Notation, 24
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Lemma von Riemann, 371
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lokal integrierbar, 71
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Matrixnorm, 174
Maximumsmetrik, 165f
Maximumsnorm, 174, 562
Metrik, 164
metrische Vollstindigkeit, 178
metrischer Raum, 164
metrischer Teilraum, 165
metrisierbar, 204
Metrisierbarkeitssatz von Urysohn, 204
Minimalperiode, 357
Mittelwert, 31
Mittelwertsatz der Integralrechnung, 32
mittige Stiitzstellen, 20
Modul, 497
Monotonie des Integrals, 25, 456
Multinomialkoeffizient, 330
Multiplikatoransatz, 346
Multiplikatorregel, 345, 349

Nabla—Operators, 317
nahe bei, 157
Nebenbedingung, 344
negativ (semi-)definit, 340
Negativteil, 63

Neilsche Parabel, 575
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Newtonsche Punktnotation, 408
nirgends dicht, 145, 193
Niveaumenge, 275
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normierter Vektorraum, 167
Normiertheit, 25, 456

n-ter Ordnung, 407
Nullbedingung, 164, 167
Nullmenge, 68
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Optimalitit, 390

Orbit, 185

orientierungstreu, 247
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Orthogonalitit, 360, 367
orthonormal, 389
Oszillation, 39

Parabelbogen, 261

parabolischer Zylinder, 334
Parallelogrammgleichung, 173
Parameter (Kurve), 246

Parameter (elliptische Integrale), 497
Parametertransformation, 247
Parseval-Gleichung, 391
Partialbruchzerlegung, 491, 493
partiell differenzierbar, 297, 299
partielle Ableitung, 297

partielle Differentialgleichung, 407
partielle Integration, 83

Partition, 19, 455
Peano-Jordan-Inhalt, 43
Peano-Kurve, 252

perfeke, 136

Periode, 357

periodisch, 357

Picard-Lindelof, 423f
Polarisationsformel, 62, 172
Polarkoordinaten, 472, 478
Polygonzug-Approximation, 258
polynomieller Approximationssatz, 337
positiv (semi-) definit, 340
Positivitit, 545

Positivteil, 63

Potential, Potentialfeld, 318
Potentialgleichung, 321
Produktregel (Ableitung), 287

Produktregeln (Differentdaloperatoren), 324

Projektion, 245, 281
Pseudometrik, 177
Punktmengenableitung, 134

Punktnotation (zeitliche Ableitung), 408

Q uadrik, 334
Quelle, 320

quellfrei, 320
Quotientenregel, 287

Rand, 137, 192
Randpunkt, 137

rationale Stiitzstellen, 64
Rayleigh-Quotient, 352
rechtsseitige Stiitzstellen, 20
Regelfunktion, 59
Regelintegral, 60

regulir, 250
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rektifizierbar, 258
Rektifizierbarkeitsbedingung, 258
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relativ zu, 152
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Richtungsableitung, 314
Richtungsfeld, 410
Riemann-Integral, 22, 456
Riemann-integrierbar, 22, 219, 456
Riemann-Summe, 21, 456
Ring, 45

Rotation, 322
Rotationsfliche, 468f
Rotationsparaboloid, 486
Riickwirtsintegral, 22

S dgezahnfunktion, 382
Sattelfliche, 486

Satz von Bolzano-Weierstrafy, 213
Satz von Heine, 218, 234

Satz von Heine-Borel, 214, 224
Satz von Lennart Carleson, 377
Satz von Parseval, 395

Satz von Peano, 329

Satz von Taylor, 95, 330, 337
Schachtelungsprinzip, 192, 222
Schmiegequadrik, 334

schnell fallend, 399
Schnittwinkel, 251
Schwartz-Funktion, 399
Schwartz-Raum, 399
Schwingungsdauer des Pendels, 447
Sektorformel von Leibniz, 529
Semimetrik, 177

Seminorm, 177

Senke, 320

separabel, 199

Serviettenring, 541
Sierpinski-Dreieck, 240
singulir, 250

Sinus Amplitudinis, 503
Skalarprodukt, 385

Skalierung, 167
Skalierungsregel, 89
Spaltensummennorm, 174, 562
Spaltenvektoren, 280
Spektralnorm, 174, 286
Spirale, 263

Sprungfunktion, 380

Spur einer Kurve, 246
Stammfunktion, 71, 318
Stammfunktion des Sekans, 93
Startpunkt einer Kurve, 246
sternformig, 326

stetig, 182, 205

stetig differenzierbar, 303
stetig erreichbar, 198

stetig partiell differenzierbar, 297
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Stetigkeitsmenge, 159

Strecke, 289

Streckung, 130

strenge Monotonie des Integrals, 147
stiickweise stetig, 53

stiickweise (stetig) differenzierbar, 270, 374
Stiitzstellen, 19, 455

stiitzstellenfreie Partition, 37
Substitutionsregel, 86

Summenmetrik, 165f
Supremumsmetrik, 165

Symmetrie, 126, 164, 177

System von Differentialgleichungen, 427

Ta_ngentialebene, 283
Tangentialraum, 348
Tangentialvektor, 250
Tautochrone, 450
Taylor-Polynom, 331
Teufelstreppe, 143
Thomae-Funktion, 159
Topologie, 201

topologisch dquivalent, 194
topologischer Raum, 201
Torus, 541

total beschrinkt, 229

totale Ableitung, 286

totale Differenzierbarkeit, 281
Transformationsformel, 481
Translation, 130
Translationsregel, 88
Trennungseigenschaft, 206
Treppenfunktion, 49
trigonometrische Reihe, 358
trigonometrisches Polynom, 358

Ueberdeckung, 209

Uberschwinger, 380

Umfang einer Ellipse, 264

Umgebung, 129, 152, 191
umgebungsstetig, 182
umparametrisierte, 247

Umrechnung von Polarkoordinaten, 479
unbestimmtes Integral, 75
uneigentliches (Riemann-) Integral, 103
Ungleichung von Cauchy-Schwarz, 365, 386
uniforme Metrik, 165

Unterintegral, 38

Untersumme, 37

Satz und Abbildungen: Oliver Deiser

4. Index 609

Vandermondsche Determinante, 434

Variation, 55, 266

Variation der Konstanten, 413

Variationsfunktion, 55

Vektorfeld, 279, 317

Vektoriteration, 353

Verband, 45

Verfeinerung, 39, 548

Vertauschungssatz (Limes und Integration),
65, 67

Vertauschungssatz (parameterabhiingige
Integrale), 306

Vertauschungssatz (Limes und Ableitung), 97

Vertauschungssatz von Schwarz (mehrfache
partielle Ableitung), 304

Vervollstindigung, 181

vollstindig, 178

Vollstindigkeitsrelation, 391

Volumen, 457

Volumen einer Kugel, 461

von a bis b, 24

Wallis—Produkt, 85

Weg, 247

Wegintegral, 274
wegzusammenhingend, 197
Wegzusammenhangskomponente, 198
Windungsfeld, 327

Winkel, 251

Wirbelfeld, 322

wirbelfreier Punkt, 322
Wronski-Determinante, 432
Wiirfelverdopplung (Delisches Problem), 111

Z.ackenfunktion, 378
Zeilensummennorm, 174, 562
Zerlegungspunkte, 19, 455
Zielpunkt einer Kurve, 246
Zissoide des Diokles, 110
Zufallsvariable, 516

zugeordnete Treppenfunktion, 50f
zusammenhingend, 196
Zusammenhangskomponente, 129, 197
2-Seminorm, 386

zwischen zwei Punkten liegend, 337
Zwischenwertsatz, 156

Zykloide, 261

Zykloidenpendel, 445

Zylinder, 541

Zylinderkoordinaten, 480
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