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Yorwort

Unser Informationszeitalter mit der zunehmenden Digitalisierung von Informatio-
nen und deren Verarbeitung und Verbreitung verlangen effektive und effiziente Kon-
zepte, Methoden, Techniken und Verfahren fiir die Speicherung, Ubertragung und
Analyse von Daten. Effektivitit bedeutet, dass Algorithmen zur Verfiigung stehen,
mit denen diese Verfahren implementiert werden konnen. Effizienz bedeutet, dass die
Ausfiithrungszeit der Algorithmen moglichst optimal ist und fiir die Speicherung und
Ubertragung der Daten moglichst wenig Platz bendtigt wird.

Dieses Lehrbuch gibt eine Einfiihrung in die theoretischen Grundlagen der Al-
gorithmischen Informationstheorie, in der die oben genannten Aspekte Algorithmen,
Laufzeit-Komplexitdt und Informationskomplexitdt eine wesentliche Rolle spielen.

Zumeist werden Kernthemen zu Grundlagen der Theoretischen Informatik und
zur Berechenbarkeits- und Komplexititstheorie sowie weiterfiihrende Veranstaltungen
zur Algorithmischen Informationstheorie in den Curricula und in der Literatur getrennt
betrachtet. All diese Aspekte sind jedoch eng miteinander verkniipft, und dass man sie
hiufig getrennt betrachtet, ist lediglich der Tradition geschuldet. Wir sehen es jedoch
als sinnvoll an, den inhaltlichen Zusammenhang auch vereinheitlicht im textuellen
Zusammenhang darzustellen.

Dazu ist zwar fiir einfiihrende Veranstaltungen ein unter Umstédnden etwas hohe-
rer Anspruch an die formal prédzise mathematische Darstellung notwendig — umge-
kehrt ermoglicht gerade das in Verbindung mit den Konzepten der algorithmischen
Informationstheorie ein der Zeit angepasstes Verstindnis der theoretischen Konzepte.

Insofern richten wir uns insbesondere an Studierende in mathematisch-theoretisch
ausgerichteten Studiengdngen; sie werden durch das Buch auf das weitere Studium
und Titigkeiten in Forschung und Entwicklung vorbereitet.

Wir integrieren bisher getrennt behandelte, aber zusammengehdrende Inhalte in
konsistenten Darstellungen, wobei wir die Konzepte aus den verschiedenen Blick-
richtungen zur Vereinheitlichung, Vereinfachung und Verdeutlichung wechselseitig
nutzen. Wir mochten zum Ausdruck bringen, dass Informatik die Wissenschaft von
der algorithmischen Informationsverarbeitung ist, die auf theoretischen Konzepten
fiir Algorithmen und deren Komplexitit sowie auf theoretischen Konzepten fiir die
Beschreibung der Komplexitit von Informationsdarstellungen beruhen.

Das Buch richtet sich an Studierende in Mathematik- und Informatik-Studien-
gdngen. Es ist als Begleitlektiire zu entsprechenden Lehrveranstaltungen an Hoch-
schulen aller Art und insbesondere zum Selbststudium geeignet. Jedes Kapitel be-



vi Vorwort

ginnt mit einer seinen Inhalt motivierenden Einleitung. Zusammenfassungen am En-
de von Kapiteln bieten Gelegenheit, den Stoff zu reflektieren. Die meisten Beweise
sind vergleichsweise ausfiihrlich und mit Querverweisen versehen, aus denen Zusam-
menhinge hervorgehen. Eingestreut sind Beispiele und Aufgaben, deren Bearbeitung
zur Festigung des Wissens und zum Einiiben der dargestellten Methoden und Ver-
fahren dient. Zu fast allen Aufgaben sind am Ende des Buches oder im Text Mu-
sterlosungen aufgefiihrt. Die Aufgaben und Losungen sind als integraler Bestandteil
des Buches konzipiert.

Das Schreiben und Publizieren eines solchen Buches ist nicht moglich ohne die Hilfe
und Unterstiitzung vieler Personen, von denen wir an dieser Stelle allerdings nur eini-
ge nennen konnen: Als erstes mochten wir die Autoren der Publikationen erwihnen,
die im Literaturverzeichnis aufgefiihrt sind. Alle dort aufgefiihrten Werke haben wir
fiir den einen oder anderen Aspekt verwendet. Wir konnen sie allesamt fiir weitere
erginzende Studien empfehlen. Zu Dank verpflichtet sind wir Linda Koine, Oliver
Lanzerath und Dominic Witt fiir ihre Hinweise, die an vielen Stellen zu einer prizi-
seren und lesbareren Darstellung gefiihrt haben. Trotz dieser Unterstiitzung wird das
Buch Fehler und Unzuldnglichkeiten enthalten. Diese verantworten wir allein — fiir
Hinweise zu ihrer Beseitigung sind wir dankbar.

Die Publikation eines Buches ist auch nicht moglich ohne einen Verlag, der es he-
rausgibt. Wir danken dem Springer-Verlag fiir die Bereitschaft zur Publikation und
insbesondere Frau Ruhmann und Frau Groth fiir ihre Ermunterung zur und ihre Un-
terstiitzung bei der Publikation des Buches.

Bedburg und Sankt Augustin, im Mirz 2020

K.-U. Witt und M. E. Miiller



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Einfiihrung und Ubersicht

1.1
1.2

1.3
1.4

Informationskomplexitdt . . . . . ... ... ... 0oL L.
Beispiele fiir die Komprimierung von Bitfolgen . . . . . ... .. ..
1.2.1  Grundlegende Definitionen fiir Bitfolgen . . ... ... ...
1.2.2 Beispiele . . .. ... ... ...
Inhaltsiibersicht . . . . . . . .. .. ...
Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . .. ... . ..

2 Alphabete, Worter, Sprachen

2.1
2.2
23
24
2.5
2.6
2.7
2.8
29

Alphabete . . . . . . .. . .
Worter und Wortfunktionen . . . . . ... ... o o L.
Homomorphismen . . . .. ... ... ... ...... . ......
Formale Sprachen . . . . . . . . ... ... . L.
Prifixfreie Sprachen . . . . . . .. ... oL
Codierungen von Alphabeten und Wortern tiber Ngund B . . . . . .
Entscheidbarkeit von Sprachen und Mengen . . . . . . .. ... ...
Die Cantorsche k-Tupel-Funktion . . ... ... ...........
Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . ... ... ..

3 Berechenbarkeit

3.1
32
33
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

Turing-Berechenbarkeit . . . . . . ... ... ... ... ... ..
Varianten von Turingmaschinen . . . . . .. ... ... .......
Churchsche These . . . . . . . . ... ... ... .. ... .....
Entscheidbare, semi-entscheidbare und rekursiv-aufzihlbare Mengen .
Turing-Verifizierer . . . . . . .. ... ... ... L.
Aquivalenz von Turing-Akzeptoren und Verifizierern . . . . . . . . .
Nicht deterministische Turingmaschinen . . . . . .. ... ... ...
Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . ... ... ..

vii



viii Inhalt

4 Laufzeit-Komplexitiit 65
4.1 DieO-Notation . . . . . . . . . . .. 65
4.2 Die Komplexitatsklassen Pund NP . . . . . .. ... 00000 L 68
4.3 NP-Vollstandigkeit . . . . ... .. ... .. ... .......... 72
4.4 Einige Beispiele fiir NP-vollstindige Mengen . . . . ... ... ... 74
4.5 Bemerkungen zur P-NP-Frage . . . ... ... ............ 79
4.6 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . ... ... .. 81

5 Universelle Berechenbarkeit 83
5.1 Codierung von Turingmaschinen . . . . . . .. ... ... ... ... 84
5.2 Nummerierung von Turingmaschinen . . . . .. ... .. ... ... 85
5.3 Nummerierung der berechenbaren Funktionen . . . . . . . ... ... 88
5.4 Fundamentale Anforderungen an Programmiersprachen . . . . . . . . 90

54.1 Dasutm-Theorem . ... ... ... ............. 90
5.4.2 Dassmn-Theorem . .. ... ................. 91
5.4.3 Anwendungen von utm- und smn-Theorem . . .. ... ... 92
5.4.4 Der Aquivalenzsatz vonRogers . . . .. ... ........ 96
5.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . .. ... ... 98

6 Unentscheidbare Mengen 101
6.1 DasHalteproblem . . . . . .. ... ... ... ... . 102
6.2 DerSatzvonRice . . . .. ... ... L 107
6.3 Das Korrektheitsproblem . . . . . ... ... ... ... ... .. 109
6.4 Das Aquivalenzproblem. . . . . . . ... ... ... ......... 109
6.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . . ... .. .. 110

7 Kolmogorov-Komplexitit 113
7.1 Codierung von Bitfolgen-Sequenzen . . . . . . . ... ... ..... 113
7.2 Definitionen . . . . . . . ... 115
7.3 Eigenschaften . . . . ... .. ... ... L o L 118
7.4 (Nicht-) Komprimierbarkeit und Zufalligkeit . . . . . . . .. ... .. 128
7.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . ... ... .. 136

8 Anwendungen der Kolmogorov-Komplexitit 139
8.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems . . . . . ... . ... ... .. 139
8.2 Die Menge der Primzahlen ist unendlich . . . . ... ... ... ... 141
8.3 Reguldre Sprachen . . . . ... ... ... ... . 142
8.4 Unvollstindigkeit formaler Systeme . . . . . ... .. ... ..... 146
8.5 Die Kolmogorov-Komplexitit entscheidbarer Sprachen . . . . . . . . 148
8.6 Die Chaitin-Konstante . . . . . ... ... ... ........... 150
8.7 Praktische Anwendungen . . . . . . ... .. ... ... ... ... . 156

8.8 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise . . . ... ... .. 157



Inhalt

Losungen zu den Aufgaben
Anhang: Mathematische Grundbegriffe
Literatur

Index

iX

159

173

176

180



()

Check for
updates

Kapitel 1

Einfiihrung und Ubersicht

Endliche Bitfolgen, also Zeichenfolgen, die aus Nullen und Einsen bestehen, sind die
Datenstruktur zur logischen Représentation von Informationen in der Informations-
und Kommunikationstechnologie. Auf der Anwendungsebene kénnen sie — geeignet
decodiert — z. B. Texte, Grafiken, Bilder, Musik oder Videos darstellen; auf der techni-
schen Ebene wird ihre Speicherung und Ubertragung elektrotechnisch realisiert. Wir
werden fast ausschlieBlich die logische Ebene, d. h. Bitfolgen betrachten.

Die Dateniibertragung spielte schon vor Beginn des Computerzeitalters Ende der
fiinfziger und Anfang der sechziger Jahre des letzten Jahrhunderts eine wichtige Rolle
in der Telekommunikation, z. B. bei der Ubertragung von Sprache beim Telefonieren
sowie bei der Ubertragung von Radio- und Fernsehsignalen. Dabei wurden zu dieser
Zeit die Signale analog iibertragen, d. h., ein elektrisches Signal stellte keinen eindeu-
tigen Wert dar, sondern im Prinzip unendlich viele Werte aus einem Intervall.

Im Hinblick auf die Qualitéit und die Effizienz der Dateniibertragung standen u. a. die
folgenden zwei wichtigen Problemstellungen zur Losung an:

e Fehlertoleranz: Wie kann auf der Empfingerseite festgestellt werden, ob Sig-
nale bei der Ubertragung verfilscht wurden? In der Nachrichtentechnik werden
solche Phinomene als Rauschen bezeichnet. In der digitalen Dateniibertragung,
bei der jedes Signal eindeutig einem von zwei Werten, dargestellt durch O und 1,
zugeordnet werden kann, bedeutet Rauschen das Auftreten von Bitfehlern, d. h.
das Kippen von Bits: Eine gesendete Eins wird zur Null oder eine gesendete
Null wird zur Eins verfilscht. Auch das Zerstoren von Bits, z. B. durch Kratzer
auf einer DVD, stellt eine Fehlersituation dar.

o Effizienz: Wie viele Bits sind ausreichend, um eine Information zu iibertra-
gen oder zu speichern? Bei dieser Frage geht es um Methoden und Verfahren
zur Datenkompression: Wie weit kann eine Bitfolge ohne Informationsverlust
komprimiert werden?

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020
K.-U. Witt und M. E. Miiller, Algorithmische Informationstheorie,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-61694-9_1
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2 1.1 Informationskomplexitét

1.1 Informationskomplexitiat

Mit der Losung dieser beiden Problemstellungen befassen sich die Codierungstheo-
rie und die Informationstheorie, als deren Pioniere Richard Hamming1 und Claude
Shannon? gelten.

Mithilfe mathematischer Konzepte und Methoden aus der Linearen Algebra und
der Zahlentheorie konnen fehlertolerante Codierungsverfahren entwickelt werden. Sol-
che Verfahren erkennen Fehler und konnen diese moglicherweise sogar korrigieren,
d.h. auf der Empféngerseite kann erkannt werden, ob Bits verfidlscht wurden, bzw.
es kann sogar erkannt werden, welche Bits gekippt sind, die dann korrigiert werden
konnen. Notwendig dafiir ist, dass einer (zu sendenden) Bitfolge sogenannte redun-
dante Bits hinzugefiigt werden, die dann die Fehlertoleranz ermdglichen. Das bedeu-
tet, dass der eigentlich zu iibertragende Datenstrom ergénzt werden muss, um Fehler-
erkennung und -korrektur zu realisieren.

Eine zentrale Fragestellung der Informationstheorie ist, inwieweit ein Datenstrom
komprimiert werden kann, ohne dass die Information, die er codiert, verfalscht wird.
Im Gegensatz zur fehlertoleranten Codierung, bei der Redundanz von essentieller Be-
deutung ist, strebt die Informationstheorie also gerade das Gegenteil an, ndmlich die
Verkiirzung von Codierungen: Wie lang muss eine Bitfolge mindestens sein, um eine
Information zu iibertragen oder zu speichern?

Dazu benétigt man ein Maf}, mit dem der Informationsgehalt eines Datenstroms
gemessen werden kann. Ein solches Maf hat Claude Shannon mit der Entropie einer
Informationsquelle cingefiihrt. Eine Quelle ) von Datenstromen besteht aus Sym-
bolen der Menge Ag = {a1,a1,...,an}, die mit den unabhingigen Wahrschein-
lichkeiten p; auftreten (Quellen mit unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten fiir das Auf-
treten der Symbole werden gedéchtnislos genannt). Eine kompakte Darstellung einer
solchen Quelle ist die Folgende:

(a1 a9 ... an
@ <p1 p2 ... pN)
Dabeiist p; > 0und Zfil p; = 1. Je niedriger p; ist, um so hoher ist der Informations-
gehalt der Nachricht a;. Nachrichten, die mit hoher Wahrscheinlichkeit auftreten, tra-
gen wenig Information, denn ihr Auftreten ist nicht unerwartet; sie haben also kei-

nen besonderen Neuigkeitswert. Eine mathematische Modellierung dieser Annahmen
fiihrt zur Definition des Informationsgehalts

I(a;) = —logp; (1.1)

IRichard Hamming (1915-1998), amerikanischer Mathematiker und Ingenieur, entwickelte die Grund-
lagen fiir fehlertolerante Codes. Auflerdem leistete er u. a. Beitrige zur numerischen Analysis und zur L6-
sung von Differentialgleichungen, und er war an der Entwicklung der ersten IBM 650-Rechner beteiligt.

2Claude E. Shannon (1916-2001) war ein amerikanischer Mathematiker und Elektrotechniker, der 1948
mit seiner Arbeit A Mathematical Theory of Communication die Informationstheorie begriindete. Shannon
war vielseitig interessiert und begabt. So lieferte er unter anderem beachtete Beitrdge zur Booleschen Alge-
bra; er beschiftigte sich mit dem Bau von Schachcomputern und der Entwicklung von Schachprogrammen,
und er lieferte Beitrdge zur Losung wirtschaftswissenschaftlicher Probleme.
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des Nachrichtensymbols a;. Die Entropie von )

N
H(Q) =-) pilogp; (1.2)
=1

gibt ihren mittleren Informationsgehalt an.

Die Symbole von A miissen jetzt zur Speicherung auf Datentridgern oder zur
digitalen Ubertragung durch Bitfolgen codiert werden. Eine Bitfolge besteht aus Nul-
len und Einsen, kann also als Wort iiber dem Alphabet B = {0,1} betrachtet wer-
den. Wenn wir mit B* die Menge aller endlichen Bitfolgen bezeichnen, kann eine
Codierung von Ag durch eine Abbildung ¢ : Ag — B* beschrieben werden. Die-
se Abbildung sollte injektiv sein, damit eine eindeutige Decodierung der Codeworter
mdglich ist. Sei A7, die Menge aller endlichen Datenstrome, die iiber Ag gebildet
werden konnen. Wir erweitern ¢ zur Codierung von Datenstromen zur Abbildung
c* A*fQ — B*, definiert durch

c*(araz...a;) = c(ar)c(az) ... clag).

Damit auch die Decodierung von Datenstromen eindeutig ist, muss die Menge c¢(Aq)
der Codeworter prifixfrei sein, d.h. fiir alle Symbole a,a’ € Ag, a # a, muss
gelten, dass c(a) kein Priifix von ¢(a’) ist. Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass
die Prifixfreiheit fiir die eindeutige Decodierung von Datenstromen erforderlich ist.
Sei z.B. ¢(a) = 11 und ¢(a’) = 111, dann gilt

c*(aa') = c(a)c(a’) = 11111 = 11111 = ¢(a’)c(a).
Die Bitfolge 11111 kann also die Codierung von aa’ oder die Codierung von a’a sein.

Es stellt sich jetzt die Frage nach einer optimalen prifixfreien Codierung von Ag.
Optimal soll bedeuten, dass die mittlere Codewortlinge minimal ist. Sei |x| die Linge
der Bitfolge x € B*, dann ist £.(Q) = Zfil p; |¢(a;)| die mittlere Codewortlinge
der Codierung c von AQ, und

/(Q) = min {£.(Q) | ¢ ist prifixfreie Codierung von Ag}

ist die minimale mittlere Codewortlidnge zur préfixfreien Codierung von Ag. Es kann
gezeigt werden, dass

H(Q)<UQ) < H(Q)+1

gilt. Der Aufwand fiir eine optimale prifixfreie Codierung einer geddchtnislosen Quel-
le entspricht quasi deren Entropie. Ein Verfahren, mit dem zu jeder solchen Quelle ein
optimaler Code bestimmt werden kann, ist die Huffman—Codierung.3

Wesentlich fiir die Moglichkeiten zur Kompression von Datenstromen einer Quel-
le sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der Quellensymbole. Vollig un-
berticksichtigt bleibt dabei die Struktur der Codeworter. Tritt z. B. ein Codewort auf,

3David A. Huffman (1925-1999) war ein amerikanischer Informatiker, der 1953 in einer Seminararbeit
am Massachussetts Institute of Technology dieses Verfahren entwickelte.
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das aus 32 Einsen besteht, konnte man dieses wie folgt beschreiben: Die Linge 32
wird als Dualzahl 100000 codiert und dahinter die 1 geschrieben: 100000 1. Diese
Beschreibung der Bitfolge, die aus 32 Einsen besteht, benotigt nur sieben anstelle von
32 Bits, ist also deutlich kiirzer. Allerdings muss klar sein, wo der dual codierte Wie-
derholungsfaktor authort und die zu wiederholende Bitfolge beginnt.

Wir werden im folgenden Abschnitt beispielhaft Kompressionsmoglichkeiten fiir
Bitfolgen betrachten und im Kapitel 7 ein allgemeines Mal fiir die Kompression von
Bitfolgen kennenlernen.

1.2 Beispiele fiir die Komprimierung von Bitfolgen

In diesem Abschnitt betrachten wir zur Einstimmung in die Thematik beispielhaft ei-
nige Moglichkeiten zur Kompression von Bitfolgen. Dazu miissen wir zunichst ein
paar grundlegende Begriffe fiir Bitfolgen und Mengen von Bitfolgen kennenlernen.
Diese und weitere Begriffe werden wir im folgenden Kapitel noch einmal aufgreifen
und verallgemeinert betrachten.

1.2.1 Grundlegende Definitionen fiir Bitfolgen

Bitfolgen sind endliche Zeichenketten, die mit den Elementen O und 1 der Menge
B = {0,1} gebildet werden konnen. Das Symbol ¢ stellt die leere Zeichenkette dar,
sie hat die Lange 0. Mit B* bezeichnen wir die Menge aller endlichen Bitfolgen. Diese
lasst sich wie folgt mathematisch prézise definieren:

(1) € € B*: Die leere Bitfolge gehort zu B*

(ii) Fir x € B* sind auch 0, z1 € B*: Neue Bitfolgen werden konstruiert, indem
an vorhandene Nullen oder Einsen angehédngt werden.

Mit Bt = B* — {¢} bezeichnen wir die Menge, die alle Bitfolgen auBer der leeren
Folge enthilt.

Die Lénge einer Bitfolge ist die Anzahl der in ihr vorkommenden Nullen und Ein-
sen. Diese Linge konnen wir wie folgt mathematisch — geméd dem in (i) und (ii)
definierten rekursiven Aufbau von Bitfolgen — festlegen durch die Abbildung

| |:B* — Ny
definiert durch

le[ =0 (1.3)
|zb| = |x| + 1 fiir € B* und b € B ’

Damit lasst sich beispielsweise berechnen:
[101] =10/ +1=]1|+1+1=|e|+1+1+1=0+14+1+1=3

Der Betrag |z, gibt die Anzahl der Nullen in x an, entsprechend gibt ||, die Anzahl
der Einsen in z an.
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Ubung 1.1 Uberlegen Sie sich eine Definition fiir ||, und |z|,!

Eine mathematische Definition fiir diese Funktion ist:
|-]. : B* x B — Np,
definiert durch

|€|b = 07

1, c=b
x|, = { [lp + 1, e fir x € B* und b,c € B.

|z, , c#b

Damit lésst sich z. B. berechnen:

1101], = [10], + 1 =1, 4+ 1=|e|, + 1 +1=04+1+1=2

Ubung 1.2 Wie viele Bitfolgen der Liinge n € Ny gibt es?

(1.4)

Bei der Bildung einer Bitfolge b1b5 . . . b, haben wir fiir jedes Bit b;, 1 < i < n, zwei

Moglichkeiten, fiir n Bits also

2:-2....:2=2"
—_—
n-mal

Moglichkeiten.
Die Menge aller Bitfolgen der Léange n ist

B" ={z eB":|z| =n}.

Es gilt also z. B.

BY = {¢} sowie B® = {000,001,010,011,100,101,110,111}

Wegen (1.5) gilt
|B"| = 2™.
Die Menge
B=" = {z € B* : |z| < n}

enthilt alle Bitfolgen der Linge kleiner gleich n. Es ist also z. B.

B=® = {¢,0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010,011, 100,101, 110, 111} .

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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Ubung 1.3 Uberlegen Sie, dass folgende Beziehungen gelten.:

”:UBi:BOUBluBQU...UB”

{Bgn’ _ Z 21 _ 2n+1

B* = U B"=B°UB'UB2UB3U

n&ENp

In Kapitel 8.6 betrachten wir unendliche Bitfolgen. Die Menge aller unendlich langen
Bitfolgen bezeichnen wir mit B. Fir w € B“ und n € N ist dann w[1,n] das
Anfangsstiick der Linge n von w, und fiir ¢ € N ist w [¢] das i-te Bit in w.

1.2.2 Beispiele

Betrachten wir die Bitfolge
v =101101101101101101101101. (1.9)

so erkennen wir eine RegelméaBigkeit, namlich dass sich v aus acht 101-Gruppen zu-
sammensetzt. v 1dsst sich mit bekannten mathematischen Notationen kiirzer darstellen
— also ,.,komprimieren* — etwa durch

= [101]°. (1.10)
Betrachten wir als nichstes die Bitfolge
w = 110101110111001010101111. (1.11)

so erscheint diese ,.komplexer zu sein, da keine RegelméBigkeit zu erkennen ist und
man keine Komprimierung findet. Man konnte w als komplexer ansehen als v, da sich
der Informationsgehalt von v wesentlich kiirzer darstellen ldsst als ausgeschrieben wie
in (1.9). Wegen seiner regelméfigen Struktur erscheint das Wort v, bezogen auf seine
Linge, weniger Information zu tragen als das unregelmiflige Wort w, denn es ldsst
sich ohne Informationsverlust komprimieren.

Es stellt sich die Frage nach einem Komplexitétsbegriff fiir Informationen, der die Re-
gelmiBigkeit bzw. die Zufilligkeit von Bitfolgen besser erfasst. Wie schon angedeu-
tet, konnte die Komprimierbarkeit von Bitfolgen ein Kandidat fiir ein entsprechendes
Informationsmal} sein. Dazu miissen wir prizise, d.h. mit mathematischen Mitteln,
definieren, was wir unter einer Komprimierung einer Bitfolge verstehen wollen.
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Ubung 1.4  Uberlegen Sie sich eine mathematische Definition fiir die Komprimie-
rung von Bitfolgen!

Eine Komprimierung sollte Folgendes leisten:
(1) Komprimierungen von Bitfolgen sollen wieder Bitfolgen sein, und

(2) ein Kompressionsverfahren soll alle Bitfolgen komprimieren kénnen, d. h. eine
Komprimierung ordnet allen Bitfolgen eine Bitfolge zu.

(3) Des Weiteren soll die Komprimierung kiirzer sein als die urspriingliche Folge.

(4) Die Komprimierung soll verlustlos sein, d. h. aus der Komprimierung muss die
urspriingliche Folge rekonstruiert werden konnen.

Wir geben eine fiir die Betrachtungen in diesem Kapitel hinreichende Definition fiir
die Komprimierung von Bitfolgen an; im Kapitel 7 werden wir diese noch weiter
prézisieren.

Definition 1.1  Wir nennen eine totale Abbildung r : B* — B* eine Kompri-
mierung von B* Eine Komprimierung x heifst echte Komprimierung von B falls
|k(z)| < |x| fiir fast alle x € B* ist.

Eine Komprimierung ~ ordnet also jeder Bitfolge eine Bitfolge zu, weil x total sein
soll; damit sind die Anforderungen (1) und (2) erfiillt. Wir sind natiirlich an ech-
ten Komprimierungen interessiert. Diese konnen allerdings Anforderung (3) nicht
erfiillen. Auf diese Problematik werden wir im Kapitel 7 ndher eingehen.

Die Zeichenkette vy, siehe (1.10), ist keine Bitfolge, also gemifl Definition 1.1 keine
zulédssige Komprimierung von v. Mit dem Ziel, v echt zu komprimieren, stellen wir
als nichstes den Exponenten dual dar:

vy = [101] 1000

v ist nun eine Zeichenkette, die aus den Symbolen der Menge { 0,1, [, ]} besteht.
Es miissen jetzt also noch die eckigen Klammern dual codiert werden — natiirlich so,
dass daraus unsere urspriingliche Folge v zuriickgewonnen werden kann; die Kompri-
mierung soll ja verlustlos sein.

Ubung 1.5 Uberlegen Sie, wie wir die Elemente der Menge {0,1,[,]} so mit
Bitfolgen darstellen konnen, dass vo vollstindig als Bitfolge codiert werden kann!



8 1.2 Beispiele fiir die Komprimierung von Bitfolgen

Wir erreichen eine zuldssige Komprimierung etwa mithilfe der Abbildung
n:{0,1,[,]} — B
definiert durch
n(0) =00, 7(1) =11, n([) =10, n(]) = OL
Wir erweitern y zu n* : {0,1,[, ]} — (B?)* definiert durch

n(e) =¢,
n*(bw) = n(b)n*(w), fiir b€ {0,1,[,]} und w e {0,1,],]}".

Wir werden im Folgenden nicht zwischen 1 und n* unterscheiden und beide Funktio-
nen mit 7 bezeichnen.

Fiir unser Beispiel ergibt sich dann
vz = n(v2) = 10110011 01 11000000
als eine mogliche Komprimierung von v. Es gilt
lvg] = 18 < 24 = |v].

Mit unserer Methode haben wir also v echt und rekonstruierbar zu v komprimiert.

Ubung 1.6  Konstruieren Sie fiir die Bitfolge
x = 000000110101010101010101010101010101010101010101010

mit dem oben beispielhaft vorgestellten Verfahren eine echte, rekonstruierbare Kom-
primierung!

Die Bitfolge x ldsst sich zunéchst wie folgt darstellen:
21 = [0]° [1]" [10]*
Daraus ergibt sich mit der Dualdarstellung der Exponenten
x9 =[0]110[1] 1[10] 10110
und schlielich mit der Abbildung 7,
x3 = n(z2) =1000011111001011011110110001 1100111100
als eine mogliche echte, rekonstruierbare Komprimierung von x mit

|zg| = 38 < 51 = |z].
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Als weiteres Beispiel fiir Kompressionsmoglichkeiten betrachten wir den Fall,
dass der Wiederholungsfaktor eine Mehrfachpotenz ist. Sei etwa die Folge

r= 1010...10 (1.12)
—_—
4294 967 296-mal

mit der Potenzdarstellung
- [10]4294967296 (1.13)

gegeben. Dann kann man diese etwa durch

232
x12 = [10] (1.14)
kiirzer darstellen, oder noch kiirzer durch
22°
Tr13 = [10] . (1.15)

Diese Art der Darstellung kann man beliebig weiter treiben, um kurze Darstellungen
fiir

n

92" 92°

(101>, [o* , 1o , ...

zu erhalten. Wir nennen diese Art der Darstellungen iterierte Zweierpotenzen.

Ubung 1.7 a) Konstruieren Sie fiir die Bitfolge (1.13) mit dem oben beispielhaft
vorgestellten Verfahren eine echte, rekonstruierbare Komprimierung!

b) Uberlegen Sie sich fiir iterierte Zweierpotenzen eine Komprimierung!
¢) Komprimieren Sie mit diesem Verfahren die Bitfolgen (1.14) und (1.15)!

d) Vergleichen Sie die Ergebnisse von a) und c)!

Zum Abschluss dieser ersten Beispiele fiir die Komprimierung von Bitfolgen wollen
wir eine weitere Moglichkeit fiir deren Komprimierung ebenfalls beispielhaft betrach-
ten. Wir kénnen alle Elemente von BT als Dualdarstellungen natiirlicher Zahlen auf-
fassen. Firx = x,,_1...20 € B"*, n > 1, sei

der Wert von x dargestellt im Dezimalsystem.

Jede Zahl n € N, n > 2, kann faktorisiert werden, d.h. als Produkt von Primzahlpo-
tenzen dargestellt werden:

k
n=][r" (1.16)
j=1
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Dabeiistp; € P, 1 < j < k,undp; < pjy1,1 < j < k—1,sowie o; € N,
1 < 5 < k. Die Darstellung in dieser Art, d.h. mehrfach vorkommende Primfak-
toren zu Potenzen zusammengefasst und die Primzahlen der Gro3e nach aufgereiht,
ist eindeutig. Diese (Prim-) Faktorisierung kann man mit den Symbolen der Menge
{0,1,[, ]} wie folgt darstellen:

dual(py) [dual ()] dual(ps) [dual(as)] . . . dual(py) [dual(ag)] - (1.17)

Dabei ist dual(n) die Dualdarstellung von n € Ny, es gilt also wert(dual(n)) = n.
Mithilfe der Abbildung 7 ergibt sich daraus wieder eine Darstellung iiber B.

Betrachten wir als Beispiel die Zahl
n = 1428273264 576 872 238 279 737 182 200 000
mit der Dualdarstellung z = dual(n) =

10001100110101101010111110100011110001011000100011011010
1011111000011111111111000011000100010110010000011000000.

Die Faktorisierung von z ist
20.3%.5%. 7. 11°,
Thre Darstellung iiber { 0,1, , ] } ist
zp =10[110] 11[1001] 101 [101] 111 [1011].1011 [11].
Die Anwendung von 7 liefert die Darstellung
n(zp) =11001011110001 1111 1011000011 01110011 10110011 01
11111110110011110111001111101111 01.

Es ist
[n(zp)| =80 < 111 = |z|.

Man konnte im Ubrigen anstelle einer Primzahl selbst ihre Nummer innerhalb einer
aufsteigenden Auflistung der Primzahlen in der Darstellung einer Zahl verwenden,
d. h. anstelle von p; ihre Nummer . Also z. B. anstelle von p; = 2 verwenden wir 1
und anstelle von p5; = 11 verwenden wir 5. Damit ergébe sich fiir die obige Bitfolge
z anstelle von zp die Darstellung

zp = 1[110] 10 [1001] 11 [101] 100 [1011] 101 [11]
worauf die Anwendung von 7 die Darstellung

n(zp) =111011110001 110010 1100001101 111110110011 01
11000010110011110111001110111101
mit
In(zp)| = 74
ergibt.
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Ubung 1.8  Uberlegen Sie sich Optimierungen der beiden vorgestellten Methoden
oder weitere Methoden, die moglicherweise noch bessere Komprimierungen errei-
chen!

Bei allen Kompressionsmethoden, die wir uns bisher iiberlegt haben oder uns neu
ausdenken, stellen sich Fragen wie: Welche davon ist besser, welche ist die beste? Die
Methoden sind kaum vergleichbar. Die eine Methode komprimiert manche Zeichen-
ketten besser als die andere, und umgekehrt. Es stellt sich also die Frage nach einer
Komprimierungsmethode, die allgemeingiiltige Aussagen zuldsst und die zudem noch
in sinnvoller Weise die Komplexitit einer Zeichenkette beschreibt. Etwas allgemeiner
betrachtet geht es um ein

Komplexitdtsmapf fiir den Informationsgehalt von Zeichenfolgen.
Wegen ihrer wesentlichen Beitridge zu dieser Thematik spricht man auch von
Kolmogorov-, Solomonoff- oder Chaitin-Komplexitiit.*

Eine heute giingige Bezeichnung, die die genannten und weitere damit zusammenhén-
gende Aspekte umfasst, ist

Algorithmische Informationstheorie,

in die dieses Buch eine Einfiihrung gibt.

1.3 Inhaltsiibersicht

Fiir die Einfiihrung in die Algorithmische Informationstheorie benétigen wir Kenntnis-
se tiber formale Sprachen und Berechenbarkeit; deshalb betrachten wir vorher grund-
legende Konzepte, Methoden und Verfahren aus diesen beiden Themengebieten.

Im Kapitel 2 werden Alphabete, Worter und formale Sprachen sowie wichtige auf
ihnen operierende Funktionen und Verkniipfungen allgemein eingefiihrt. Des Weite-
ren werden Codierungen und Nummerierungen von Alphabeten und Wortern durch
Bitfolgen und natiirliche Zahlen vorgestellt. Mithilfe solcher Codierungen und Num-
merierungen konnen wir bei spiteren Betrachtungen eine im Einzelfall geeignete Re-
présentation von Daten wihlen; die Betrachtungen treffen dann auch auf andere Re-
présentationen zu.

4A. N. Kolmogorov (1903-1987) war ein russischer Mathematiker, der als einer der bedeutendsten
Mathematiker des 20. Jahrhunderts gilt. Er lieferte wesentliche Beitrége zu vielen Gebieten der Mathematik
und auch zur Physik. Einer seiner grundlegenden Beitrige ist die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeits-
theorie.

R. Solomonoff (1926-2009) war ein amerikanischer Mathematiker, der schon zu Beginn der sechziger
Jahre des vorigen Jahrhunderts Grundideen zur Algorithmischen Informationstheorie verdffentlichte (also
vor Kolmogorov, dem aber diese Arbeiten nicht bekannt waren).

G. Chaitin (* 1947) ist ein amerikanischer Mathematiker, der sich mit Fragen zur prinzipiellen Berechen-
barkeit beschiftigt. Im Kapitel 8 gehen wir ndher auf einige seiner Ansitze ein.
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Fiir die praktische Verwendung von formalen Sprachen muss entscheidbar sein,
ob ein Wort zu der Sprache gehort oder nicht. So muss es z. B. fiir eine Programmier-
sprache ein Programm geben (etwa als Bestandteil eines Compilers), das iiberpriift, ob
eine Zeichenkette den Syntaxregeln der Sprache geniigt. Denn nur syntaktisch korrek-
te Programme konnen in Maschinensprache iibersetzt und dann ausgefiihrt werden.

Im Kapitel 3 wird die Turingmaschine als eine mogliche mathematische Prézisierung
fiir die Begriffe Algorithmus und Programm vorgestellt. Damit liegt eine mathemati-
sche Definition fiir die Berechenbarkeit von Funktionen und fiir die Entscheidbarkeit
von Mengen vor. So konnen Aussagen iiber solche Funktionen und Mengen getrof-
fen und bewiesen werden. Des Weiteren wird die Aquivalenz der fiir die Theoretische
Informatik wichtigen Varianten von Turingmaschinen, nimlich deterministische und
nicht deterministische Turingmaschinen sowie Turing-Verifizierer, bewiesen.

Kapitel 4 behandelt die Laufzeitkomplexitit von Algorithmen. Die Komplexititsklas-
sen P (deterministisch in Polynomzeit entscheidbare Mengen) und NP (nicht determi-
nistisch in Polynomzeit entscheidbare Mengen) werden vorgestellt, und ihre Bedeu-
tung sowohl fiir die Theoretische Informatik als auch fiir praktische Anwendungen
wird erldutert.

Fiir Theorie und Praxis von wesentlicher Bedeutung ist auch, dass es realisierbare
universelle Berechenbarkeitskonzepte gibt. Das bedeutet, dass es innerhalb eines sol-
chen Konzepts ein Programm gibt, das alle anderen Programme ausfiihren kann. Sonst
miisste fiir jedes Programm eine eigene Maschine gebaut werden, die nur dieses Pro-
gramm ausfiihren kann. Im Kapitel 5 werden das Konzept und wesentliche Eigen-
schaften der universellen Turingmaschine betrachtet. Die universelle Turingmaschine
ist eine theoretische Grundlage fiir die Existenz von universellen Rechnern, die jedes
Programm ausfiihren kénnen.

Durch Codierung und Nummerierung von Turingmaschinen gelangt man zu einer
abstrakten universellen Programmiersprache. Es wird gezeigt, dass diese alle wesentli-
che Anforderungen erfiillt, die man an eine solche Sprache stellen kann. Des Weiteren
werden weitere wichtige Eigenschaften dieser Sprache bewiesen. Diese Eigenschaften
gelten fiir alle universellen Sprachen.

Im Kapitel 6 werden die Grenzen der algorithmischen Berechenbarkeit aufgezeigt.
Diese sind nicht nur von theoretischer Bedeutung, sondern auch von praktischer. So
wird gezeigt, dass es keinen Programmbeweiser geben kann, der im Allgemeinen ent-
scheiden kann, ob ein Programm seine Spezifikation erfiillt, d. h. , korrekt* ist. Solche
Beweiser wiren fiir die Softwareentwicklung von immenser Bedeutung.

Wihrend im Kapitel 4 die Komplexitit von Berechnungen behandelt wird, wird im
Kapitel 7 die Beschreibungskomplexitit von Datenstromen betrachtet. Ein Maf} dafiir
ist die Kolmogorov-Komplexitit. Diese wird vorgestellt, und ihre wesentlichen Ei-
genschaften werden untersucht. Der Begriff der Kolmogorov-Komplexitit ermoglicht,
grundsitzliche Aussagen iiber Komprimierungsmoglichkeiten von Daten zu treffen.
Damit kommen wir in diesem Kapitel auf die grundsitzliche Frage nach einem allge-
meingiiltigen Komplexitdtsmal fiir den Informationsgehalt von Zeichenfolgen zuriick,
die wir am Ende des vorigen Abschnitts gestellt haben.
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Im Kapitel 8§ werden Anwendungen der Kolmogorov-Komplexitit in der Theoreti-
schen Informatik vorgestellt. Des Weiteren wird die Chaitin-Konstante erlédutert. Die-
se wird auch ,,Chaitins Zufallszahl der Weisheit genannt, da in ihr die Antworten zu
allen mathematischen Entscheidungsfragen versteckt sind.

Am Ende des Kapitels wird noch kurz auf Anwendungsmoglichkeiten der Kolmo-
gorov-Komplexitit bei der Datenanalyse eingegangen.

1.4 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

In diesem Kapitel haben wir zunichst einen Einblick in grundlegende Konzepte der
Shannonschen Informationstheorie gegeben, insbesondere im Hinblick auf Grenzen
fiir die Komprimierung von Informationen. Die Grundlage dafiir ist die Wahrschein-
lichkeit, mit der die Symbole, aus denen die Nachrichten, welche die Trager der In-
formationen sind, gebildet werden.

AnschlieBend haben wir beispielhaft gesehen, dass, wenn von solchen Wahrschein-
lichkeiten abgesehen wird, Bitfolgen stirker komprimiert werden konnen. Dabei spielt
die Struktur der Bitfolgen eine entscheidende Rolle. Allerdings ist das Vorgehen zur
Beschreibung der Folgen nicht systematisch; es soll das Problembewusstsein dafiir
wecken, dass ein ,universelles Maf3*“ zur Beschreibung der Informationskomplexitit
von Bitfolgen vonndten ist. Ein solches Mal} wird in den Kapiteln 7 und 8 eingefiihrt,
analysiert und angewendet.

Einfiihrungen in die Codierungs- und Informationstheorie sowie in Konzepte, Me-
thoden und Verfahren zur Datenkompression findet man in [D06],[MS08], [Sa05],
[Schu03] und [SM10]
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Kapitel 2

Alphabete, Worter, Sprachen

Im vorigen Kapitel haben wir nur Bitfolgen, d. h. nur Zeichenketten, die mit den Sym-
bolen 0 und 1 gebildet werden, betrachtet. Diese beiden Symbole kénnen als Buch-
staben des Alphabets B = {0, 1} angesehen werden. Im Allgemeinen sind die Triger
von Informationen nicht Bitfolgen, sondern Worter iiber jeweils geeigneten endlichen
Alphabeten. Das gilt fiir natiirliche Sprachen wie z.B. fiir die deutsche Sprache als
auch fiir formale Sprachen wie z. B. Programmiersprachen. Die Worter der deutschen
Sprache werden mit den bekannten 26 Klein- und Grof3buchstaben, d. h. iiber dem Al-
phabet {a,b,c,...,z, A, B,C, ..., Z}, gebildet. In der Schriftsprache kommen dann
noch weitere Symbole hinzu, unter anderem der Punkt, das Komma und weitere Sym-
bole zur Zeichensetzung sowie verschiedene Formen von Klammern. Programme von
Programmiersprachen werden ebenfalls iiber einem vorgegebenen Alphabet gebildet.
Dazu gehéren Symbole aus dem ASCII-Zeichensatz' sowie Schliisselworter wie z. B.
read, writeund while.

Worter einer Sprache werden — und das gilt sowohl fiir natiirliche als auch fiir for-
male Sprachen — nach bestimmten Regeln iiber dem jeweils zugrunde liegenden Al-
phabet gebildet. So ist Rechner ein Wort der deutschen Sprache, Urx hingegen nicht,
und i++ ist eine zuldssige Anweisung in der Programmiersprache C++, die Zeichen-
kette 1:=+-/ aber nicht.

Folgen von Wortern bilden in natiirlichen Sprachen Satze. Wir wollen weder in
natiirlichen noch in formalen Sprachen zwischen Wortern und Sitzen unterschei-
den, da wir einen Satz, der aus aneinandergereihten durch Zwischenrdume getrennten
Wortern besteht, als ein Wort betrachten wollen. Der Zwischenraum, auch Blank ge-
nannt, muss dann natiirlich ein Symbol aus dem zugrunde liegenden Alphabet sein,
sonst konnte es kein Buchstabe in einem solchen Wort sein.

Eine Sprache ist eine Menge von Wortern. Fiir natiirliche Sprachen und Program-
miersprachen sollte festgelegt sein, welche Worter iiber dem zugrunde liegenden Al-
phabet zu einer Sprache gehoren. Fiir Programmiersprachen sollte es Programme —
etwa als Bestandteil von Compilern — geben, die entscheiden, ob ein Wort zur Spra-
che gehort oder nicht. Um diese Problematik — in spiteren Kapiteln — grundlegend zu

VASCII ist die Abkiirzung fiir American Standard Code for Information Interchange.
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untersuchen, werden wir am Ende dieses Kapitels Sprachklassen zur Behandlung von
sogenannten Entscheidbarkeitsfragen einfiihren.

2.1 Alphabete

Das Alphabet einer Sprache ist die Menge der atomaren Grundsymbole, aus denen die
Worter der Sprache gebildet werden. Die Alphabete der deutschen Sprache bzw. der
Programmiersprache C++ haben wir oben in der Einleitung erwihnt. Wir betrachten
nur endliche Alphabete.

Im Allgemeinen bezeichnen wir ein Alphabet mit dem griechischen Buchstaben
3. Falls wir kein konkretes, sondern allgemein ein Alphabet betrachten, dann benen-
nen wir dessen Buchstaben in der Regel mit Buchstaben vom Anfang des deutschen
Alphabets, also etwa mit a, b, ¢, d, . . ., wie z. B. im Alphabet

¥ ={a,b,c}

Wenn die Anzahl der Buchstaben nicht genau bestimmt ist, benutzen wir diese Be-
zeichner indiziert, wie z. B. im folgenden Alphabet:

Y ={ay,a9,...,an}t,n>0

Der Fall n = 0 bedeutet, dass ¥ leer ist: ¥ = ().

Das Alphabet ¥ = {0,1} zur Bildung von Bitfolgen kennen wir aus dem vorigen
Kapitel. Wir haben es dort mit B bezeichnet und werden das auch weiterhin tun.?

Durch die Reihenfolge der Aufzdhlung der Buchstaben in ¥ soll eine (lexikogra-
fische oder alphabetische) Ordnung festgelegt sein: a; < a;41,1 < i < n — 1.
Wenn wir z.B. B = {0, 1} schreiben, bedeutet das also, dass 0 < 1 gilt. Wenn wir
mochten, dass 1 < 0 gilt, miissen wir B = {1, 0} schreiben.

2.2 Worter und Wortfunktionen

Die endlich langen Zeichenfolgen, die iiber einem Alphabet 3 gebildet werden konnen,
heillen Worter iiber >. Worter entstehen, indem Symbole oder bereits erzeugte Worter
aneinandergereiht (miteinander verkettet, konkateniert) werden. Die Menge X* aller
Worter, die iiber dem Alphabet 3 gebildet werden kann, ist wie folgt definiert (vgl.
Definition von B* im Abschnitt 1.2.1):

’Die Bezeichnung dieses Alphabets mit B steht fiir die booleschen Werte 0 und 1. Der britische
Mathematiker und Logiker George Boole (1815-1864) gilt als Begriinder der mathematischen Logik. Durch
Formalisierung des mathematischen Denkens (An investigation of the laws of thought ist eine beriihmte
Schrift von Boole zu diesem Thema) begriindete er eine Algebra der Logik, d. h. eine Logik, mit der man
,rechnen” kann. Dazu hat er die Zahlen O und 1 zur Reprisentation der Wahrheitswerte falsch bzw. wahr
verwendet und fiir deren Verkniipfung Rechenregeln aufgestellt. AuBerdem entwickelte Boole Ideen zur
Konstruktion von Rechnern, die Konzepte enthalten, wie sie etwa hundert Jahre spiter zum Bau der ersten
realen universellen Rechner verwendet wurden.
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(1) Jeder Buchstabe a € X ist auch ein Wort iiber X; es gilt also a € X* fiir alle
a € .

(2) Werden bereits konstruierte Worter hintereinandergeschrieben, entstehen neue
Worter, d. h. sind v, w € ¥*, dann ist auch ihre Verkettung (Konkatenation)
vw ein Wort iiber X; es gilt also vw € ¥* fiir alle v, w € ¥*.

(3) &, das leere Wort, ist ein Wort iiber (jedem Alphabet) 3, d.h. es gilt immer
€ € X*. e ist ein definiertes Wort ohne ,,Ausdehnung”. Es hat die Eigenschaft:
cew = we = w fiir alle w € X*.

Wegen der Bedingung (3) ist das leere Wort in jedem Fall ein Element von X% auch
dann, wenn X leer ist.

Beispiel 2.1  Sei ¥ = {a, b}, dann ist

¥* ={e,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, . . .}

Mit T bezeichnen wir die Menge aller Worter iiber Y ohne das leere Wort, d. h.
¥t =3%*— {e}.

Folgerung 2.1  Ist ein Alphabet 3. nicht leer; dann besitzen ¥* und X unendlich
viele Worter; ist dagegen Y. = (), dann ist ©* = {e} und ¥ = ().

Bemerkung 2.1  Im algebraischen Sinne bildet die Rechenstruktur (X7, o) fiir ein
Alphabet X mit der (Konkatenations-) Operation

o0: X" x X" — X* definiert durchv o w = vw

eine Halbgruppe, denn die Konkantenation ist eine assoziative Operation: Fiir
alle Worter u,v,w € ¥* gilt uo (vow) = (uowv)ow. Wegen der in der obigen
Definition festgelegten Eigenschaft (3) bildet die Struktur (X% ¢) ein Monoid. Die
Konkatenation von Wortern ist iiber Alphabeten mit mehr als einem Buchstaben nicht
kommutativ.

Ist
wW=0v0...0,
N—_——
n-mal

dann schreiben wir abkiirzend w = v™. Wir nennen v"™ die n-te Potenz von v. Es ist

vY = ¢. In Beispiel 2.1 konnen wir ©* also auch wie folgt schreiben:

¥ = {8, a,b,a?, ab,ba,b? a®, a®b, aba, ab?, ba?, bab, b*a, b, . . }
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Ubung 2.1  Geben Sie eine rekursive Definition fiir Wortpotenzen an!

Allgemein notieren wir Worter in der Regel mit Buchstaben vom Ende des deutschen
Alphabets: u, v, w, z, y, z. Wenn wir im Folgenden ein Wort w buchstabenweise
notieren, w = wi ...wy, k > 0, sind die w; Buchstaben, also w; € >,1 <7 < k;
k = 0 bedeutet, dass w das leere Wort ist: w = e. Anstelle von w = wq ... wg
schreiben wir auch .

i=1

Sei w € ¥* ein Wort mit k£ > 0 Buchstaben, dann meinen wir mit w[] fir 1 <14 < k
den i-ten Buchstaben von w; fiir 1 < ¢, j < kistw[¢, j] das Teilwort von w, das beim
i-ten Buchstaben beginnt und beim j-ten Buchstaben endet:

i P < g
wu,j]{ =uls], i<
g, 1>

Offensichtlich gilt w[i] = w[i,7].

Sei w € ¥* ein Wort der Linge & > 0. Dann heiBt jedes Teilwort w[1,4] mit
0 < i < kein Prifix von w. Entsprechend heifit jedes Teilwort w[ ¢, j | mit1<i,j < k
ein Infix und jedes Teilwort w[i, k] mit 1 < ¢ < k + 1 ein Suffix von w. Ist w = zy
mit z,y € ¥*, dann heiBlen das Prifix  und das Suffix y einander zugehéorig in w.
Das leere Wort ist Pri-, Suf- und Infix von jedem Wort w € ¥*, denn es gilt w = cw,
w = we bzw. w = xey fiir alle Préfixe = und ihre zugehorigen Suffixe y von w.

Man beachte, dass diese Definitionen Spezialfille zulassen. So ist wegen

W = WE = EWeE = EWw

ein Wort w sowohl Prifix als auch Infix als auch Suffix von sich selbst, oder fiir
w=xy mit x,y € X ist x sowohl Prifix als auch Infix, und ¥ ist sowohl Infix
als auch Suffix von w.
Falls x ein Priifix von w ist und = # w gilt, dann heifit = echter Prifix von w.
Entsprechende Definitionen gelten fiir die Begriffe echter Infix bzw. echter Suffix.
Die Menge

Pref(w) = {z | = ist Prifix von w} 2.1

ist die Menge der Priifixe von w. Entsprechend konnen die Menge Inf (w) der Infixe
bzw. die Menge Suf (w) der Suffixe von w definiert werden.

Ubung 2.2 Essei ¥ = {a,b}. Bestimmen Sie Pref (aba), Inf(aba), Suf (aba)!
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Die Linge eines Wortes kann durch die Funktion |-| : ¥* — Ny, definiert durch

el =0,
|lwa| = |w| + 1 fir w € ¥* und a € %,

berechnet werden, die einem Wort iiber > die Anzahl seiner Buchstaben als Linge zu-
ordnet: Das leere Wort hat die Lénge 0; die Linge eines Wortes, das mindestens einen
Buchstaben a sowie ein — moglicherweise leeres — Préfix w enthilt, wird berechnet,
indem zur Léange des Prifixes eine 1 addiert wird.

Ubung 2.3  Es sei ¥ = {a,b}. Berechnen Sie schrittweise die Liinge des Wortes
aba mit der Funktion |-|!

Es sei k € Ny und X ein Alphabet. Dann ist
Yh={weX*:|w =k} (2.2)
die Menge aller Worter iiber X mit der Liange &, und

Y= {we ¥ |jw| <k} (2.3)

ist die Menge aller Worter iiber X mit einer Lange kleiner gleich k. Offensichtlich ist

k
ESkZUZizzouzluzm...uzk (2.4)
1=0
sowie
= sF=xustuz?u... (2.5)
keNg

Ubung 2.4  Essei k € No, n € N und X ein Alphabet mit || = n. Bestimmen Sie
|Zk| und |Z§k| (vgl. Ubungen 1.2 und 1.3)!

Die Funktion |-|. : ¥* x ¥ — N soll definiert sein durch:

|w|, = Hiufigkeit des Vorkommens des Buchstaben a € ¥ im Wort w € ¥*

Ubung 2.5  Geben Sie in Anlehnung an die Definition der Funktion |-| eine
Definition fiir die Funktion || an!
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Eine mogliche Definition ist
lel, = 0 fiiralle b € X,

1 =b
lwal, = [wl, +1, @ fiir a,b € 2, w e 2~
lwl,, a#b

Im leeren Wort kommt kein Buchstabe vor. Stimmt der zu zdhlende Buchstabe mit
dem letzten Buchstaben des zu untersuchenden Wortes iiberein, wird er gezihlt, und
die Anzahl muss noch fiir das Wort ohne den letzten Buchstaben bestimmt werden.
Ist der zu zihlende Buchstabe verschieden vom letzten Buchstaben, muss nur noch im
Wort ohne den letzten Buchstaben gezéhlt werden.

Ubung 2.6  Es sei ¥ = {a,b, c}. Berechnen Sie schrittweise |cabccal !

Fiir ein Wort w € ¥* sei ¥(w) die Menge der Buchstaben aus ¥, die in w enthalten
sind.

Ubung 2.7 Geben sie eine formale Definition fiir ¥.(w) an!

Fiir ein total geordnetes Alphabet X legt die Relation < C ¥* x X* definiert durch

v < w genau dann, wenn |v| < |w|
oder v =w
oder |v| = |w| und v = zay und w = zby
mit a,b € ¥ und a < b sowie z,y € 3%

eine Ordnung auf ¥* fest. Diese Ordnung nennen wir lingenlexikografische oder
auch kanonische (An-) Ordnung von X* Die Ordnung wird zundchst durch die
Linge bestimmt. Bei Wortern mit gleicher Liange bestimmen die ersten Buchstaben,
an denen sie sich unterscheiden, die Ordnung.

Beispiel 2.2 Sei ¥ = {a, b, c} ein geordnetes Alphabet mit a < b < ¢, dann gilt
ac <X aba, cc < aaa, bac < bac und aba < aca, wiihrend aaa < ab und ac < ab
nicht zutreffen.

Die Menge >* wird durch die Relation < total geordnet. Deshalb besitzt jede nicht
leere Teilmenge von X* beziiglich dieser Ordnung genau ein kleinstes Element.
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Am Ende dieses Abschnitts wollen wir uns zu Ubungszwecken noch ein paar Wort-
funktionen tiberlegen, die z. B. in Textverarbeitungssystemen Anwendung finden konn-
ten. Wir beginnen mit der Teilwortsuche. Diese Problemstellung lédsst sich formal be-
schreiben mit der Funktion®

substr : X x ¥* — B,

definiert durch
1, v € Inf(w),

substr(w,v) = {
0, sonst.
Diese Funktion testet, ob v ein Teilwort von w ist. Es gilt z. B.
substr(ababba, abb) = 1 sowie substr(ababba,aa) = 0.

Eine Variante von substr ist die Funktion substr’ : ¥* x Ng x Ny — X*, definiert
durch

wli,i+1-1], i+1—-1<n,

1, sonst.

substr’ (w,i,1) = {

substr’(w, i,1) liefert den Infix von w der Linge [ ab dem i-ten Buchstaben von w,
falls ein solcher existiert.

Die Anwendung tausche(w, a,b) der Funktion tausche : £¥* x ¥ x ¥ — X*
ersetzt jedes Vorkommen des Buchstabens a im Wort w durch den Buchstaben b.

Ubung 2.8  a) Geben Sie eine rekursive Definition fiir die Funktion tausche an!

b) Es sei ¥ = {1, 2, 3}. Berechnen Sie schrittweise tausche(12322,2,1)!

Die Funktion |-|" : £* x % — Ny sei informell definiert durch

|:1:|Z = Anzahl, mit der y als Infix in  vorkommt.
Ubung 2.9  Geben Sie eine formale Definition fiir die Funktion |-|* an!
Fiir w € ¥* sei w die Spiegelung von w.

Ubung 2.10  Geben Sie eine formale Definition fiir die Spiegelung der Worter in
X* an!

3,1« steht fiir die Antwort ja, ,,0“ steht fiir nein.
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2.3 Homomorphismen

Seien ¥; und ¥ zwei Alphabete. Eine totale Abbildung h : 37 — 35 heiffit Homo-
morphismus von X7 nach ¥3 genau dann, wenn

h(vw) = h(v)h(w) fiir alle v,w € X (2.6)

gilt.

Folgerung 2.2  Seien X, und ¥ Alphabete und h ein Homomorphismus von 37
nach ¥35. Dann ist

a) h(e) =¢,
b) h bereits durch s, festgelegt.
Beweis a) Wir nehmen an, es sei h(e) = w und w € X3 . Dann gilt

w = h(e) = h(ee) = h(e)h(e) = ww.

Fiir w # ¢ ist aber w # ww. Die Annahme fiihrt also zu einer falschen Aussage,
womit sie widerlegt ist.

b) Sei w = wy ... wi mit w; € 31, 1 < i <k, dann gilt wegen (2.6)
h(w) = h(wy) ... h(wg).

Es reicht also, h fiir die Buchstaben von %1 zu definieren, denn damit ist h fiir alle
Worter iiber X, festgelegt.

Beispiel 2.3  Im Abschnitt 1.2.2 haben wir bei der Kompression von Bitfolgen die
Abbildung n : {0,1,[,]} — B>, definiert durch

n(0) = 00, n(1) =11, n([) =10, n(]) =01,

verwendet. Die dort eingefiihrte Erweiterung n* : {0,1,[,]}" — (B?)*, definiert
durch

7 (e) = ¢,
n*(bw) = W(b) Oﬁ*(w) fiir b € {0’17 [7}} und w € {0’ 1, [7]}*a

ist ein Homomorphismus.

Ist ein Homomorphismus A bijektiv, dann nennen wir ihn Isomorphismus. Die Abbil-
dung n* aus dem obigen Beispiel ist ein Isomorphismus von {0, 1, [,]}" nach (B?)*.
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2.4 Formale Sprachen

Sei X ein Alphabet, dann nennen wir jede Teilmenge L C >* eine (formale) Sprache
iiber X.. Die Potenzmenge 2> von X ist die Menge aller Sprachen iiber X.

Sprachen sind also Mengen von Wortern und konnen daher mit den iiblichen Men-
genoperationen wie Vereinigung, Durchschnitt und Differenz miteinander verkniipft
werden. Wir wollen fiir Sprachen eine weitere Verkniipfung einfiihren, die wir schon
von Wortern kennen: die Konkatenation. Seien L; und L, zwei Sprachen iiber ¥,
dann ist die Konkatenation L1 o Ly von Lq und Lo definiert durch

LioLy={vw|v € L1,w € La}.

Es werden also alle Worter aus L; mit allen Wortern aus Lo konkateniert. Gelegent-
lich lassen wir wie bei der Konkatenation von Wortern auch bei der Konkatenation
von Sprachen das Konkatenationssymbol o weg, d.h., anstelle von L1 o Lo schrei-
ben wir L1 L. Seien Ly = {e,ab,abb} und Ly = {b,ba} zwei Sprachen iiber dem
Alphabet 3 = {a, b}, dann ist

Ly o Ly = {b, ba, abb, abba, abbb, abbba}

sowie
Ly o Ly = {b, bab, babb, ba, baab, baabb} .

Folgerung 2.3  Allgemein gilt: Falls ¢ € L ist, dann ist Lo C L o Lo, bzw.
umgekehrt, falls € € Lo ist, dann ist L1 C L o Lo.

Die n-te Potenz einer Sprache L C X* ist festgelegt durch

L = {e},

2.7
L™t = Lo L fiir n > 0. 7

Sei L = {a, ab}, dann ist

LY = {e},

L'=1%0 L ={e}o{a,ab} = {a,ab} = L,

L? = L' o L ={a,ab} o {a,ab} = {a® a®b,aba, (ab)*},
L? = L?o L = {a®,a’b,aba, (ab)*} o {a,ab},

= {(137 a®b, a’ba, a*bab, aba?, aba®b, (ab)?a, (ab)3}7
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Bemerkung 2.2  Die Struktur (22*, o, {e}) d. h., die Menge aller Sprachen tiber
einem Alphabet %, bildet mit der Konkantenationsoperation fiir Sprachen ein Monoid
(vgl. Bemerkung 2.1).

Das Kleene-Stern-Produkt* (auch Kleenesche Hiille) L* einer Sprache L ist die
Vereinigung aller ihrer Potenzen L™, n > 0:
= |Jrr=rur'urruriu...
n>0
Die positive Hiille von L ist

Lt = UL”:L1UL2UL3U...
n>1

Ubung 2.11 Geben Sie (*, 0T, {e}* und {c}" an!

Sei ¥ ein Alphabet und f : ¥ — 2 eine totale Abbildung, die jedem Buchsta-
ben a € 3 eine formale Sprache f(a) = L, C X* zuordnet. Wir definieren die
f-Substitution subs(w) eines Wortes w = wiwa ... w,, w; € X,1 <4 < m,
n > 0, durch

n =20,

0,
subg(w) = { " fw), n> L (2.8)

Die f-Substitution subs(w) ersetzt in einem nicht leeren Wort w jeden Buchstaben
w; durch die Sprache f(w;), 1 < i < n, und konkateniert diese Sprachen.

Die f-Substitution SUB ;(L) einer Sprache L C ¥* ist definiert durch
SUB(L) = | subs(w) (2.9)
weL

Jedes Wort aus L wird also f-substituiert, und die entstehenden Sprachen werden
vereinigt.

Beispiel 2.4  Sei ¥ = {0,1,a,b,c}, L = {0"c1"b|n >0} und f : ¥ — 2%
definiert durch
£(0) = Lo = {ab}, f(1)= L1 = {aad® |k >1},
f(a)=Lo={e}, f(b) =Ly ={e} f(c)=Lc={c}

“4Benannt nach Stephen C. Kleene (1909-1998), amerikanischer Mathematiker und Logiker, der funda-
mentale Beitrdge zur Logik und zu theoretischen Grundlagen der Informatik geliefert hat.
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Dann gilt z. B.

subf(0%c1b) = £(0) o £(0) o f(c) o f(1) o f(1) o f(D)
= {ab} o {ab} o {c} o {aab” | k > 1} o {aab® | k > 1} o {e}
= {(ab)?*c(aab"aab®) | r,s > 1}.

Die f-Substitution von L ist

SUB;(L) = {(ab)"c(aab™aab™ ...aab™) | n >0, r;, > 1, 1 <i<n}.

Mithilfe der Substitutionsoperation kann man Mengenverkniipfungen darstellen. Sei-
en A, B, C Sprachen iiber dem Alphabet ¥ mit a,b € .

Fiir die Vereinigung wihlen wir die Funktion f : {a,b} — 2%, definiert durch
f(a) =L, = Aund f(b) = L, = B, sowie die Sprache L = {a,b}. Damit gilt

SUB(L) = subys(a) U subys(b) = f(a)U f(b) = AUB.
Fiir die Konkatenation wihlen wir ebenfalls die Funktion f : {a,b} — 2, de-

finiert durch f(a) = L, = A und f(b) = L, = B, sowie die Sprache L = {ab}.
Damit gilt

SUBf({ab}) = subs(ab) = f(a) o f(b) = Ao B.

Fiir das Kleene-Stern-Produkt wihlen wir die Funktion f : {a} — 2, definiert
durch f(a) = L, = C, sowie die Sprache L = {a}" = {a" | n € Ny}. Damit gilt

SUB;({a}") = | subs(a™)

n>0
= subs(a”) U suby(a) Usubs(a®)U...
={e}Ufla)U(f(a)o fla))U...
=cuctu(CtoChu...
=Cc'uctuc?u...
— U ol

n>0

=C~

Aus diesen Darstellungen der Sprachverkniipfungen durch geeignete Substitutionen
kann man moglicherweise Beweise iiber Abschlusseigenschaften von Sprachklassen
vereinfachen. Sei etwa Cy; eine durch bestimmte Eigenschaften festgelegte Klasse von
Sprachen iiber dem Alphabet . Wenn man zeigen mochte, dass Cy, abgeschlossen
ist gegen Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern-Produkt, reicht es, die Ab-
geschlossenheit gegeniiber Substitution zu beweisen, denn die Abgeschlossenheit ge-
geniiber den drei Operationen folgt dann daraus unmittelbar wegen der obigen Uber-
legungen.
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2.5 Prifixfreie Sprachen

In spiteren Kapiteln spielt die Prifixfreiheit von Sprachen eine wichtige Rolle. Eine
Sprache L C 7 heiBt prifixfrei (hat die Prifixeigenschaft) genau dann, wenn fiir
alle Worter w € L gilt: Ist « ein echter Prifix von w, dann ist z ¢ L. Von einem Wort
w € L darf also kein echtes Prifix Element der Sprache sein.

Beispiel 2.5  Betrachten wir als Beispiele die Sprachen

Ly ={a"b" |n >0} und Ly = {w € {a,b}" : [w|, = |w|s}.
Die Sprache Ly hat die Prdfixeigenschaft, denn fiir jedes Wort w = a™b" sind alle
echten Prifixe x = a"b* mit n > i sowie x = a’ fiir j > 0 keine Worter von L;. Die
Sprache Ls ist nicht priifixfrei, denn z. B. ist w = abab € Lo und x = ab € Lo.

Der folgende Satz gibt eine hinreichende und notwendige Eigenschaft fiir die Prifixfrei-
heit von Sprachen an.

Satz 2.1  Eine Sprache L C X* ist priifixfrei genau dann, wenn L N (L o X)) = ()
ist.

Beweis ,=“: Wir nehmen an, es sei L N (L o 1) # (. Dann gibt es ein Wort
w€ LN(LoX™T),d h,esistw € Lundw € (LoX™"). Aus der zweiten Eigenschaft
folgt, dass es ein x € L und einy € X1 geben muss mit w = xy. Somit gibt es
also einen echten Prdfix x von w, der in L enthalten ist. Das bedeutet aber einen

Widerspruch dazu, dass L prdfixfrei ist. Damit ist unsere Annahme falsch, d. h., wenn
L priifixfrei ist, dann ist LN (L o X)) = (.

,=“:Seinun LN (Lo Z+) = (). Wir nehmen nun an, dass L nicht prifixfrei ist. Es
gibt also ein Wort w € L mit einem echten Priifix x € L, d. h., es gibt ein y € X7 mit
w = xy. Damit gilt, dass w € LN (Lo X7T), d. h., dass L N (L o %) # () ist, was
ein Widerspruch zur Voraussetzung L N (L o 1) = ( ist. Unsere Annahme ist also
falsch, L muss also prdfixfrei sein.

Damit haben wir insgesamt die Behauptung des Satzes bewiesen.

Bemerkung 2.3  a) Sei L C X* eine Sprache und & ¢ %, dann ist die Sprache
Lg, = L o {&} priifixfrei.

b) Eine prdfixfreie Codierung der natiirlichen Zahlen ist z. B. durch die Abbildung
o : Ng — B definiert durch o(n) = 1™0, gegeben.
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Ubung 2.12  Geben Sie eine priifixfreie Codierung von Bitfolgen ohne Verwendung
eines Sonderzeichens an!

Sei ¥ = {aj,as,...,a,} ein geordnetes Alphabet, < die lexikografische Ordnung
auf X* und L eine nicht leere Sprache iiber ¥. Dann ist min(L) das kleinste Wort in
L:

min(L) = w genau dann, wenn w < «x fiiralle z € L
Fiir alle v € X ist
SUC(w)={weX |[vgw}
die Sprache, die alle Nachfolger von v enthilt, und die Nachfolgerfunktion
suc(v) = min(SUC(v))

bestimmt den Nachfolger von v.

2.6 Codierungen von Alphabeten und Wortern

iiber Ny und B
Sei ¥ = {as,...,a,} ein nicht leeres, geordnetes Alphabet. Dann legt die Funktion
T %% — Ny, definiert durch
s(e) =0,

m(a;) =1,1<i<n,
ms(wa) =n-ms(w) + 1s(a), a € X, w € X,

eine Codierung der Worter von 3* durch natiirliche Zahlen fest. Auflerdem stellt 7
eine Abzéihlung aller Worter von X* dar: Das Wort w kommt genau dann an der i-ten
Stelle in der lexikografischen Anordnung der Worter von X* vor, wenn 75 (w) = i ist.

Beispiel 2.6 ~ Sei X = {a, b, c}. Dann ist
s (abbc) = 3 - T2 (abb) + ms(c)

:3'(3'Tz(ab)+Tg(b))+3
=3~(3'(3'7’2((1)4‘7’2([)))4’2)4‘3
=3-3-3-3-71s(e)+7=(a)) +2)+2)+3
=3-3-(3-3:0+1)+2)+2)+3

= 54.

Das Wort abbc steht in der lexikografischen Anordnung der Worter iiber Y an der
54-ten Stelle.
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Ubung 2.13  Essei X = {ai,...,a,} ein geordnetes Alphabet.

a) Die Funktion 1§, : ¥* — Ny sei fiir w = wiwy ... w mitw; € 8,1 < i <k,
definiert durch

B
T8 (w) = T (wiws . . W) = ZTz(wi) -pkE
=1

Auflerdem sei T:(€) = Tx(g) = &.
Zeigen Sie, dass s (w) = 14 (w) fiir alle w € ¥ gilt!
b) Es sei 3 = B. Zeigen Sie, dass dann

(W ... wg) = wert(lwy ... wg) — 1

gilt!

Fiir jedes Alphabet X sind die Funktionen 75, und ihre Umkehrfunktionen vy, = 7y, !
bijektiv. Es ist v5 (i) = w genau dann, wenn w das i-te Wort in der lexikografischen
Anordnung von X* ist. Fiir den Fall ¥ = B ergibt sich die folgende lexikografische
Anordnung der Bitfolgen als Paare (w, 75(w)) € B* x Ny:

(£,0),(0,1), (1,2), (00,3), (01,4), (10,5), (11,6), (000, 7), . .. (2.10)

Es ist z.B. vp(62) = 11111 die 62.-Bitfolge in dieser Anordnung. Die Abbildung
vg : Ng — B* stellt also neben der iiblichen Dualcodierung dual eine weitere Codie-
rung natiirlicher Zahlen dar. Thr Zusammenhang ergibt sich aus der Ubung 2.13 b).

In spiteren Kapiteln werden wir nur Sprachen iiber dem Alphabet B = {0,1} be-
trachten. Dass das keine prinzipielle Einschriinkung ist, zeigt die folgende Uberle-
gung: Jeder Buchstabe eines Alphabets > = {aog,...,a,—1} mit n > 2 Symbolen
kann durch ein Wort der Linge

(%) = [logn] = [log |%]]
tiber dem Alphabet B codiert werden, indem z. B. a; durch die Dualdarstellung von ¢
reprisentiert wird, die, falls nétig, nach links mit Nullen auf die Linge £(3) aufgefiillt
wird. Wir konnen dies formal durch die Funktion
bins, : ¥ — B,

definiert durch

bing(a;) = zo(s)—1 - - o 2.11)
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mit

()—1

E €Ty - 21,
i=0

beschreiben. Wir nennen biny (a) die Bindrdarstellung von a € X.

Beispiel 2.7  Fiir das Alphabet ¥ = {a,b,c} ergibt sich z.B. biny(a) = 00,
biny (b) = 01, binx(c) = 10 und damit das Alphabet bins (X) = {00, 01, 10}.

Wir erweitern die Codierung binyx von Symbolen auf Worter. Dazu sei
bing" 2 — (B)
definiert durch

bing*(e) =&,

2.12
biny™ (wa) = bing™ (w) o biny(a) fir w € ¥* und a € 3. (2.12)

Beispiel 2.8  Fiir das Beispiel (2.6) ergibt sich mit der Festlegung von Beispiel 2.7

bins™ (abbc) = binxg ™ (abb) o bing (c) = bing ™ (abb) o 10

= biny " (ab) o binx(b) o 10 = binx*(ab) o 01 0 10

= biny"(a) o biny (b) 0 0110 = biny"(a) 0 01 0 0110

= biny " () o binx(a) 0010110 = biny™(g) 0 00 0 010110
= €000010110

= 00010110.

Das Wort abbc € X* wird also durch das Wort 00010110 € binx (X)* bindr codiert.

Da die Bindrdarstellungen bins; (a) der Buchstaben a € ¥ alle dieselbe Linge haben,
folgt, dass bins™ injektiv ist, womit die eindeutige Decodierung gewihrleistet ist.

Wir wollen im Folgenden aus schreibtechnischen Griinden nicht mehr zwischen biny
und binx ™ unterscheiden und beide Funktionen mit binx notieren.

Ubung 2.14  Codieren Sie das Alphabet ¥ = {a,b,c,...,z} der deutschen
Kleinbuchstaben bindr!
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Fiir die bindre Codierung biny (w) eines Wortes w iiber dem Alphabet X ergibt sich
die Lange |biny (w)| = |w|-¢(X). Die Dualcodierungen der Worter w eines Alphabets
mit n Eementen sind also um den Faktor [log n] linger als w selbst. Dieser Faktor ist
konstant durch die Anzahl der Elemente von ¥ gegeben und damit unabhéngig von
der Linge der Worter w.

Ubung 2.15  Uberlegen Sie, warum einelementige (uniire) Alphabete und damit die
Bierdeckelcodierung* von Zahlen ungeeignet sind!

Die Menge Nj der natiirlichen Zahlen kann als eine Sprache angesehen werden: Natiirli-
che Zahlen sind Zeichenfolgen, die iiber dem Alphabet N = {0,1,...,9} gebildet
werden. Wenden wir auf dieses Alphabet die Codierung bin n an, erhalten wir

binx (N) = {0000, 0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111,1000,1001}. (2.13)

Es gilt aber nicht N* = Ny, denn iiblicherweise lassen wir fiihrende Nullen weg. Wir
schreiben beispielsweise nicht 00123, sondern 123. Die Menge der Worter iiber IV, die
die natiirlichen Zahlen ohne fiihrende Nullen darstellen, ist {0} U ({1,2,...,9} o N*).

Ublicherweise erfolgt die Codierung von natiirlichen Zahlen durch Dualzahlen
ebenfalls ohne fiihrende Nullen (siehe Abschnitt 1.2.2): Jede Zahl z € Ny ldsst sich
eindeutig darstellen durch eine Folge

dual(z) = =xp_1...¢9 € B" mit n € N,
Tp—1 # 0fiir n > 2,

n—1

. 2.14

z = wert(z) = Z x; - 2° und 19
=0

n = |logz|+ 1.

Bemerkung 2.4  Aus den obigen Uberlegungen folgt:

o Mithilfe der Bijektionen Ts, konnen Betrachtungen iiber Zeichenketten und Spra-
chen iiber Alphabete Y. simuliert werden durch Betrachtungen tiber natiirliche
Zahlen und Teilmengen natiirlicher Zahlen;

o mithilfe der Bijektionen v = Ty, ! kénnen Betrachtungen iiber natiirliche Zahlen
und Teilmengen natiirlicher Zahlen simuliert werden durch Betrachtungen tiber
Zeichenketten und Sprachen tiber Alphabete 3;

o mithilfe der injektiven Codierung biny; konnen Betrachtungen iiber Zeichenket-
ten und Sprachen iiber Alphabete 3. simuliert werden durch Betrachtungen tiber
Bitfolgen und Teilmengen von Bitfolgen.

Wir konnen also im Folgenden ,,je nach Gusto“ Betrachtungen iiber Elemente oder
Teilmengen von X%, B* oder Ny anstellen, diese gelten gleichermafien fiir die entspre-
chenden Codierungen in den jeweils anderen Mengen.
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2.7 Entscheidbarkeit von Sprachen und Mengen

Welche Aufgaben hat ein Compiler einer Programmiersprache? Neben vielen weiteren
Funktionalitdten hat ein Compiler die beiden folgenden wesentlichen Aufgaben:

(1) Uberpriifung, ob ein eingegebenes Wort ein syntaktisch korrektes Programm ist,

(2) Ubersetzung des syntaktisch korrekten Programms in eine auf dem vorliegen-
den Rechnersystem ausfiihrbare Form.

Wir werden uns im Folgenden nur mit dem Aspekt (1) beschiftigen. Abstrakt betrach-
tet, muss der Compiler beim Syntaxcheck entscheiden, ob ein Wort w iiber einem
Alphabet > zu einer Sprache L gehort oder nicht. Er muss die sogenannte charakte-
ristische Funktion von L berechnen.

Fiir eine Sprache L C >* heif3t die Funktion

XL * ¥ — B?
definiert durch
1, wel
w) = ’ ’ 2.15
xr(w) {07 wé L, (2.15)

charakteristische Funktion von L.

Wegen der Bemerkung 2.4 konnen Sprachen als Teilmengen natiirlicher Zahlen
codiert werden. Deshalb werden wir anstelle der charakteristischen Funktionen von
Sprachen charakteristische Funktionen von Mengen A C Ny betrachten: Fiir eine
Menge A C N heiflt die Funktion

xa : Nog — B,
definiert durch
1, z€A
T) = ’ ’ 2.16
xa(x) {0’ rd A (2.16)

charakteristische Funktion von A.

Neben der charakteristischen Funktion benotigen wir noch eine Variante, die so-
genannte semi-charakteristische Funktion, die wir nur fiir Mengen A C Ny angeben:
Die Funktion

x4 : No — B,
definiert durch
1, zecA
" (x) = ’ ’ 2.17
XA( ) {J_7 :c§éA, ( )

heilit semi-charakteristische Funktion von A.
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Diese beiden Funktionen sind der Ausgangspunkt fiir die Definition von zwei
Klassen von Mengen, mit denen wir uns im folgenden Kapitel noch nédher beschifti-
gen werden: die Klasse der entscheidbaren sowie die Klasse der semi-entscheidbaren
Mengen.

Definition 2.1  a) Eine Menge A C Ny heifst entscheidbar genau dann, wenn ihre
charakteristische Funktion x o berechenbar ist.

R sei die Klasse der entscheidbaren Mengen.

b) Eine Menge A C Ny heifit semi-entscheidbar genau dann, wenn ihre semi-cha-
rakteristische Funktion X'y berechenbar ist.

RE sei die Klasse der semi-entscheidbaren Mengen.

Die Bezeichnung R steht fiir recursive, die englische Bezeichnung fiir berechenbar,
und RE steht fiir recursive enumerable, die englische Bezeichnung fiir rekursiv aufzihl-
bar. Warum semi-entscheidbare Mengen auch rekursiv aufzdhlbar genannt werden,
wird sich im Abschnitt 3.4 herausstellen.

In Definition 2.1 wird die bisher nicht definierte Eigenschaft der Berechenbarkeit ver-
wendet. Die beiden Funktionen x und x’ sollen zunichst intuitiv als berechenbar
bezeichnet werden, wenn es einen Algorithmus (ein Programm) gibt, der (das) sie
berechnet. Die Begriffe Algorithmus und Berechenbarkeit werden wir im nichsten
Kapitel formal prizisieren.

Die Frage nach der Berechenbarkeit von Funktionen f : Ny — Nj, die im folgenden
Kapitel der Ausgangspunkt der Betrachtungen sein wird, kann mithilfe des Entscheid-
barkeitsbegriffes von Mengen definiert werden. Dazu fiihren wir fiir eine Funktion
f :Ng — Ny die Menge

Gy =A{(z, f(z)) | z € No} (2.18)

ein und nennen diese den Graph der Funktion f.

Beispiel 2.9  In (2.10) sind Elemente von G, aufgelistet.

Definition 2.2  Eine Funktion f : Ny — Ny heifsit berechenbar genau dann, wenn
Gy semi-entscheidbar, d. h., wenn Xle berechenbar ist.

Es reicht also, den Begriff der Berechenbarkeit fiir charakteristische bzw.fiir semi-
charakteristische Funktionen von Mengen formal zu definieren, weil damit implizit
die Berechenbarkeit allgemein fiir Funktionen festgelegt wird.
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2.8 Die Cantorsche k-Tupel-Funktion

Bei dem gerade angesprochenen Thema Berechenbarkeit geht es darum, eine ma-
thematisch prizise Definition fiir die Berechenbarkeit von Funktionen f : N}g — Ng,
k > 1, und damit formale Definitionen fiir die oft nur informell festgelegten Begriffe
Algorithmus und Programm anzugeben. Durch geeignete Codierung kénnen wir uns
auf Funktionen f : Ny — Ny beschrinken, denn die k-Tupel von N’g lassen sich ein-
eindeutig durch natiirliche Zahlen codieren. Eine Moglichkeit fiir solche Codierungen
sind die Cantorschen k-Tupelfunktionen.’

Wir beginnen mit dem Fall k¥ = 2, d. h., wir wollen die Menge N2 eineindeutig
durch die Menge Ny codieren. Dazu betrachten wir die folgende Matrix:

12 3 4 ...
L] 1 2 4T
O A

213 5 8

S 7

306 9

e

4110

m

Die Paare (m,n) € Ny x Ny werden in Pfeilrichtung nummeriert: Das Paar (2, 3)
bekommt z. B. die Nummer 8, und das Paar (4, 1) bekommt die Nummer 10.

Wir wollen nun die bijektive Abbildung ¢ : Ny x Ny — N angeben, die diese
Matrix darstellt. In der ersten Spalte stehen die Nummern der Paare (m, 1), m > 1.
Diese ergeben sich durch

o(m1) =Y i= w (2.19)
1=1

Fiir n > 2 gilt, dass sich die Nummer an der Stelle (m,n) in der Matrix ergibt, indem
man die Nummer an der Stelle (m + 1,n — 1) (eine Zeile weiter und eine Spalte

vorher) um 1 vermindert. Fiir ¢ gilt also

c(myn)=cm+1,n—-1)—1,n>2.

3Georg Cantor (1845-1918) war ein deutscher Mathematiker. Er gilt als Begriinder der Mengenlehre
und lieferte dadurch eine Basis fiir ein neues Verstidndnis der Mathematik. Insbesonders beschiftige er sich
mit der Méchtigkeit und dem Vergleich der Michtigkeiten von Mengen. Dabei verwendete er das Prinzip
der Diagonalisierung (siehe oben sowie Kapitel 6).
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Daraus ergibt sich

clmyn)=cm+1,n—1)—1
=cm+2,n—2)—2

=cm+n-1,1)—(n-1), n>2.
Mit (2.19) folgt hieraus

m+n—1
c(m,n) = Z i—(n—l):(m+n_21)(m+n)—(n—1).

=1

Man kann zeigen, dass c bijektiv ist; c stellt quasi eine Abzidhlung von Ny x Ny dar.
Abzihlverfahren dieser Art werden Cantors erstes Diagonalargument genannt.

Die Funktion c ist der Ausgangspunkt fiir die rekursive Definition der sogenannten
Cantorschen k-Tupelfunktionen

() N§ — No, k > 1,
die rekursiv wie folgt festgelegt werden konnen:
(i) =i
(id), = eij +2) = CHIHDIHIHD)

<i1,...,ik,ik+1>k+1 = ({01, 0k ) Tht1 )gs k> 2

-+

Man kann zeigen, dass (- ), bijektiv ist fiir alle £ > 1. Die Funktion (-), stellt eine
eineindeutige Nummerierung von N¥ dar.

Mit (( . ),:1) , 1 <'i < k, notieren wir die & Umkehrfunktionen zu (- ),, d.h., es
1
ist
x; = <(z>,§1) genau dann, wenn (1,...,%y ), = z ist.
(2

Wir schreiben im Folgenden, wenn die Stelligkeit k£ aus dem Zusammenhang klar
ist, insbesondere im Fall k = 2, (-) anstelle von (- ).

Bemerkung 2.5  Mithilfe der Cantorschen k-Tupelfunktionen konnen wir uns bei
Bedarf auf einstellige Funktionen beschrdnken, indem wir fiir eine eigentlich k-stellige
Funktion f : NE — Ny nicht y = f(x1,...,71), sondern y = f{x1,...,21)
schreiben.

Mithilfe der Cantorschen k-Tupelfunktionen kdnnen wir auch den in Definition 2.2
eingefiihrten Begriff der Berechenbarkeit von Funktionen f : Ng — Ny auf k-stellige
Funktionen erweitern: Fiir eine Funktion f : N§ — Ny sei

Gy ={({a1,...,zx), f(@1,...,2x) ) [ 2 € No, 1 < i <k} (2.20)
der Graph von f.



2. Alphabete, Worter, Sprachen 35

Definition 2.3  Eine Funktion f : N§ — N heifit berechenbar genau dann, wenn
G ¢ semi-entscheidbar ist.

Die Cantorsche Paarungsfunktion kann verwendet werden, um die Menge Z der gan-
zen Zahlen sowie die Menge Q der rationalen Zahlen zu nummerieren.

Ubung 2.16  a) Geben Sie eine Nummerierung fiir 7. an!

b) Geben Sie eine Nummerierung der Menge aller Briiche an!

Im Unterschied zu der Menge QQ der rationalen Zahlen kann die Menge R der reellen
Zahlen nicht nummeriert werden. Mithilfe einer Diagonalisierung kann gezeigt wer-
den, dass das offene Intervall I = {x € R | 0 < < 1} der reellen Zahlen zwischen
Null und Eins nicht nummeriert werden kann, woraus folgt, dass auch R nicht num-
meriert werden kann. Dazu nehmen wir an, dass I nummeriert werden kann. Jedes
Element aus I ldsst sich als unendlicher Dezimalbruch darstellen. Eine Nummerie-
rung kann wie folgt als Tabelle dargestellt werden (dabei lassen wir die 0 vor dem
Komma und das Komma weg):

r1 =21112..-L15-+--

To = T21X22 ...X2 ...

Ty = Ti1Li2 «« - Lijg v -«

Dabei sind ;;, j € N, die Dezimalziffern von x;. Wir bilden mithilfe der Diagonalen
der Tabelle die Zahl

Yy=my2...Y...
durch
1 T 7£ 1,
=1 221

Offensichtlich ist y € I. Die Zahl y muss also in der obigen Tabelle vorkommen,
d.h., es gibt eine Nummer k mit y = xj. Daraus folgt, dass yx = xxi sein muss.
GemiB Definition (2.21) ist aber y; # k. Die Annahme einer Nummerierung fiihrt
zu diesem Widerspruch und ist damit widerlegt.



36 2.9 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

2.9 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

In diesem Kapitel werden grundlegende Begriffe zu Alphabeten, Wortern und Spra-
chen sowie zu Funktionen und Operationen darauf definiert.

Des Weiteren werden Moglichkeiten zur Nummerierung der Menge aller Worter
tiber einem Alphabet X sowie zur Codierung von natiirlichen Zahlen durch Bitfolgen
angegeben. Wegen dieser Moglichkeiten kann in den folgenden Kapiteln als Grund-
lage fiir die Betrachtungen eine dieser Mengen als Ausgangspunkt gewéhlt werden.
Denn wegen der gegenseitigen Codierungen gelten die Betrachtungen gleichermafien
auch fiir die jeweils beiden anderen Mengen.

Analog ermoglicht die Codierung durch die Cantorschen k-Tupelfunktionen, an-
stelle von k-stelligen Funktionen nur einstellige Funktionen iiber Ny zu betrachten.

Die Darstellungen in diesem Kapitel sind teilweise an entsprechende Darstellungen in
[VW16] angelehnt. Formale Sprachen sowie Codierungen und Nummerierungen von
Zeichenketten und Sprachen werden in [AB02], [HMU13], [Hr14], [Koz97], [LP98],
[Sch609] und [Si06] betrachtet.
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Kapitel 3

Berechenbarkeit

Algorithmen werden schon seit alters her entwickelt und angewendet, um Probleme
zu l6sen. Araber, Chinesen, Inder und Griechen hatten schon vor langer Zeit fiir viele
mathematische Problemstellungen Rechenverfahren entwickelt. Als Beispiel sei der
Euklidische Algorithmus' zur Berechnung des groBten gemeinsamen Teilers von zwei
natiirlichen Zahlen genannt. Allgemein geht es darum,

eine Funktion f : N§ — Ny als berechenbar anzusehen genau dann,
wenn es einen Algorithmus gibt, der f berechnet.

Der Begriff Algorithmus selbst wurde allerdings bis zu Beginn des vorigen Jahrhun-
derts eher informell beschrieben. Erst zu dieser Zeit entstand das Bediirfnis, diesen
Begriff mathematisch prizise zu definieren.

Wegen der Definition 2.3 kénnen wir die Berechenbarkeit von Funktionen auf
die (Semi-) Entscheidbarkeit ihrer Graphen zuriickfiihren. Graphen sind Mengen, und
gemil Definition 2.1 sind Mengen entscheidbar bzw. semi-entscheidbar, wenn es Al-
gorithmen gibt, mit denen ihre charakteristischen bzw. ihre semi-charakteristischen
Funktionen berechnet werden konnen. Wir miissen also letztendlich die Berechenbar-
keit fiir charakteristische und semi-charakteristische Funktionen mathematisch prizi-
sieren, dann ist die Entscheidbarkeit bzw. Semi-Entscheidbarkeit von Mengen und
damit implizit die Berechenbarkeit von Funktionen formal definiert.

Es gibt eine Reihe von Ansitzen, den Begriff der Berechenbarkeit fiir Funktio-
nen zu definieren. Wir wihlen den Ansatz von Alan M. Turingz, der das ,,menschli-

! Der griechische Mathematiker Euklid lebte wohl im 3. Jahrhundert vor Christus in Alexandria. In seinen
Elementen stellte er die Erkenntnisse der damaligen griechischen Mathematik in einheitlicher, systemati-
scher Weise zusammen. Sein methodisches Vorgehen und seine strenge, auf logischen Prinzipien beruhende
Beweisfiihrung waren beispielhaft und grundlegend fiir die Mathematik bis in die Neuzeit.

2Alan M. Turing (1912-1954) war ein britischer Logiker und Mathematiker. Er schuf mit dem Bere-
chenbarkeitskonzept der Turingmaschine eine der wesentlichen Grundlagen sowohl fiir die Theoretische
Informatik als auch fiir die Entwicklung realer universeller Rechner. Im Zweiten Weltkrieg war er maf3-
geblich an der Entschliisselung des mit der ,,Wundermaschine Enigma verschliisselten deutschen Funk-
verkehrs beteiligt. Turing lieferte auBerdem wesentliche Beitrage zur Theoretischen Biologe, entwickelte
Schachprogramme sowie den Turing-Test, mit dem festgestellt werden soll, ob eine Maschine menschliche

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020
K.-U. Witt und M. E. Miiller, Algorithmische Informationstheorie,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-61694-9_3
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che Rechnen als Ausgangspunkt fiir seine Formalisierung gewihlt hat. Alle ande-
ren Ansitze sind dquivalent zum Turingschen Ansatz und damit auch untereinander
dquivalent. Die Aquivalenz ist die Begriindung fiir die Churchsche These (siche Ab-
schnitt 3.3), die besagt, dass das Konzept der Turing-Berechenbarkeit genau mit dem
intuitiven Verstdndnis von Berechenbarkeit iibereinstimmt.

3.1 Turing-Berechenbarkeit

Angenommen, man mdchte eine Formel ausrechnen oder eine Ubungsaufgabe 16sen,
wie geht man vor? Man nimmt z. B. ein Blatt oder mehrere Blitter Papier zur Hand,
einen Schreibstift und ein Loschwerkzeug (Radiergummi, Tintenkiller). Man kann
dann Berechnungen auf das Papier notieren, kann zu jeder Stelle des Aufgeschriebe-
nen gehen, um dieses zu verdndern oder in Abhingigkeit des Notierten Verdnderungen
an anderen Stellen vornehmen.

"'|#|al| |am|b|b1| |bn|#| .-+ Arbeitsband
A

<—— | — Schreib-/Lesekopf

Abbildung 3.1: Arbeitsweise einer Turingmaschine

Diese Uberlegung ist der Ausgangspunkt fiir Turings Ansatz, Berechenbarkeit for-
mal, d.h. mathematisch, zu prézisieren: Berechnungen erfolgen mit der nach ihm
benannten Turingmaschine (vgl. Abb. 3.1). Das nach beiden Seiten unendliche Ar-
beitsband entspricht dem Papier, der Schreib-/Lesekopf realisiert die Schreib- und
Loschwerkzeuge. In einem endlichen internen Speicher S konnen Zustidnde fiir den
Stand von Berechnungen gespeichert werden. Das auf dem Papier Geschriebene wird
in Abhingigkeit vom jeweiligen Zustand nach einem bestimmten endlichen — durch

Intelligenz besitzt. Nach Turing ist der Turing-Award benannt, die hochste Auszeichnung fiir Wissenschaft-
lerinnen und Wissenschaftler in der Informatik. Wegen seiner Homosexualitit wurde Turing 1952 zu einer
zwangsweisen Hormonbehandlung verurteilt, in dessen Folge er an Depression erkrankte. Im Juni 1954
starb er durch Suizid. Anlésslich seines hundertsten Geburtstags gab es 2012 weltweit Veranstaltungen zu
seinen Ehren. Erst Ende 2013 wurde er durch die britische Regierung und das Konigshaus begnadigt und
rehabilitiert.
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die Zustandsiiberfiihrung § festgelegten — Verfahren (Algorithmus, Programm) mani-
puliert. Hilt das Verfahren in endlicher Zeit, folgt das Ergebnis aus dem erreichten
Zustand der Berechnung.

Eingaben fiir die Berechnung von Turingmaschinen sind im Allgemeinen Worter
tiber einem Alphabet 3. Wegen Bemerkung 2.4 konnen wir uns auf das Alphabet B
beschrinken. Das gilt auch im Hinblick auf die (Semi-) Entscheidung von Mengen
A C Ny und fiir die Berechnung von Funktionen iiber N.

Definition 3.1  FEine deterministische Turingmaschine 7" ist gegeben durch
T= (Fﬂ S, 57 50, 7, ta, tr)a
bestehend aus

o dem Arbeitsalphabet (Bandalphabet) T, welches das Eingabealphabet B ent-
hdalt, d h., esistB C T,

der endlichen Zustandsmenge S,

— die den Startzustand s,
— den akzeptierenden Zustand t, (a steht fiir accept)

— und den verwerfenden Zustand t,. (r steht fiir reject) enthidilt,

dem Blanksymbol # € T’

und der totalen Funktion

0: (S —{ta,tr}) X' = S X T x {—,—,—}, 3.1)

die die Zustandsiiberfiihrung von T festlegt.

Die Funktion § kann als Programm der Maschine 7" aufgefasst werden. Die Anwei-
sung (s, b) = (', ¢, m), die wir auch in der Form (s, b, s, ¢, m) € § notieren, bedeu-
tet: Ist 7" im Zustand s und befindet sich der Schreib-/Lesekopf (im Folgenden kurz
S-/L-Kopf) unter dem Symbol b, dann geht T in den Zustand s’ iiber, iiberschreibt
b mit dem Symbol ¢ und fiihrt die Bewegung m aus. Ist m =+«—, dann geht der
S-/L-Kopf eine Position nach links, ist m = —, geht er eine Position nach rechts,
ist m = —, dann bewegt er sich nicht. Die Funktion  beschreibt also das Bearbeiten
des Arbeitsbandes sowie die Zustandsinderungen.

Der aktuelle Stand einer Bearbeitung wird beschrieben durch eine Konfiguration
k=asfeloSol™ mitael™, se8, el

die den aktuellen kompletten Bandinhalt sowie die Position des S-/L-Kopfes auf dem
Arbeitswort festhilt (siehe Abbildung 3.1). « ist der Teil des Arbeitswortes, der links
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vor dem Kopf steht; in Abbildung 3.1ista =ay...am,a; €', 1 <i <m, m > 0.
(1], der erste Buchstabe von (3, ist das Symbol, an dem sich der Kopf befindet (in
Abbildung 3.1 ist 8[1] = b), und 5[2,|5]] ist der Teil des Arbeitswortes rechts vom
Kopf (in Abbildung 3.1 ist 5[j + 1] = b;, 1 < j < n,n > 0). Es sei

Kp=T*oSolT"
die Menge der Konfigurationen von T'.

Wenn wir tatséchlich immer den kompletten Inhalt des beidseitig unendlichen Arbeits-
bandes einer Turingmaschine betrachten wiirden, bestiinden ein Prifix von « und ein
Postfix von 3 jeweils aus unendlich vielen Blanksymbolen. Deshalb stellen wir nicht
den kompletten Inhalt dar, sondern nur den endlichen Ausschnitt, der aktuell von In-
teresse ist. Das heif3t in der Regel, dass o mit hochstens einem Blanksymbol beginnt,
[ mit hochstens einem oder zwei Blanksymbolen endet und die anderen Buchstaben
von « und /3 — falls vorhanden — ungleich dem Blanksymbol sind.

Definition 3.2  Die Arbeitsweise, d. h. die Berechnung, die eine Turingmaschine mit
einer Eingabe durchfiihrt, wird durch Konfigurationsiibergange beschrieben. Die
Menge der moglichen Konfigurationsiibergdnge von T’

= g KT X KT
ist fiir b, ¢ € T definiert durch

aas'cB, falls (s,b,s',¢,—) €6, aa,f € T*
aasbB F { aacs'B, falls (s,b,s',¢,—) €45, aa € T* B €T, (3.2)
as'acB, falls (s,b,s',¢c,<)€d, a,€T* a€cl.

Im ersten Fall wird das Symbol b, das der Automat liest, durch c ersetzt, und der
S-/L-Kopf bleibt unverdndert. Im zweiten Fall wird b ersetzt durch ¢, und der Kopf
geht nach rechts. Im dritten Fall wird b durch c ersetzt, und der Kopf geht eine
Position nach links.

Die Berechnung einer Turingmaschine beginnt mit einer Startkonfiguration sgw:
Der S-/L-Kopf befindet sich unter dem ersten Buchstaben der Eingabe w € B* Die
Startkonfiguration so# bedeutet, dass die Eingabe die leere Bitfolge ¢ ist.
Konfigurationen at,3 und at,.3 mit o € I'*, 8 € I't heiBen akzeptierende bzw.
verwerfende Konfigurationen. Da § total auf (S — {¢4,t,}) x I' definiert ist, sind
akzeptierende und verwerfende Konfigurationen die einzigen Konfigurationen, bei de-
nen die Bearbeitung anhilt, weil fiir diese kein weiterer Konfigurationsiibergang mehr
moglich ist. Deswegen heiflen diese Konfigurationen auch Haltekonfigurationen.
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Definition 3.3  Sei T = (T', S, 6, S0, #, ta, t) eine Turingmaschine. Eine Eingabe
w € B* wird von T akzeptiert, falls «, 0 € ['* existieren mit sow F* at,(; w wird
von T verworfen, falls o, 3 € T'* existieren mit sow =* «at,.(.

Konfigurationsfolgen miissen nicht endlich sein. Ist z. B. eine Konfiguration ausf3 er-
reicht und die Zustandsiiberfiihrung (s, 8[1], s, 8[1], —) € § gegeben, dann verharrt
die Maschine in dieser Konfiguration und erreicht keine Haltekonfiguration.

Fiir eine Eingabe w € B* gibt es also drei Mdoglichkeiten: Nach endlich vielen
Konfigurationsiibergéngen

e stoppt die Bearbeitung in einer akzeptierenden
e oder in einer verwerfenden Konfiguration,

e oder die Bearbeitung terminiert nicht.

Definition 3.4  Eine deterministische Turingmaschine T definiert die Funktion
dr:B* - B
wie folgt:
1, w wirdvon T akzeptiert

Or(w) =< 0, w wirdvon T verworfen (3.3)
1, sonst

Die von T akzeptierte Sprache ist die Menge

L(T) ={w e B" | Pr(w) =1} 3.4
der von T akzeptierten Bitfolgen. Eine Menge . C B* heifit Turing-akzeptierbar,
falls eine Turingmaschine T existiert mit L = L(T'). T' heifit Turing-Akzeptor fiir L.

Wir bezeichnen mit DTA die Klasse der von deterministischen Turingmaschinen
akzeptierbaren Mengen.

Eine Menge L C B* heifit Turing-entscheidbar, falls eine Turingmaschine T’ existiert
mit Def (®1) = B* und L = L(T). T heifit Turing-Entscheider fiir L.

Wir bezeichnen mit DTE die Klasse der von deterministischen Turingmaschinen
entscheidbaren Mengen.

Turing-Entscheider terminieren also fiir jede Eingabe in einer Haltekonfiguration:
Eine Eingabe wird entweder akzeptiert oder verworfen. Turing-Akzeptoren konnen
bei einer Eingabe ebenfalls in eine Haltekonfiguration gelangen, sie konnen aber auch
nicht terminieren.
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Bemerkung 3.1 Sei L C B*, w € B* und T eine Turingmaschine.

a) Gilt o7 (w) = 0 oder 1 (w) = 1, dann nennen wir 0 bzw. 1 auch die Ausgabe
von T' bei Eingabe w.

b) Gilt 1 (w) = x1(w) oder Orp(w) =
dass T’ die Funktion x 1, bzw. die Funktion x

" (w) fiir alle w € B*, dann sagen wir,
" berechnet.

Wir konnen Turing-Akzeptoren so umformen, dass sie auch in den Fillen, in denen
sie in eine verwerfende Konfiguration gelangen, nicht terminieren: Dazu ergiinzen wir
die Zustandsiiberfiihrung durch die Anweisungen §(¢,,a) = (t.,a, —) firallea € T.
Wir verstoBen damit allerdings gegen die Bedingung (3.1). Da Turing-Akzeptoren

aber keinen verwerfenden Zustand bendtigen, konnen wir deren Definition verdndern
in: T = (T, 5,0, s0, #, to) mit

§:(S—{ta}) xT — S x T x {e,—,—1}. (3.5)

Mit der so verdnderten Definition von Turing-Akzeptoren gilt:

Folgerung 3.1 Sei L C B*, dann gilt:

a) L € DTA genau dann, wenn ein Turing-Akzeptor T' existiert mit

1 L
¢ﬂw={i Z;Lj (3.6)

Wegen dieses Ausgabeverhaltens konnten Turing-Akzeptoren auch Turing-Semi-Ent-
scheider genannt werden.

b) L € DTE genau dann, wenn ein Turing-Entscheider I existiert mit

1 L
%ﬂw—{d ZZLf 3.7)

¢) Aus a) und b) folgt unmittelbar: DTE C DTA.

Wir konnen jetzt insbesondere die Definition 2.1 vervollstdndigen, indem wir die na-
tiirlichen Zahlen fiir die Berechnung der charakteristischen und semi-charakteristi-
schen Funktionen von Teilmengen A C Ny mithilfe der in Abschnitt 2.6 eingefiihrten
Bijektion v : Ny — B* codieren.

Definition 3.5 a) Eine Menge A C Ny ist entscheidbar genau dann, wenn ein
Turing-Entscheider T existiert mit x o(z) = @ (v(x)) fiir alle © € Ny.
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b) Eine Menge A C Ny ist semi-entscheidbar genau dann, wenn ein Turing-Akzeptor
T existiert mit x'y () = O (v(z)) fiir alle x € Ny,.

Mit der Umkehrfunktion 75 : B* — Ny von v erhalten wir:

Folgerung 3.2  a) Eine Menge A C Ny ist entscheidbar genau dann, wenn ein
Turing-Entscheider T existiert mit A = 1g(L(T)).

b) Eine Menge A C N ist semi-entscheidbar genau dann, wenn ein Turing-Akzeptor
T existiert mit A = 1(L(T)).

Im Folgenden vernachlédssigen wir aus schreibtechnischen Griinden die Codierungen
v und 7 und schreiben (1) anstelle von x4(z) = ®r(v(z)) nur ya(z) = O (z)
bzw. (2) anstelle von x4 (z) = ®r(v(x)) nur x'y(z) = @ (z). Analog schreiben
wir anstelle von A = 7g(L(T)) nur A = L(T). Im Fall (1) nennen wir T einen
Entscheider fiir A, entsprechend nennen wir im Fall (2) T einen Akzeptor fiir A.

Beispiel 3.1  Wir wollen uns eine Turingmaschine iiberlegen, welche die charak-
teristische Funktion der Sprache L = {0™1™ | n € Ny} berechnet. Die Grundidee
ist, dass die Maschine wiederholt von links nach rechts lduft, dabei iiberpriift, ob
das erste Symbol eine 0 ist, gegebenenfalls diese mit einem Blank iiberschreibt, zum
Ende lduft und iiberpriift, ob das letzte Symbol eine 1 ist. Falls ja, wird diese mit
einem Blank tiberschrieben, und der S-/L-Kopf kehrt an den Anfang des aktuellen
Wortes zuriick. Dort wird mit einem neuen Durchlauf begonnen. Ist die Konfiguration
vor einem Durchlauf s0*1%, dann ist die Konfiguration vor dem niichsten Durchlauf
s0F=115=1 5t die Eingabe 0" 1™, also ein Wort aus L, dann stehen nach n solchen
Durchldufen nur noch Blanks auf dem Band, was dem leeren Wort entspricht. Da das
leere Wort zur Sprache gehort, geht die Maschine in den Zustand t,. Ist die Eingabe
kein Wort aus L, wird der beschriebene Ablauf unterbrochen, und die Maschine geht
in den Zustand t,.

Das beschriebene Verfahren wird mit der folgenden Maschine realisiert:

T = ({0’ 15 #} ) {57 50,2, 21, ta7 t?‘} 3 5) S, #a tav tr)
mit
0 ={(s,#,ta,#,—), das leere Wort wird akzeptiert
s,0, 50, #, —), die ndichste 0 wird iiberschrieben
50,0, s0,0, —), zum Ende laufen, iiber Nullen
S0, 1, 80,1, —), und Einsen hinweg
805 H 21, #, <), am Ende angekommen, ein Symbol zuriick

(
(
(
(
(
(

21,1, 2, #, <), priifen, ob 1, dann zuriick
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(#1,0,t.,0,—), falls 0, Eingabe verwerfen

(z1, 7, tr, #,—), falls Band leer, Eingabe verwerfen
(z,1,2,1, ), zuriick iiber alle Einsen

(2,0, 2,0, <), und Nullen

(2, #, s, #, —), am Wortanfang angekommen, neue Runde
(s,1,t,,1,—)} Anfangssymbol ist 1, Eingabe verwerfen

Wir testen das Programm mit den Eingaben 0011, 001 und 011:

s0011 F sg011 F 05911 = 01sgl = 011sp# F 01211 F 0z1 F 201 F 2401
FsOlF sl b 1so# 211 F 2# F s# -t #

s001 F 5901 = 0sgl - 01so# - 0211 F 20 F 2#0 F sO0 F so# F 214 - t.#

SO11F soll - 1sgl F 11sp# 1291 F 21 F 2#1 F sl - t,.1

Es gilt also ®7(0011) = 1, &7(001) = 0 sowie ®7(011) = 0. Es kann gezeigt
werden, dass x1,(x) = O (z) fiir alle x € B* gilt.

Es ist Ts(0™1™) = 27(2" 4+ 1) — 1. Sei
A={2"(2"+1)—1|neNo}={1,519,71,271,...}

dann gilt (mit der oben vereinbarten Schreibweise) A = L(T'), und A ist entscheidbar.

Ubung 3.1  Konstruieren Sie einen Turing-Entscheider fiir die Sprache
L={ww|weB*}

Testen Sie diesen mit den Folgen 1001, 0111 und 111/

Bemerkung 3.2  a) Aufgrund der Definitionen 3.5 und 2.3 haben wir mit den Tu-
ringmaschinen eine mathematische Definition fiir Algorithmen bzw. fiir Programme
und damit auch fiir die Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit von Mengen bzw.
fiir die Berechenbarkeit von Funktionen. Bisher war die Definition ,Eine Funkti-
on ist berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der sie berechnet,” eine infor-
melle Beschreibung. Nun haben wir eine formale Definition fiir die Berechenbarkeit
von Funktionen: Eine Funktion f : N& — Ny ist berechenbar, wenn es eine Turing-
maschine gibt, die X/Gf berechnet. Wir sehen ab jetzt ein Berechnungsverfahren als
Algorithmus an, wenn dieser als eine Turingmaschine implementiert werden kann.
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b) Sei die Funktion f : N’g — Ng berechenbar und T ein Semi-Entscheider von X/Gf-
Gilt X/Gf (z1,...,zk,y) = 1, dann nennen wir y die Ausgabe von T bei Eingabe von
(x1,...,x ) und schreiben dafiir &7(x1,..., 2 ) = y.

3.2 Varianten von Turingmaschinen

Turingmaschinen mit einseitig beschrinktem Arbeitsband

In der Definition 3.1 ist das Arbeitsband beidseitig unbeschriankt. Man kann das Band
einseitig — z. B. nach links — beschrénken ohne Verlust von Berechnungskraft. Es ist
klar, dass eine einseitig beschrinkte Maschine durch eine beidseitig unbeschrinkte un-
mittelbar simuliert werden kann. Will man eine unbeschrinkte Maschine 1" durch eine
einseitig beschrinkte Maschine T” simulieren, dann muss 7" immer dann, wenn T ein
Symbol nach links iiber das Bandende hinausgehen mochte, in ein Unterprogramm
verzweigen, das den kompletten Bandinhalt eine Position nach rechts verschiebt und
dann wie 7" fortfahrt.

Mehrband-Maschinen

Man kann Turingautomaten auch mit m Arbeitsbiandern, m > 1, mit jeweils eigenem
S-/L-Kopf definieren. In Abhéingigkeit vom aktuellen Zustand und den Symbolen, un-
ter denen sich die m S-/L-Kopfe auf ihren jeweiligen Bindern befinden, geht eine
m-bédndige Turingmaschine in einen neuen Zustand iiber, iiberschreibt die gelesenen
Symbole mit neuen Symbolen und bewegt die einzelnen Kopfe unabhingig voneinan-
der entweder eine Position nach links, eine Position nach rechts oder lisst sie stehen.
Die Zustandsiiberfiihrung ist also eine Funktion der Art

§:(S —{ta,ty} xT™ = S x I x {,—,—}".

Die Menge der Konfigurationen ist gegeben durch K = S x (I'* o {1} o I'*)™. Eine
Konfiguration (s, @131, . . . , @m16m) beschreibt, dass die Maschine sich im Zustand
s befindet, der Inhalt von Band ¢ gleich «;3; ist und der S-/L-Kopf von Band 7 unter
dem Symbol 3;[1] steht.

Mehrband-Maschinen sind oft vorteilhaft bei der Berechnung von mehrstelligen
Funktionen f : Nf — Ny, d.h. fiir die (Semi-) Entscheidung von G y: Die k Kompo-
nenten der Eingabe werden auf £ Eingabebénder geschrieben und die Ausgabe auf ein
Ausgabeband. Weitere Bénder konnen als Hilfsbiander dienen. Eine solche Maschine
hat dann £ + 1 und mehr Arbeitsbinder. Die Verfiigbarkeit von mehr als einem Ar-
beitsband erhoht die Miachtigkeit von Turingmaschinen nicht, denn jede Maschine mit
mehr als einem Band kann durch eine mit nur einem Band simuliert werden.
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Ubung 3.2 Konstruieren Sie eine Maschine mit zwei Biindern, die die charakteris-
tische Funktion der Sprache L = {0"1"™ | n € No} berechnet!

Mithilfe von Mehrbandmaschinen kann man zeigen, dass die Komposition berechen-
barer Funktionen berechenbar ist.

Satz3.1 Es seien f,g : Nyg — Ng berechenbare Funktionen, dann ist ihre
Komposition h = f o g, definiert durch h(x) = f(g(x)), berechenbar.

Ubung 3.3  Beweisen Sie Satz 3.1!

Bemerkung 3.3  Ist T}, die Turingmaschine, die die Komposition h = f o g durch
geeignetes Zusammensetzen der Maschinen Ty und T, berechnet (wie z. B. durch
die in der Losung von Ubung 3.3 beschriebenen Konstruktion), dann schreiben wir
Ty =Tf o Ty.

Mehrere Schreib-/Lesekopfe

Eine weitere Variante lidsst auf Arbeitsbandern mehrere S-/L-Kopfe zu. Auch solche
Maschinen konnen durch Maschinen mit nur einem S-/L-Kopf pro Band simuliert
werden.

k-dimensionales Arbeitsband

Ein k-dimensionales Arbeitsband kann man sich als k-dimensionales Array von Fel-
dern vorstellen, das in alle 2k Richtungen unbeschrinkt ist (im Fall £ = 2 kann
man sich das Array als eine in alle vier Richtungen unendliche Matrix vorstellen).
In Abhingigkeit vom aktuellen Zustand und dem Feldinhalt der Position, an der sich
der S-/L-Kopf befindet, geht die Maschine in einen Folgezustand iiber, iiberschreibt
den Feldinhalt, und der S-/L-Kopf bewegt sich auf ein Nachbarfeld in einer der 2k
Richtungen. Auch Maschinen dieser Art konnen durch Einband-Maschinen simuliert
werden.

In den Abschnitten 3.5 und 3.7 werden wir noch zwei weitere Varianten von Turing-
maschinen — sogenannte Verifizierer sowie nicht deterministische Turingmaschi-
nen — kennenlernen und ausfiihrlicher betrachten als die oben nur kurz erlduterten Va-
rianten, denn diese beiden Varianten haben eine groflere theoretische und praktische
Bedeutung als die anderen.
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Alle erwihnten Varianten konnen sich gegenseitig simulieren, berechnen somit
dieselbe Klasse von Funktionen — sie sind berechnungséquivalent.

Definition 3.6  Zwei Turingmaschinen Ty und Ts (die nicht von derselben Variante
sein miissen) heiffen dquivalent genau dann, wenn @, (w) = Op,(w) fiir alle
w € B*gilt, d. h., wenn sie dieselbe Funktion berechnen.

3.3 Churchsche These

Neben dem Begriff der Berechenbarkeit, den wir in der obigen Definition mit Turing-
Berechenbarkeit festgelegt haben, haben wir auch den Begriff Algorithmus mathema-
tisch prézisiert: Ein Algorithmus ist als formales Berechnungsverfahren zum jetzigen
Zeitpunkt durch den Begriff der Turingmaschine definiert. Eine Funktion ist algorith-
misch berechenbar, falls es einen Algorithmus — hier eine Turingmaschine — gibt, der
sie berechnet.

Neben der Turing-Berechenbarkeit gibt es eine Reihe weiterer Berechenbar-
keitskonzepte, wie z. B.

e s-rekursive Funktionen,

e Random Access-Maschinen,
e Markov-Algorithmen,

e \-Kalkiil,

e While-Programme,

e Goto-Programme,

e Programmiersprachen wie C++ und Java, deren Programme auf Rechnern mit
beliebig grolem Speicher ausgefiihrt werden.

Wir wollen jedes dieser Konzepte als Programmiersprache verstehen. Sei M der Na-
me fiir eine Programmiersprache, z. B. M = 7 fiir die durch die Menge aller Turing-
maschinen 7 gegebene Programmiersprache. Ist eine Funktion f : N5 — Ny in der
Sprache M durch ein Programm A berechenbar, dann schreiben wir: f = tI’EL‘M).

Es kann gezeigt werden: Sind M; und My zwei der oben genannten Program-
miersprachen, dann existiert zu jedem Programm A € M ein Programm B € M,
mit <I>(AM1) = (I)SBMQ), und zu jedem Programm B € M, existiert ein Programm
A € M mit <I>53M2) = <I>54M1). Die Berechenbarkeitskonzepte sind also, obwohl
sie sich (duBerlich) sehr voneinander unterscheiden, zueinander dquivalent, und damit
sind alle #quivalent zur Turing-Berechenbarkeit. Diese Aquivalenz ist die Basis fiir
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die Churchsche These.?> Wir werden im Abschnitt 5.4.4 die Existenz von Ubersetzern
zwischen Programmiersprachen beweisen.

Churchsche These Die Menge der Turing-berechenbaren Funktionen ist genau
die Menge der im intuitiven Sinne berechenbaren Funktionen.

Wir nennen die Berechenbarkeitskonzepte, die dquivalent zur Turing-Berechenbarkeit
sind, vollstindig. Beispiele fiir vollstindige Berechenbarkeitskonzepte sind die oben
aufgelisteten.

Gemif der Churchschen These brauchen wir also nicht mehr zwischen unter-
schiedlichen vollstindigen Berechenbarkeitskonzepten zu unterscheiden, z.B. zwi-
schen Turing-Berechenbarkeit und While-Berechenbarkeit, sondern konnen unabhiin-
gig von dem im Einzelfall verwendeten Konzept allgemein von Berechenbarkeit spre-
chen. Wenn eine Funktion f : N’g — Ny Turing-berechenbar ist, d.h., wenn es ein
Turingprogramm 7" € 7 gibt, das f berechnet, miissen wir das nicht explizit angeben:
Anstelle von f = <I>£FT) konnen wir lediglich f = ®¢ schreiben (wie wir das bisher
auch gemacht haben).

Ebenso werden wir im Folgenden, wenn gezeigt werden soll, dass eine Funktion
f: N{}' — Np berechenbar ist, dies nicht immer dadurch belegen, dass wir eine Tu-
ringmaschine fiir f programmieren, sondern dadurch, dass wir einen Algorithmus —
mehr oder weniger informell — in einer Programmiersprachen @hnlichen Form ange-
ben — wohl wissend, dass wir auch eine Turingmaschine oder ein Java-Programm zur
Berechnung der Funktion angeben konnten. Pseudoformal notierte Programme sind
oft verstdndlicher als Turingmaschinen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit R(¥) die Menge der total berechenbaren k-stelli-

gen Funktionen und mit P(*) die Menge der (partiell) berechenbaren k-stelligen
Funktionen und fassen diese mit

R=[JR® und P = JP® (3.8)

k>0 k>0

zur Menge aller total berechenbaren bzw. zur Menge aller berechenbaren Funk-
tionen zusammen.

Ubung 3.4  Zeigen Sie, dass R C P gilt!

3Diese These, auch Church-Turing-These genannt, wurde vorgeschlagen und begriindet von Alonzo
Church (1903-1995), amerikanischer Mathematiker und Logiker, der — wie sein Schiiler Kleene — wesent-
liche Beitrige zur mathematischen Logik und Berechenbarkeitstheorie geleistet hat.
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3.4 Entscheidbare, semi-entscheidbare und
rekursiv-aufzihlbare Mengen

In diesem Abschnitt werden wir grundlegende Eigenschaften von entscheidbaren und
semi-entscheidbaren Mengen betrachten. Des Weiteren werden wir den Begriff der re-
kursiven Aufzihlbarkeit von Mengen einfiihren und zeigen, dass die rekursiv-aufzihl-
baren Mengen genau die semi-entscheidbaren Mengen sind. Aus diesem Grund haben
wir im Abschnitt 2.7 die Klasse der semi-entscheidbaren Mengen rekursiv-aufzihlbar
genannt und entsprechend mit RE bezeichnet.

Satz 3.2  a) Ist die Menge A C Ny entscheidbar, dann ist auch ihr Komplement A
entscheidbar.

b) Eine Menge A C Ny ist entscheidbar genau dann, wenn A und A semi-entscheid-
bar sind.

Beweis a) Sei T eine Turingmaschine, die x o berechnet. Daraus konstruieren wir
die Maschine T' wie folgt: T und T’ sind identisch bis auf das Ausgabeverhalten.
Falls T eine 1 ausgibt, dann gibt T' eine 0 aus, und falls T eine 0 ausgibt, dann gibt
T’ eine 1 aus.

b) ,=“: Sei T eine Turingmaschine, die x o berechnet. Daraus konstruieren wir die
Maschine T' wie folgt: T und T' sind identisch bis auf das Ausgabeverhalten. Falls
T eine 1 ausgibt, dann gibt T’ eine 1 aus, und falls T eine 0 ausgibt, dann liuft T’
unendlich weiter nach rechts (siehe Ubung 3.4). Es folgt ®+ = X';. Die Funktion x',
ist also berechenbar, und damit ist A semi-entscheidbar. Wir haben also gezeigt: Ist A
entscheidbar, dann ist A auch semi-entscheidbar. Hieraus folgt mithilfe von a): Ist A
entscheidbar, dann ist A semi-entscheidbar.

,=“: Sei T'y eine Turingmaschine, die qu berechnet, und sei T'; eine Turingma-
schine, die XIZ berechnet. Wir konstruieren eine 2-Bandmaschine T, die auf dem
ersten Band die Maschine T4 und auf dem zweiten Band die Maschine T simuliert.
Dabei werden die Konfigurationsiiberginge von T4 und T schrittweise parallel
durchgefiihrt. Da eine Eingabe x entweder ein Element von A oder ein Element von
Aist, wird im ersten Fall ®1,(x) = 1 und im anderen Fall ®1._(x) = 1 sein. Die
Maschine T, die quasi T'y und Tz parallel ausfiihrt, terminiert also in jedem Fall. Ist
&7, (x) = 1, dann gibt T eine 1 aus, ist r,,(x) = 1, dann gibt T' eine 0 aus. Es
folgt &1 = x a. x a ist also berechenbar, und damit ist A entscheidbar.

Satz 3.3 a) Ist A C Ny endlich, dann ist A € R.

b) Sind A, B € R, dann gilt A, AU B, AN B € R.
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algorithm PN; // P(rim)N(ummerierung)
input: i € Ny;
output: i-te Primzahl p(i);
k:=0;n:=2;
while £ < ¢ do
if n prim then k := k + 1 endif;
n:=n+1;
endwhile;
returnn — 1
endalgorithm

Abbildung 3.2: Algorithmus zur rekursiven Aufzihlung der Primzahlen

Ubung 3.5  Beweisen Sie Satz 3.3!

Definition 3.7  Eine Menge A C Ny heifst rekursiv-aufzihlbar genau dann, wenn
A = () ist oder wenn A # () ist und eine total berechenbare Funktion f : Ng — Ny
mit W (f) = A existiert.

Wenn f eine rekursive Aufzihlung einer nicht leeren Menge A C Ny ist, dann gilt
A ={f(0), f(1), f(2),...}. Die Aufzihlung f nummeriert also genau die Elemente
von A. Da f nicht injektiv sein muss, konnen Elemente von A mehr als eine Nummer,
sogar unendlich viele Nummern haben. Da f total ist, wird jeder Nummer ein Wort
aus L zugeordnet.

Beispiel 3.2  Die Menge der Primzahlen P ist rekursiv-aufzdhlbar. Es gibt Algorith-
men zum Test von natiirlichen Zahlen auf Primalitiit, z. B. das Sieb des Eratosthenes.
Der Algorithmus PN in Abb. 3.2 berechnet die totale Funktion p : Ng — Ny, definiert
durch p(i) = p;, und p; ist die i-te Primzahl: ®py = p.

Der folgende Satz zeigt die bereits in der Einleitung des Abschnitts angedeutete Aqui-
valenz der Begriffe Semi-Entscheidbarkeit und rekursive Aufzéihlbarkeit.

Satz3.4 Essei A C Ny, dann gilt:
a) A ist rekursiv-aufzihlbar genau dann, wenn A semi-entscheidbar ist.

b) A ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn eine berechenbare Funktion g:Ng— Ny
existiert mit Def (g) = A.
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Beweis a) ,=“: Sei A = (). Dann ist X'y : Ng — B, definiert durch x'y(z) = L,
fiir alle x € Ny berechenbar (sieche Losung zur Ubung 3.4).

Sei A # () rekursiv aufzihlbar. Dann gib es eine total berechenbare Funktion
f:No — Nomit W(f) = A. Sei T eine Turingmaschine, die f berechnet: &1 = f.
Abb. 3.3 zeigt das Programm X, das x'y mithilfe der rekursiven Aufzihlung ®1 be-
rechnet. Ist die Eingabe © € A, dann ist x € W (f), und es existiert eine Nummer i
mit f(i) = x. Das Programm X findet die kleinste Nummer mit dieser Eigenschaft
und gibt eine 1 aus; es gilt also ®x (x) = 1 in diesem Fall. Ist die Eingabe © ¢ A,
dann gibt es kein i mit f(i) = x, und das Programm terminiert nicht. Es gilt somit
@y (x) = L. Insgesamt folgt x (x) = x4 (x), damit ist A semi-entscheidbar:

“«

=
zeigen.
Sei also A # 0, dann enthiilt A mindestens ein Element. Wir wiihlen irgendein Ele-
ment von A — etwa das kleinste — aus und nennen dieses j. Da A semi-entscheidbar
ist, ist X'y berechenbar. Sei X ein Algorithmus, der x’'y berechnet: ®x = x'y. Der
Algorithmus F' in Abb. 3.4 berechnet mithilfe von ® x eine rekursive Aufzdhlung von
A. F benutzt die beiden Umkehrfunktionen der Cantorschen Paarungsfunktion um si-
cherzustellen, dass F fiir jede Eingabe v € N terminiert, ®r also total ist (P x ist
nicht total definiert, wenn A C Ny ist).

Ist A = (), dann ist A per se rekursiv aufziihlbar, und es ist nichts weiter zu

Der Algorithmus F' muss Folgendes leisten, damit ®  total sowie A = W (@ p) ist:

(1) Jedem n € Ny muss ein x € A zugeordnet werden, d. h., ® p muss total und es
muss W(®p) C A sein.

(2) Allen i € A muss mindestens ein n € Ng zugeordnet werden, d. h., es muss
A CW(Pp) sein.

Zu (1): Zun € Ny existieren eineindeutig i und k mitn = (i, k). Ist i € A und stoppt
X bei Eingabe i in k Schritten, dann wird n die Nummer x = i zugeordnet.

Ist i ¢ A, dann ist x'4(i) = L. Deshalb gibt es keine Schrittzahl k, fiir die das
Programm X bei Eingabe i anhdilt. Somit wird fiir dieses i den Elementenn = (i, k)
fiir alle k € Ng die Ausgabe x = j zugeordnet.

In jedem Fall gilt also ®r(n) = x € A fiir alle n € Ny. Die Funktion @ ist also
total und W(®p) = ®p(Ny) C A.

Zu (2): Sei i € A, dann ist x',(i) = 1. Deshalb gibt es eine Schrittzahl k, bei der
das Programm X bei Eingabe i stoppt. Damit ist n = (i, k) eindeutig durch i und k
bestimmt. Zu i € A existiert also eine Nummer n, d. h., zu i € A existiert n € Ng mit
(I)F(’I’L) =14, d h,esist A - (I’F(No) = W((I’F)

b) Wegen a) konnen wir die Behauptung dndern in: A ist semi-entscheidbar genau
dann, wenn eine berechenbare Funktion g : Nog — Ny existiert mit Def (g) = A.

“«

,=“: Ist A semi-entscheidbar, dann ist x'y berechenbar. Wir setzen g(x) = X'y (x)
fiir alle & € Ny. Dann ist g berechenbar und Def (g) = Def (x/4) = A.
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“«

,<=“: Sei G ein Programm, das g berechnet: ®c = g. Der Algorithmus X in
Abb. 3.5 berechnet x'y: Fiir ein x € Ny sucht X sukzessive einen Wert y € Ny
mit g(x) = y. Falls ein solcher existiert, d. h., wenn x € Def(g) ist, gibt X eine 1
aus; falls ein solcher nicht existiert, d. h., wenn x ¢ Def(g) ist, dann terminiert X
nicht, es ist also ®x (x) = L fiir diese x. Insgesamt folgt: ®x = x'y. Damit ist X'y
berechenbar, A ist also semi-entscheidbar.

algorithm X;
input: x € Ny;
output: 1 falls z € A;
1:=0;
while @1 (i) # « do
=1+ 1;
endwhile;
return 1
endalgorithm

Abbildung 3.3: Algorithmus X zur Berechnung von x’, mithilfe einer rekursiven
Aufzihlung von A

algorithm F;
input: n € Ny;
output: ein Element z € A;

ii=((n)g!) s k= ((n)3h) 5

if X bei Eingabe von ¢ in k Schritten stoppt und 1 ausgibt
then x :=1¢
else xr :=j
endif;
return x
endalgorithm

Abbildung 3.4: Algorithmus F' zur Berechnung einer rekursiven Aufzéhlung von
A mithilfe von x’,

Satz3.5 Sind A, B € RE, dann gilt AU B, AN B € RE.
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algorithm X;
input: x € Ny;
output: 1 falls z € A;
y =0
while & (x) # y do
yi=y+1L
endwhile;
return 1
endalgorithm

Abbildung 3.5: Algorithmus X zur Berechnung von x’, mithilfe der Funktion g

Ubung 3.6  Beweisen Sie Satz 3.5!

Der Satz 3.5 b) besagt, dass die Klasse R abgeschlossen gegen Komplement, Vereini-
gung und Durchschnitt ist, wihrend der obige Satz besagt, dass die Klasse RE abge-
schlossen gegen Vereinigung und Durchschnitt ist. RE ist nicht abgeschlossen gegen
Komplement; das werden wir in Kapitel 6 (sieche Satz 6.5 b) zeigen.

Ubung 3.7  Sei A C Ny. Zeigen Sie:

a) A ist entscheidbar genau dann, wenn eine Turingmaschine existiert, welche die
Elemente von A der Grife nach auf ein Band schreibt.

b) A ist semi-entscheidbar genau dann, wenn eine Turingmaschine existiert, welche
die Elemente von A auf ein Band schreibt.

Es ist oftmals hilfreich, die Frage nach der Entscheidbarkeit einer Menge A auf die
Entscheidbarkeit einer anderen Menge B zuriickzufiihren, und zwar in folgendem Sin-
ne: Ist die Entscheidbarkeit von B geklart, ldsst sich daraus die Frage nach der Ent-
scheidbarkeit von A beantworten.

Definition 3.8  Die Menge A C Ny heifst reduzierbar auf die Menge B C N, falls
es eine total berechenbare Funktion f : Ny — Ny gibt mit

x € A genau dann, wenn f(x) € B fiir alle © € Ny

Ist A reduzierbar auf B (mittels der total berechenbaren Funktion f), so schreiben
wir A < B (oder A <; B, falls die Funktion, mit der die Reduktion vorgenommen
wird, genannt werden soll).
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Gilt A < B, dann konnen wir die Entscheidbarkeit von A auf B (algorithmisch) trans-
formieren: Ist B entscheidbar, d. h., gibt es ein Entscheidungsverfahren fiir B, dann
ist auch A entscheidbar. Um zu entscheiden, ob = € A ist, berechnen wir f(x) und
wenden auf das Ergebnis das Entscheidungsverfahren fiir B an. Ist f(z) € B, dann
istz € A;ist f(z) ¢ B, dannist z ¢ A. Der folgende Satz fasst diese Uberlegung
zusammen.

Satz3.6 Es sei A,B C Ny. Ist A < B und ist B entscheidbar oder semi-
entscheidbar, dann ist auch A entscheidbar bzw. semi-entscheidbar.

Beweis  Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall der Entscheidbarkeit, der Beweis
fiir den Fall der Semi-Entscheidbarkeit ist analog.

Es sei also A <y B, f : Ny — Ny eine total berechenbare Funktion, und B sei
entscheidbar, d. h., x B, die charakteristische Funktion von B, ist berechenbar. Wir
definieren die Funktion g : Ng — B durch g(x) = xp(f(z)). Fiir diese gilt:

e g ist die charakteristische Funktion von A, denn es ist

1 1, z€A

s =xett@)={ g 195 b ={ 5 Ted | -uw

e g ist berechenbar, denn f und x g sind berechenbar (siehe Satz 3.1).

Mit der Reduktion f und der charakteristischen Funktion von B kdnnen wir also
eine berechenbare charakteristische Funktion x4 = g fiir A angeben. A ist also
entscheidbar.

Wir werden Satz 3.6 des Ofteren im ,hegativen Sinne* anwenden:

Folgerung 3.3 Essei A, B C Ny. Ist A < B und A nicht entscheidbar oder nicht
semi-entscheidbar, dann ist auch B nicht entscheidbar bzw. nicht semi-entscheidbar.

3.5 Turing-Verifizierer

In diesem Abschnitt filhren wir eine weitere Variante von Turingmaschinen ein. Dazu
betrachten wir als Erstes ein in der Theoretischen Informatik bedeutendes Entschei-
dungsproblem: Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik, das allgemein mit SAT
(von englisch Satisfiability) bezeichnet wird.

SAT ist die Menge der erfiillbaren aussagenlogischen Formeln. Die Sprache .4
der aussagenlogischen Formeln wird gebildet aus Konstanten und Variablen, die mit
aussagenlogischen Operatoren miteinander verkniipft werden.
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Die Menge V' der aussagenlogischen Variablen wird iiber dem Alphabet {v, |}
nach folgenden Regeln gebildet:

(1) v isteine Variable: v € V.

(2) Falls « eine Variable ist, dann auch «

,d.h,ist € V, dann ist auch o| € V.

Mithilfe dieser Regeln ergibt sich: V' = {v|™ : n € Ng}. Wenn wir die Anzahl der
Striche als Index notieren, ergibt sich als Variablenmenge: V' = {vg, v1, v2,...}.

Die Menge der Operatorsymbole ist gegeben durch O = {0,1, -, A, V, (,)}. Uber
V und O werden die Elemente von A, die aussagenlogischen Formeln, nach folgen-
den Regeln gebildet:

(i) Die aussagenlogischen Konstanten 0,1 € O sind Formeln: 0,1 € A.
(i1) Auch Variablen sind bereits Formeln: fiir jede Variable o € V ist a € A.
(iii) Sind o, 8 € A, dann ist (a A 3), (o V ), 7 € A: Aus aussagenlogischen

Formeln werden mithilfe von Operatorsymbolen und Klammern neue Formeln
gebildet.

Beispiel 3.3  Beispiele fiir aussagenlogische Formeln sind:

-y

(1)5 N ’Ug)

(((U1 V (Ug VAN ’U3)) \ ﬁ(’U3 A ’04)) VAN ﬁ’l}5)
((0V o) A1)

Sei y € A, dann bestimmen wir die Menge V., der in v vorkommenden Variablen wie
folgt:

(i) Isty € {0,1}, dannist V,, = {}.
(ii) Isty € V,dannist V., = {v}.
(iii) Esist V, = Vj, falls v = —acist, sowie V, = V, U V3, falls v = (a A () oder
v=(aVpg)ist.
Beispiel 3.4  Mit diesen Regeln ergibt sich z. B. fiir die Formel

v = (((v1V (v Avz)) V =(vs Avg)) A —vs)
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die Variablenmenge

Vy = Vi@ v(wa Avs))V=(wsave)) Y Vaus
= Viorv(warvs)) Y Va(usavg) U {vs}
= Vo, U Viwanvs) U Viwgavg) U {vs}
— {01} UV, UViy UVay UV, U {05}
= {v1} U{v2} U {vs} U{vs} U{va} U {vs}

= {U17U2,1)3,/U4,’U5}.

Die Bedeutung einer Formel, d. h. ihr Wahrheitswert, ergibt sich durch Belegung der
Variablen mit Wahrheitswerten. Jeder Variablen v in +, also jedem v € V., wird
mit der Belegung 7 (Z steht fiir Interpretation) genau ein Wahrheitswert zugewiesen:
T : V, — B. Fiir jede Variable v € V, gibt es zwei mogliche Belegungen: Z(v) = 0
oder Z(v) = 1. Ist n die Anzahl der Variablen in v, also |V,| = n, dann gibt es 2"
mogliche Belegungen 7 : V, — B. Diese fassen wir in der Menge

Z,=B"={T|1:V,—B}

zusammen. Mit einer gewihlten Belegung Z € 7., wird die Interpretation Z*(-y)
der aussagenlogischen Formel v € A gemiR den folgenden Regeln berechnet:

(i) Fir~y € {0,1} sei Z*(0) = 0 und Z*(1) = 1: Die Konstanten werden un-
abhingig von der gegebenen Formel durch fest zugewiesene Wahrheitswerte

interpretiert.

(i) Z*(v) = Z(v): Die Variablen v € V,, der Formel y werden durch die gewihlte
Belegung 7 interpretiert.

(iii) Die Interpretation zusammengesetzter Formeln wird gemif folgender Regeln
fiir o, 8 € A berechnet:

Isty = (e A B),dann ist 7*(y) = I*(a A 8) = min {Z*(«),Z*(8) }.
Isty = (aV @), dannist Z*(y) = Z*(a V ) = max {Z* (), Z*(5)}.
Isty = —a, dann ist Z*(y) = Z*(—a) = 1 — Z* ().

Beispiel 3.5  Der besseren Lesbarkeit wegen nennen wir die Variablen in diesem
Beispiel nicht vq, vy und vs, sondern p, q und r. Wir betrachten die Formel

v=(pV(gAT)A=(gV—r))V0).
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Esist Vo, = {p,q,r}. Wir wiihlen die Belegung Z(p) = 1, Z(q) = 0 sowie Z(r) = 1.
Mit dieser Belegung ergibt sich gemdf3 den obigen Regeln folgende Interpretation:
I*(v)

— T°((pV (g A7) A~V ~r)) V)

max {Z*((p V (g A7) A (g V =), *(0)}

— max {min {T*(pV (g A7), T*(=(gV —r))} , 0)}

= max {min {max {Z*(p),Z" (¢ Ar)},1 —=Z*(qV —r)},0}

= max {min {max {Z(p), min {Z*(q),Z"(r)}},1 — max{Z*(q),Z*(-r)}}, 0}
= max {min {max {1, min {Z(q),Z(r)}},1 — max {Z(q),1 —Z*(r)}},0}
= max {min {max {1, min {0,1}} ,1 — max {0,1 —Z(r)}},0}

= max {min {max {1, min {0,1}} ,1 — max{0,1 — 1}},0}

= max {min {max {1,0},1 —0},0}

= max {min {1,1},0}

= max {1,0}

=1

Fiir die gewdhlte Belegung T ist der Wert der aussagenlogischen Formel also 1.

Ubung 3.8  Berechnen Sie den Wert der Formel  fiir weitere der insgesamt 2° = 8
moglichen Belegungen!

Eine aussagenlogische Formel @ € A heif3t erfiillbar, falls es eine Belegung Z € 7.,
gibt mit Z*(a) = 1, d.h., wenn die Variablen von « so mit 0 oder 1 belegt werden
konnen, dass die Auswertung von « insgesamt 1 ergibt. So ist die Formel -y aus obigem
Beispiel erfiillbar, denn die dort gewihlte Belegung macht die Formel wahr.

Die Formel @ = (vA—w) ist ein einfaches Beispiel fiir eine nicht erfiillbare Formel,
denn sowohl fiir die Belegung Z(v) = 1 als auch fiir die Belegung Z(v) = 0 gilt
I*(a) = 0.

Die Menge
SAT = {a € A| aisterfiillbar}

ist die Menge der erfiillbaren aussagenlogischen Formeln. Nach dem derzeitigen
Stand der Wissenschaft sind Entscheidungsverfahren, die feststellen, ob eine Formel
erfiillbar ist oder nicht, sehr aufwindig: Im schlimmsten Fall miissen die Werte einer
Formel mit n Variablen fiir alle 2" moglichen Belegungen ausgerechnet werden. Fiihrt
mindestens eine Belegung zum Ergebnis 1, dann gehort die Formel zu SA T, ansonsten
ist die Formel unerfiillbar.
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Da in Anwendungen, z. B. in Steuerungen von Industrieanlagen, Flugzeugen oder
medizinischen Geriten, logische Formeln mit 10000 und mehr Variablen verwen-
det werden, miissten fiir ihren Test 2'09°0 Belegungen berechnet werden. Das wiirde
selbst auf den aktuell schnellsten Rechnern mehrere Jahrhunderte dauern.

In der Berechenbarkeitstheorie hilft man sich bei Problemen dieser Art mit einem
Konzept, das bereits Turing vorgeschlagen hat: Um die charakteristische Funktion
einer Menge zu berechnen, kann eine Turingmaschine eine zusitzliche Information
benutzen.

Definition 3.9  Ein Turing-Akzeptor T' heif3t Verifizierer fiir L C B falls
L = {w € B* | es existiert ein © € B* mit (w,z) € L(T)}. (3.9)

x wird Zertifikat (auch: Zeuge, Beweis) fiir w genannt.

Wir nennen eine Menge, die von einem Verifizierer akzeptiert wird, verifizierbar. Wir
bezeichnen die Klasse der verifizierbaren Mengen mit V.

Die Arbeitsweise eines Verifizierers 7' kdnnen wir uns so vorstellen: Zu einem gege-
benen Wort w ,ridt* T' eine zusitzliche Information x (oder er befragt ein ,,Orakel
nach einem Hilfswort x), die auf ein zweites Arbeitsband geschrieben wird. Gibt es
ein Wort x, mithilfe dessen T bei der Bearbeitung von (w, z) eine 1 ausgibt, dann
gehort w zu L. Gibt es kein Zertifikat x, sodass T bei Eingabe (w, x) eine 1 ausgibt,
dannistw ¢ L.

Ein Verifizierer Tsy7 fiir SAT konnte wie folgt arbeiten: Zu einer (mit einer
geeigneten Codierung) eingegebenen aussagenlogischen Formel o mit n Variablen
v1,...,U, 1t Tgar eine Bitfolge x € B™ und belegt fiir 1 < ¢ < n die Variable
v; mit dem é-ten Bit x [i] von 2. Dann wertet Tsa7 die Formel o mit dieser Bele-
gung aus.

Bei Verifizierern wird davon ausgegangen, dass sie, wenn es fiir eine Eingabe w ein
Zertifikat o gibt, ein solches auch als Erstes erraten. Ist eine aussagenlogische Formel
a mit n Variablen erfiillbar, dann gibt es eine Belegung z € B", die « erfiillt, und
Tsar wird bei Eingabe « ein solches x ,,spontan erraten” und nach der Uberpriifung,
ob z erfiillend ist, eine 1 ausgeben. Gibt es kein Zertifikat fiir o, d. h., es gibt keine
erfiillende Belegung « fiir o, dann gibt T's47 eine O aus.

3.6 Aquivalenz von Turing-Akzeptoren und
Verifizierern

Es stellt sich nun die Frage, ob Verifizierer michtiger sind als Akzeptoren. Es ist
klar, dass jeder ,normale” Akzeptor auch ein Verifizierer ist; Akzeptoren benutzen
kein Orakel. Wir konnen einen Akzeptor T in einen dquivalenten Verifizierer Ty
transformieren, indem bei jeder Eingabe nur das leere Wort als Hilfswort zugelas-
sen ist, und jede Zustandsiiberfiihrung (s, a, s’,b,m) € 67 wird in die Uberfiihrung
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(s,a,#,s,b,m,—) € dp, transformiert. Der Verifizierer Ty ist eine 2-Bandmaschi-
ne, die auf dem ersten Band die Maschine T ausfiihrt und auf dem zweiten nichts
tut, da der S-/L-Kopf dort stehen bleibt. Dann gilt w € L(T') genau dann, wenn
(w,e) € L(Ty), und damit ist L(T') = L(Ty ). Es gilt also die néchste Folgerung.

Folgerung34 RECV.

Gilt auch die Umkehrung V' C RE und damit RE = V, oder gibt es verifizierbare
Sprachen, die nicht rekursiv-aufzéhlbar sind, gilt also RE C V?

Satz3.7 EsgiltRE=V.

Beweis Aus Folgerung 3.4 wissen wir, dass RE C V gilt. Wir miissen also noch
iiberlegen, ob auch N C RE gilt. Sei L € \V und T ein Verifizierer fiir L. Ein Akzeptor
T fiir L konnte den Verifizierer Ty, bei einer Eingabe w wie folgt simulieren: T4
erzeugt auf einem zweiten Arbeitsband sukzessive in langenlexikografischer Ordnung
alle Worter x iiber B. Fiir jedes x fiihrt T die Maschine Ty auf der Eingabe (w, x)
aus. Akzeptiert Ty, diese Eingabe, dann akzeptiert auch T'y und stoppt. Falls Ty, die
Eingabe nicht akzeptiert, bestimmt Ty den Nachfolger suc(x) von x und fiihrt Ty
auf der Eingabe (w, suc(x)) aus. Falls es ein Zertifikat x € B* fiir w gibt, d. h., es
ist (w,z) € L(Ty) und damit w € L, dann findet Ty dieses und akzeptiert w, womit
w € L(Tx) gilt. Gibt es kein Zertifikat fiir w, d. h., es ist w ¢ L, dann sucht Ty
immer weiter und stoppt nicht. Ty akzeptiert damit w nicht, es ist also w ¢ L(T4).
Insgesamt folgt L = L(T4) und damit L € RE.

3.7 Nicht deterministische Turingmaschinen

Sei T ein Verifizierer mit der Uberfiihrungsfunktion d. Fiir ein Eingabewort w € B*
ist jedes Wort x € B* ein mogliches Zertifikat. Deshalb kann es zu einem Zustand s
und einem Buchstaben a € B zwei Elemente b € B mit (s, a,b) € Def(5) geben. Wir
definieren eine neue Zustandsiiberfiihrung 4’ durch

8 (s,a) = {8(s,a,b) | (s,a,b) € Def(d)}.

Sei T” die Turingmaschine, die entsteht, wenn wir § durch ¢’ ersetzen. Die Funktion
d’ ist eine mengenwertige Funktion. Deshalb kénnen bei Abarbeitung eines Wortes w
durch 7" Konfigurationen jeweils bis zu zwei Folgekonfigurationen haben.

Turingmaschinen, bei denen die Zustandsiiberfiihrung eine mengenwertige Funk-
tion ist, werden nicht deterministisch genannt. Eine nicht deterministische Turing-
maschine akzeptiert ein Wort, falls es mindestens eine Konfigurationsfolge gibt, die
mit einer Ausgabekonfiguration endet.
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Allgemein ist also bei nicht deterministischen Turingmaschinen die Zustands-
tiberfithrung § eine mengenwertige Funktion

6: (S —{ta,tr}) xIT' — 9SXTx{——,~}

Falls fiir ein Paar (s,a) € S x T die Uberginge (s,a,s;,bj,m;) € §fir 1 < j <k
mit £ > 0 definiert sind, konnen wir dies auf folgende Weisen notieren:

(s,a,s1,b1,m1),...,(s,a, sk, bg, mg)

oder
(37 a, {(817 b17m1)7 sy (8k7 bky mk)})

oder
0(s,a) ={(s1,b1,m1),...,(Sk,bx, mg)}.

Es ist moglich, dass (s, a) = () ist; dies entspricht dem Fall & = 0. Das bedeutet, dass
es fiir die Konfigurationen asaf3 keine Folgekonfigurationen gibt, d. h., die Maschine
hilt an. Ist asaf keine Ausgabekonfiguration, ist ® fiir die Eingabe, die zu dieser
Konfiguration gefiihrt hat, nicht definiert.

Konfigurationen und Konfigurationsiibergénge sind fiir nicht deterministische Ma-
schinen genau so definiert wie fiir deterministische — wohl mit dem Unterschied, dass
eine Konfiguration asa fiir den Fall, dass |0(s, a)| > 1 ist, mehrere Folgekonfigura-
tionen haben kann.

Die Abarbeitung eines Wortes w € B* durch eine nicht deterministische Turingma-
schine T' = (T, S, 4, so, #, ta, t-) kann durch einen Konfigurationsbaum (auch: Be-
rechnungsbaum) Treep(w) représentiert werden. Die Knoten dieses Baums stellen
Konfigurationen dar; die Startkonfiguration sow ist die Wurzel von Treep(w). Stellt
ein Knoten die Konfiguration asa/3 dar und ist |§(s,a)| > 1, dann stellen die Folge-
konfigurationen die Nachfolger des Knotens asaf3 dar. Ist [6(s,a)| = 0, dann stellt
asaf ein Blatt des Baums dar. Ist s = t,, dann heif3it dieses Blatt akzeptierendes
Blatt, und der Weg von der Wurzel dorthin heif3t akzeptierender Pfad von w. Ist
s = t,, dann heifien das Blatt und der Pfad verwerfend. Da eine Startkonfiguration
sow zu nicht endenden Konfigurationsfolgen fithren kann, kann Treer(w) auch un-
endlich lange Pfade enthalten (die selbstverstdndlich keine Ausgabe berechnen).

Eine nicht deterministische Turingmaschine 7" akzeptiert das Wort w € B* genau
dann, wenn Treer(w) (mindestens) einen akzeptierenden Pfad enthilt. Es ist

L(T) = {w € B* | T akzeptiert w}

die von T akzeptierte Sprache; T" heifit nicht deterministischer Turing-Akzeptor fiir
L. Eine Sprache L C B* wird von T akzeptiert, falls L = L(T) gilt.

NTA ist die Klasse der Sprachen, die von nicht deterministischen Turingma-
schinen akzeptiert werden.

Eine nicht deterministische Turingmaschine heifit nicht deterministischer Turing-
Entscheider fiir eine Sprache L. C B* genau dann, wenn L = L(7) ist und die
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Berechnungsbidume Treer (w) fiir alle w € B* keine unendlichen Pfade enthalten. Es
gilt also: Ist w € L(T), dann enthélt Treer(w) (mindestens) einen akzeptierenden
Pfad; ist w ¢ L(T), dann sind alle Pfade von Treep(w) verwerfend.

NTE ist die Klasse der Sprachen, die von nicht deterministischen Turingma-
schinen entschieden werden.

Offensichtlich gelten die folgenden Aussagen:

Folgerung 3.5 a) NTE C NTA.
b) DTE C NTE sowie DTA C NTA.

Eine Ubungsaufgabe, die den Wunsch nach nicht deterministischen Turingmaschinen
wecken kann, ist die Folgende.

Ubung 3.9  Konstruieren Sie eine Turingmaschine, welche die Menge
L ={ww | w e B*}

entscheidet!

Es ist klar, dass jede deterministische Turingmaschine 7" durch eine nicht determinis-
tische Maschine 7" simuliert werden kann. Denn deterministische Maschinen sind
Spezialfille von nicht deterministischen, bei denen |d(s, a)| < 1 fiir alle s € .S und
alle a € T gilt. Der folgende Satz besagt, dass auch die Umkehrung gilt. Nicht deter-
ministische Maschinen sind also nicht méchtiger als deterministische; beide Varianten
berechnen dieselbe Klasse von Funktionen.

Satz 3.8  Zu jeder nicht deterministischen Turingmaschine existiert eine dquivalen-
te deterministische Turingmaschine T".

Beweisskizze  Wir wollen die Transformation einer nicht deterministischen Turing-
maschine T in eine dquivalente deterministische Maschine T' nicht formal angeben,
sondern nur die Idee einer Transformationsmoglichkeit skizzieren. Im Kern geht es
darum, dass T' fiir eine Eingabe w € B* den Konfigurationsbaum Treer(w) in Brei-
tensuche durchlduft und so lange T simuliert, bis eine Haltekonfiguration erreicht
wird. Diese Strategie kann man wie folgt realisieren: Da 'T' nicht deterministisch ist,
gibt es fiir jedes Eingabesymbol moglicherweise mehrere Ubergangsmoglichkeiten,
d. h., fiir jedes Paar (s,a) € S x T gibt es |0(s,a)| viele Miglichkeiten; es sei
k = max {|d(s,a)| : (s,a) € S xI'} die maximale Anzahl solcher Moglichkeiten.
Jede endliche Folge von Zahlen zwischen 1 und k stellt eine Folge von nicht determi-
nistischen Auswahlentscheidungen dar.
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T’ kann nun als 3-Bandmaschine konstruiert werden. Auf Band 1 wird die Einga-
be geschrieben, auf Band 2 werden systematisch, d. h. geordnet nach der Linge und
innerhalb gleicher Liingen in nummerischer Ordnung, alle mit den Zahlen 1,. .. k
bildbaren endlichen Folgen generiert. Fiir jede dieser Folgen kopiert T’ die Eingabe
von Band 1 auf Band 3. Anschlieffend simuliert T' die Maschine T' auf Band 3. Dabei
benutzt T' die Zahlenfolge auf Band 2, um in jedem Schritt die durch die entsprechen-
de Zahl festgelegte (urspriinglich nicht deterministische) Ubergangsmaoglichkeit von
T auszufiihren.

Wenn T bei Eingabe von x eine Ausgabe y berechnet, dann gibt es eine Konfigura-
tionsfolge von der Startkonfiguration in eine Ausgabekonfiguration mit Ausgabe Y,
bei der bei jedem Konfigurationsiibergang von mehreren moglichen ein richtiger Zu-
standstibergang gewdhlt wird. Es gibt also eine endliche Folge von Zahlen, die die
richtige Folge von Konfigurationsiibergdngen reprdsentiert. Diese Folge wird auf je-
den Fall von T’ irgendwann auf Band 2 generiert. Dann simuliert T’ diese Konfigu-
rationsfolge von T und berechnet ebenfalls y.

Wenn T' zu einer Eingabe x keine Ausgabe berechnet, gibt es keine Konfigurati-
onsfolge, die bei einer Ausgabekonfiguration endet. Dann gibt es auch keine Folge
von Zahlen, die eine Folge von Konfigurationsiibergdngen reprdsentiert, die zu
einer Ausgabekonfiguration fiihrt, und damit berechnet auch T' bei Eingabe x keine
Ausgabe.

Aus den Sitzen 3.7 und 3.8 folgt unmittelbar:

Folgerung 3.6  Sei L C B*. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) L € RE.

b) Es existiert ein Turing-Akzeptor T mit L = L(T).

¢) Es existiert ein Verifizierer T mit L = L(T).

d) Es existiert eine nicht deterministische Turingmaschine T mit L = L(T).
e) RE=DTA =V = NTA.

f) DTE = NTE.
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3.8 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

In diesem Kapitel werden die Begriffe Algorithmus und Berechenbarkeit von Funktio-
nen sowie Entscheidbarkeit, Semi-Entscheidbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit von
Mengen mathematisch prizisiert. Als Konzept fiir Berechenbarkeit wird die Turing-
maschine gewdhlt. Die Churchsche These besagt, dass die Turing-Berechenbarkeit
genau das intuitive Verstdndnis von Berechenbarkeit umfasst, da sich alle anderen Be-
rechenbarkeitskonzepte als dquivalent zur Turing-Berechenbarkeit herausgestellt ha-
ben. Damit sind die Klassen R der total berechenbaren Funktionen sowie die Klasse
‘P der (partiell) berechenbaren Funktionen unabhéngig vom Berechenbarkeitskonzept
festgelegt.

Als spezielle, aus theoretischen und praktischen Gesichtspunkten bedeutende Va-
rianten werden deterministische und nicht deterministische Turingmaschinen sowie
Turing-Verifizierer vorgestellt. Ihre Aquivalenz wird bewiesen.

Es werden wesentliche Eigenschaften der Klasse R der entscheidbaren Sprachen
und der Klasse RE der rekursiv aufzidhlbaren Sprachen, die sich als identisch mit
der Klasse der semi-entscheidbaren Sprachen herausstellt, bewiesen und ihre Zusam-
menhinge aufgezeigt.

Das Kapitel ist in Teilen an entsprechende Darstellungen in [VW16] angelehnt. Dort
wird mehr oder weniger ausfiihrlich erldutert, wie die aufgelisteten Varianten von Tu-
ringmaschinen in dquivalente mit nur einem Arbeitsband transformiert werden kdnnen.
Des Weiteren werden dort neben der Turing-Berechenbarkeit weitere Berechenbar-
keitskonzepte wie pu-rekursive Funktionen, While- und Goto-Programme ausfiihrlich
vorgestellt, und ihre Aquivalenz wird bewiesen. AuBerdem werden die Klasse der
Loop-berechenbaren und die dazu identische Klasse der primitiv-rekursiven Funktio-
nen betrachtet, und es wird gezeigt, dass diese Klasse eine echte Teilklasse der total
berechenbaren Funktionen bildet.

Einfiihrungen in die Theorie formaler Sprachen und Berechenbarkeit geben auch
[ABO2], [BL74], [HSO1], [HMU13], [Hrl14], [Koz97], [LP98], [Ro67], [Sch609],
[Si06] und [Wei87].
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Kapitel 4

Laufzeit-Komplexitat

Insbesondere fiir praktische Probleme, wie z. B. fiir SAT, ist von Bedeutung, welchen
Aufwand ihre Berechnung kostet. Aufwand kann sein: Zeitaufwand, Speicherauf-
wand oder Kommunikationsaufwand, wenn die Berechnung auf verteilten Systemen
durchgefiihrt wird. Wir wollen uns in diesem Abschnitt (einfiihrend) mit dem Zeitauf-
wand von Entscheidungsalgorithmen beschiftigen bzw. mit dem zeitlichen Mindest-
aufwand, der notwendig ist, um ein Entscheidungsproblem zu 16sen.

4.1 Die O-Notation

Dabei interessiert uns bei einem Entscheidungsproblemen nicht fiir jedes Wort w der
exakte Aufwand fiir die Feststellung, ob es zur Sprache gehort, sondern die GroBen-
ordnung des Aufwands. Um diese auszudriicken, kann man die sogenannte O-Nota-
tion verwenden.

Definition 4.1  Sei f : Ng — R>(. Dann ist

O(f) = {9 : Ng — Rxq | es existieren ein ny € Ny und ein ¢ € N,
sodass g(n) < cf (n) fiir alle n > ng gilt}

die Menge der Funktionen, die jeweils ab einem Argument nicht stirker wachsen
als die Funktion f, abgesehen von einer multiplikativen Konstante. Anstelle von
g € O(f) schreiben wir g = O(f), um auszudriicken, dass ,,g (héchstens) von der
Ordnung f ist“.
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Beispiel 4.1  Es gilt 3n%+Tn+11 = O(n?), denn wir kénnen wie folgt abschditzen:

3n? 4+ Tn+ 11 < 3n2 + n? + 11n? fiir allen > 1
<11n? + 1102+ 11n?  fiirallen > 1
= 33n2

Es gibt also ein ¢ = 33 > 1 und ein ng = 1 > 0, sodass 3n? + Tn + 11 < ¢ - n? fiir

alle n > ny gilt. Damit ist gezeigt, dass 3n> + Tn + 11 = O(n?) ist: Das Polynom

zweiten Grades 3n? + Tn + 11 wéiichst im Wesentlichen wie n?.

Die Funktion ps(n) = 3n? + 7n + 11 ist ein Beispiel fiir ein Polynom zweiten Grades
tiber Ny. Allgemein sind Polynome k-ten Grades iiber Ny Funktionen

Pk : No — Rxg,
definiert durch

pe(n) = apn® + ap_1n "+ 4 an + ag
k
:Zain’,aiGRzo,Ogigk,kZO, ag > 0.
i=0

Satzd4.1  Es gilt pr.(n) = O(n*) fiir alle k € N,.

Beweis Wir schétzen py(n) dhnlich ab, wie wir die Funktion in Beispiel 4.1 abge-
schdtzt haben:

pr(n) = apn® + ag_1n" 1+ ...+ ain + ag
< aknk + ak,lnk + ...+ alnk + aonk fiir allen > 1
<an®+an® + ... +an® +an® mit a = max {a; |0 < i<k}
k+1-mal
= a(k +1)n*

Wir wihlen ¢ = a(k + 1) sowie ng = 1. Dann gilt p,(n) < c-n” fiir alle n > ng und
damit py,(n) = O(n").

Mithilfe des Satzes konnen wir unmittelbar die Aussage in Beispiel 4.1 folgern.

Gilt f(n) = O(px(n)) fiir eine Funktion f : Ny — Rx(, dann nennen wir f von
polynomieller Ordnung. In spdteren Betrachtungen interessiert bei polynomieller
Ordnung einer Funktion f oft nicht ihre genaue GroBenordnung, sprich der Grad des
betreffenden Polynoms, sondern, dass es sich bei der Grolenordnung iiberhaupt um
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eine polynomielle handelt. In diesen Fillen schreiben wir f = O(poly) oder, wenn
das Argument eine Rolle spielt, f(-) = O(poly(-)).

Satz4.2  Seien d € R sowie f, g, h : Ng — R, dann gilt:

(1) d=0O(1),
(2) f=0(f),
(3) d-f =0(f),

(4) f+9=0(g), falls f = O(g),

(5) f+g=0O(max{f,g}),

(6) f-g=0(f-h), falls g = O(h).
Beweis (1) folgt unmittelbar aus Satz 4.1, denn Konstanten sind Polynome vom
Grad 0.
(2) Aus f(n) < 1- f(n) fiir alle n > 0 folgt sofort die Behauptung.

(3) Nach (2) gilt f = O(f), woraus folgt, dass eine Konstante ¢ > 0 und ein ng € Ny
existieren mit f(n) < c- f(n) fiir alle n > ng. Daraus folgt d - f(n) < d-c- f(n) fiir
alle n > ng. Es gibt also eine Konstante ¢ = d - ¢ > 0, sodass d - f(n) < ¢ - f(n)
fiir alle n > nyq ist. Daraus folgt d - f = O(f).

(4) Aus f = O(g) folgt, dass ein ¢ > 0 und ein ny € Ny existieren mit f(n) < c-g(n)
fiir alle n > ng. Daraus folgt

f(n)+g(n) <c-g(n)+g(n) fiir alle n > ny
= (c+1)g(n) fiir alle n > ng
= -g(n) fiiralle n > ng und ¢ = c+ 1.

Somit gilt f + g = O(g).
(5) max {f, g} ist definiert durch
f(n), falls f(n) = g(n),

g(n), sonst.

max {f,g}(n) = {

Hieraus folgt

f(n) +9(n) < max{f, g}(n) + max{f,g}(n) = 2- max{f,g}(n)
fiir alle n > 0. Somit gilt f + g = O(max{f, g}).

(6) Aus g = O(h) folgt, dass es ein ¢ > 0 und ein ny € Ny gibt mit g(n) < c- h(n)
fiir alle n > ng. Daraus folgt f(n) - g(n) < f(n)-c-h(n) =c- f(n) - h(n) fiir alle
n > ng. Somit gilt f - g = O(f - h).
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Die O-Notation ermdglicht asymptotische Aussagen iiber obere Schranken. Dual
dazu kann man auch eine Notation fiir untere Schranken, die sogenannte (2-Notation,
einfiihren. Stimmen fiir ein gegebenes Problem obere und untere Schranke iiberein,
wird dies durch die sogenannte ©-Notation ausgedriickt. Da wir im Folgenden diese
beiden Notationen nicht bendtigen, gehen wir hier nicht weiter darauf ein.

Neben der Komplexitit (insbesondere der Laufzeit) von Algorithmen interessiert auch
die Komplexitit von Problemen, d. h. die Komplexitit, die ein Losungsalgorithmus fiir
ein Problem mindestens hat. So kann man z. B. zeigen, dass das allgemeine Sortier-
problem mit Verfahren, deren Grundoperation der paarweise Vergleich von Objekten
ist, mindestens O(n log n) Schritte benétigt (dabei ist n die Anzahl der zu sortierenden
Objekte). Das allgemeine Sortierproblem kann nicht schneller gelost werden. Da man
Sortieralgorithmen mit solchen Laufzeiten kennt, wie z. B. Quicksort, Mergesort und
Heapsort, braucht man sich im Prinzip nicht auf die Suche nach weiteren Algorithmen
zu machen, da es keinen Sortieralgorithmus mit einer grolenordnungsmifig kleine-
ren Laufzeit gibt. Hat ein Algorithmus eine Laufzeit, die grolenordnungsméfig mit
der Komplexitit des Problems iibereinstimmt, so nennt man ihn optimal (fiir dieses
Problem). Heapsort ist also ein optimaler Sortieralgorithmus.

Es ist im Allgemeinen schwierig, die Komplexitit eines Problems zu bestimmen bzw.
nachzuweisen, dass ein Algorithmus ein Problem optimal 16st, da man iiber eine Klas-
se von Algorithmen als Ganzes argumentieren muss. Bei einem entsprechenden Nach-
weis muss man moglicherweise Laufzeitiiberlegungen fiir Algorithmen anstellen, die
man noch gar nicht kennt.

4.2 Die Komplexitiitsklassen P und NP

Sei T ein Turing-Entscheider. Dann ist die Funktion
timer : B* — Ny
definiert durch
timer(w) = Anzahl der Konfigurationsiiberginge von 7" bei Eingabe w.

Wir fassen Mengen, deren Elemente innerhalb einer bestimmten Zeitschranke ent-
schieden werden, zu einer Komplexitiitsklasse zusammen.

Definition 4.2  Fiir eine Funktion f : Ny — Ny ist

TIME(f) = {L C B" | es existiert ein Turing-Entscheider T mit L = L(T)
und timep(w) = O(f(|w|)) fiir alle w € L}
die Klasse der Mengen, deren Elemente w mit einer Laufzeit der Grofienordnung

f(lw|) entschieden werden.

Ist L € TIME(f), dann heifit L in f-Zeit entscheidbar.
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In praktischen Anwendungen sind in der Regel nur Lésungsverfahren von Interes-
se, deren Laufzeit — gemessen in der GroBe der Eingaben — polynomiell ist. Deshalb
ist die Klasse

P= | TIMEGy) @.1)
keNg

der Mengen, die in Polynomzeit entschieden werden konnen, von Bedeutung.

Wir iibertragen die obigen Definitionen auf nicht deterministische Entscheidungen:
Sei T ein nicht deterministischer Turing-Entscheider. Dann sei die Funktion

ntimer : B* — Ny
definiert durch

ntimer (w) = minimale Linge eines akzeptierenden Pfades in Treep(w).

Definition 4.3  Fiir eine Funktion f : Ny — Ny ist

NTIME(f) = {L C B* | es existiert ein nicht deterministischer Turing-Entscheider
T mit L = L(T) und ntimer(w) = O(f(Jw|))
fiir alle w € L}

die Klasse der Mengen, deren Elemente nicht deterministisch mit einer Laufzeit der
Grifenordnung f(|w|) entschieden werden.

Ist L € NTIME(f), dann heif3t L nicht deterministisch in f-Zeit entscheidbar.

Damit ergibt sich die Klasse
NP = U NTIME (py) 4.2)
keNg

der Mengen, die nicht deterministisch in Polynomzeit entschieden werden kon-
nen.

Definition 4.4  Ein Turing-Entscheider T fiir L C B* heifit Polynomzeit- Verifizie-
rer, falls

L = {w € B | es existiert ein © € B* mit (w,z) € L(T),

2] = O(poly(|uw])), timer(w,z) = Opaly(jwl))}).

Eine Menge L C B* heifst Polynomzeit-verifizierbar, falls es einen Polynomzeit-
Verifizierer fiir L gibt.
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Die Klasse
VP = {L C B* | L ist in Polynomzeit verifizierbar} 4.4)

ist die Klasse aller Mengen, die von Polynomzeit- Verifizierern entschieden wer-
den konnen.

Fiir die folgenden Betrachtungen benétigen wir noch die Klasse

EXPTIME = | ] TIME(2"*) (4.5)
keN

der Mengen, die deterministisch in Exponentialzeit entschieden werden konnen.

Fir L € EXPTIME gilt also: Es gibt einen deterministischen Entscheider 7" fiir L mit
timer(w) = O (2"°'Y('“")) 4.6)

fiir alle w € L.

Satz4.3 Esist NP = VP.

Beweis Sei p ein Polynom, sodass L € NTIME(p) ist, T eine nicht determinis-
tische Turingmaschine, die L in p-Zeit entscheidet, w € B* sowie g der maximale
Verzweigungsgrad im Konfigurationsbaum Treep(w). Es gilt:

(1) Jeder innere Knoten k in Treer(w) hat maximal g Nachfolger k;, 1 < j < g.

(2) Ein Pfad der Linge m in Treer(w) kann codiert werden durch eine Folge
€0,Cly---yCm—1 mit 1 < ¢; < g, wobei c; angibt, dass vom Knoten k; zu
dessen cj-ten Nachfolger kjcj gegangen werden soll.

(3) Ist w € L und sind ko, k1, ..., k, n > 0, die Knoten einer minimalen akzep-
tierenden Konfigurationsfolge fiir w in Treer(w). Dann gilt n = p(|w|).

Wir konnen einen Verifizierer Vi wie folgt konstruieren: Als Zertifikate fiir eine Ein-
gabe w € B* werden Folgen x = cg,c1,...,cp—1 mit 1 < ¢; < g gewdhlt. Vr fiihrt
auf w die Konfigurationsfolge aus, die sich aus der gewdhlten Folge x in Treer(w)
ergibt. Ist w ¢ L, dann gibt es keine Folge, die einen akzeptierenden Pfad darstellt,
d. h., es gibt kein Zertifikat fiir w. Ist w € L, dann gibt es mindestens eine Folge, die
einen akzeptierenden Pfad darstellt, d. h., es gibt ein Zertifikat und damit ein mini-
males Zertifikat x fiir w. Wegen (3) gilt |x| = p(|w|). Insgesamt folgt, dass Vr ein
Polynomzeit-Verifizierer fiir L ist. Damit gilt L € VP, und NP C VP ist gezeigt.
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Sei L € VP und V' ein Polynomzeit-Verifizierer fiir L. Wir konstruieren zu V eine
nicht deterministische Turingmaschine Ty, indem wir fiir alle a € T'y die Zustands-
iiberfiihrung von Ty, definieren durch

oty (s,a) = {0v(s,a,b) | be Ty} 4.7)

Sei w € L und x ein Zertifikat fiir w, dann definieren die Buchstaben von x
gemdf} (4.7) einen akzeptierenden Pfad in Treer, (w). Da x durch die Linge von w
polynomiell beschrdnkt ist, gilt dies auch fiir den akzeptierenden Pfad, d. h., w wird
von Ty in Polynomzeit akzeptiert. Ist w ¢ L, dann existiert auch kein Zertifikat fiir
w, und damit gibt es in Treer, (w) keinen akzeptierenden Pfad. Es folgt L = L(Ty)
und damit L € NP, womit VP C NP gezeigt ist.

Da wir NP = VP gezeigt haben, werden wir im Folgenden die Klasse VP der Spra-
chen, die von Polynomzeit-Verifizierern entschieden werden, auch — wie es allgemein
iblich ist — mit NP bezeichnen.

In Satz 3.8 haben wir gesehen, dass jede nicht deterministische Turingmaschine in eine
dquivalente deterministische transformiert werden kann. Dabei spielt die Komplexitit
keine Rolle. Wenn wir diese berticksichtigen, dann gilt der folgende Satz.

Satz44 NP C EXPTIME.

Beweis Sei L € NP und T ein Polynomzeit-Verifizierer, der L entscheidet. Sei p
das Polynom, das die Linge der Zertifikate sowie die Laufzeit von T beschrdankt. Wir
konnen daraus einen deterministischen Entscheider Ty fiir L wie folgt konstruieren:
T, erzeugt bei Eingabe eines Wortes w € ¥* (systematisch) alle moglichen Zertifikate
x der Linge |x| = p(|w|) und fiihrt T jeweils auf das Paar (w,x) aus. Akzeptiert
T dieses Paar, dann akzeptiert Ty die Eingabe w und stoppt. Akzeptiert T’ das Paar
(w, x) nicht, dann erzeugt Ty das néichste Zertifikat ©' und fiihrt T auf das Paar (w, x")
aus. Im schlimmsten Fall muss T auf alle moglichen Paare ausgefiihrt werden. Falls
T keines dieser Paare akzeptiert, dann akzeptiert T, letztendlich die Eingabe w nicht
und stoppt.

Sei n = |w|, dann gibt es 2P™) migliche Zertifikate  mit |x| = p(n). Die Anzahl der
Runden, die T, bei Eingabe von w moglicherweise durchfiihren muss, ist also von der
Ordnung 2°™), und in jeder Runde fiihrt Ty den Verifizierer T aus, der dafiir jeweils
p(n) Schritte benitigt. Daraus folgt timer, (w) = O(2P(™ - p(n)). Sei grad(p) = k.
Esistnk < Q"k, damit gilt

timer, (w) = O (2"k nk> - 0(2"'“ : 2”k) = 0(22"’“) - o(2pk<”>).

Damit ist gemdf3 (4.5) L € EXPTIME.
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Die Transformation einer nicht deterministischen Turingmaschine in eine dquivalente
deterministische fiihrt also im Allgemeinen dazu, dass die Laufzeiten auf der determi-
nistischen Maschine im Vergleich zu denen auf der nicht deterministischen exponen-
tiell anwachsen konnen.

Da offensichtlich P C NP gilt, folgt mit dem obigen Satz:
Folgerung4.1 P C NP C EXPTIME.

Ob auch NP C P und damit die Gleichheit P = NP gilt, oder ob P C NP und damit
P # NP gilt, ist das ungeloste Problem der Theoretischen Informatik. Es wird das
P-NP-Problem genannt. Wir betrachten im Folgenden einige grundlegende Aspekte
dieses Problems.

4.3 NP-Vollstindigkeit

Im Abschnitt 3.4 haben wir den Begriff der Reduktion (siehe Definition 3.8) als ein
Hilfsmittel kennengelernt, mit dem die Entscheidbarkeit einer Sprache mithilfe einer
anderen Sprache gezeigt werden kann. Dabei spielt der Aufwand fiir die Reduktion
keine Rolle. Da wir in diesem Kapitel an der Komplexitit von Entscheidungen inter-
essiert sind, miissen wir die Komplexitiit von Reduktionen beachten.

Definition 4.5 Es sei A, B C Ny. A heifst polynomiell reduzierbar auf B genau
dann, wenn A <; B gilt und die Reduktion f in Polynomzeit berechenbar ist. Ist A
auf B polynomiell reduzierbar, so schreiben wir A <o, B.

Es muss also mindestens eine deterministische Turingmaschine T'; geben, die f in
Polynomzeit berechnet, d. h., fiir die &7, = f gilt mit timer, (n) = O(poly(n)).

Folgerung 4.2  Es seien A, B,C C Ny.
a) Es gilt A <,y B genau dann, wenn A <poly B gilt.

b) Die Relation <,y ist transitiv: Gilt A <,qy B und B <poy C, dann gilt auch
A <pay C.

Ubung 4.1  Beweisen Sie Folgerung 4.2!

Folgender Satz besagt, dass ein Problem, das polynomiell auf ein in polynomieller
Zeit 16sbares Problem reduzierbar ist, selbst in polynomieller Zeit 16sbar sein muss.
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Satz4.5 Sei A, B C Ny. Ist A <,oly B und ist B € P, dann ist auch A € P.

Beweis Aus A <,oy B folgt, dass es eine deterministisch in Polynomzeit berechen-
bare Funktion f geben muss mit A <; B. Da B € P ist, ist die charakteristische
Funktion x g von B deterministisch in Polynomzeit berechenbar. Wir wissen aus dem
Beweis von Satz 3.6, dass die Komposition von f und xp eine charakteristische
Funktion fiir A ist: x4 = xB o f. Da f und x, deterministisch in Polynomzeit
berechenbar sind, ist auch x 4 deterministisch in Polynomzeit berechenbar, also ist
AeP.

Die Aussage von Satz 4.5 gilt entsprechend auch fiir die Klasse NP.

Satz4.6  Sei A, B C Ny. Ist A <oy B und ist B € NP, dann ist auch A € NP.

Ubung 4.2 Beweisen Sie Satz 4.6/

Die folgende Definition legt — auch im Hinblick auf die P-NP-Frage — eine wichtige
Teilklasse von NP fest, die Klasse der NP-vollstindigen Mengen.

Definition 4.6  a) Eine Menge A heifit NP- schwierig genau dann, wenn fiir alle
Mengen B € NP gilt: B <, A.

b) A heifit NP-vollstindig genau dann, wenn A € NP und A NP-schwierig ist.

c) Wir bezeichen mit NPC die Klasse der NP-vollstindigen Mengen (NPC steht
fiir NP complete).

NPC enthilt im Hinblick auf den zeitlichen Aufwand die schwierigsten Entschei-
dungsprobleme innerhalb von NP. Wenn man zeigen konnte, dass eine Menge aus
NPC deterministisch polynomiell entschieden werden kann, dann wire P = NP.

Satz4.7 Ist A € NPC, dann gilt A € P genau dann, wenn P = NP gilt.

Beweis ,=“: Sei A € NPCund A € P. Wir miissen zeigen, dass dann P = NP gilt.
Da P C NP sowieso gilt, miissen wir also nur noch zeigen, dass auch NP C P gilt.

Sei also B eine beliebige Menge aus NP. Da A NP-vollstindig ist, ist A auch NP-
schwierig (siehe Definition 4.6 b), und deshalb gilt B <y, A (siehe Definition 4.6 a).



74 4.4 Einige Beispiele fiir NP-vollstindige Mengen

Da A € P ist, folgt mit Satz 4.5, dass auch B € P ist. Da B beliebig aus NP gewdhit
ist, folgt somit NP C P und damit insgesamt P = NP.

<="“: Wir miissen zeigen: Ist A € NPC und ist P = NP, dann ist A € P. Das ist aber
offensichtlich: Da A NP-vollstindig ist, ist A € NP (siehe Definition 4.6 b). Wenn
P = NP ist, ist damit auch A € P.

Satz 4.7 besagt: Um zu beweisen, dass P = NP oder dass P # NP ist, reicht es, fiir
irgendeine NP-vollstindige Menge zu zeigen, dass sie in P bzw. nicht in P liegt.

Es herrscht tiberwiegend die Ansicht, dass P # NP und damit P C NP gilt; es
gibt aber auch Meinungen, die P = NP fiir moglich halten. Wir gehen im folgenden
Abschnitt 4.4 auf mogliche Bedeutungen und Auswirkungen der beiden mdoglichen
Antworten ein.

Der folgende Satz ist die Grundlage fiir eine Standardtechnik zum Nachweis der
NP-Vollstiandigkeit einer Menge.

Satz4.8 Sei A € NPC. Gilt dann fiir eine Menge B zum einen B € NP und zum
anderen A <o, B, so ist auch B € NPC.

Beweis Aufgrund unserer Voraussetzungen ist (nach Definition 4.6 a) nur noch zu
zeigen, dass fiir alle Mengen C' € NP gilt: C <o, B. Sei also C' € NP beliebig, so
gilt zundichst C <poy A, da A € NPC ist. Damit gilt aber C' <oy A <poly B und
somit aufgrund der Transitivitit von <, (siehe Folgerung 4.2 b) auch C <., B.
Also ist auch B € NPC.

4.4 Einige Beispiele fiir NP-vollstindige Mengen

Die sich aus Satz 4.8 unmittelbar ergebende Technik zum Nachweis der NP-Vollstin-
digkeit einer Menge B lautet also:

1. Zeige, dass B € NP gilt.
2. Reduziere eine Sprache A € NPC polynomiell auf B.

Man benotigt somit zumindest ein konkretes NP-vollstindiges Problem als ,.Start-
punkt” fiir Ketten polynomieller Reduktionen.

Am Ende von Abschnitt 3.5 haben wir den Verifizierer Ts47 fiir SAT informell be-
schrieben. T's 47 ist ein Polynomzeit-Verifizierer: Enthilt eine aussagenlogische For-
mel « die Variablen v1, ..., v, und ist x € B", dann kann T's 47 in Polynomzeit iiber-
priifen, ob x ein Zertifikat fiir «v ist, d. h. iiberpriifen, ob die Belegung Z(v;) = =[],
1 <4 < n, die Formel « erfiillt. Somit gilt SAT € NP. Wenn zudem gezeigt werden
kann, dass A <po, SAT fiir alle A € NP gilt, d.h., dass SAT NP-schwierig ist,
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dann gilt SAT € NPC. SAT ist dann die erste als NP-vollstindig gezeigte Menge,
die dann als Ausgangspunkt fiir Beweise gemif Satz 4.8 dienen kann.

Dass SAT NP-schwierig — und damit NP-vollstindig — ist, zeigt der folgende Satz
von Cook.

Satz4.9 SAT € NPC.

Beweisidee Es muss gezeigt werden, dass jede Menge A € NP in Polynomzeit auf
SAT reduziert werden kann. Sei T' eine nicht deterministische Turingmaschine, die
A entscheidet. Die Abarbeitung eines Elementes n € Ng durch T kann mithilfe einer
aussagenlogischen Formel ag(n) beschrieben werden, die genau dann erfiillbar
ist, wenn n von T akzeptiert wird. Des Weiteren gilt: Ist timer(n) = O(px(n)),
dann ist |ar(n)| = O(psx(n)). Der Reduktionsalgorithmus transformiert also die
in der Ldnge durch ein Polynom vom Grad k beschrinkte Konfigurationsfolge fiir
die Eingabe n in eine Formel, die in der Ldnge durch ein Polynom vom Grad 3k
beschrdnkt ist. Es gilt somit A <,qy SAT.

Wenn man nachweist, dass ein Problem NP-vollstidndig ist, bedeutet dies — vor-
ausgesetzt, es ist P # NP —, dass das Problem zwar prinzipiell, aber praktisch nicht
losbar ist. Denn seine deterministische Berechnung — und Berechnungen auf realen
Rechnern erfolgen aufgrund deterministischer Programme — benétigt eine Laufzeit
von der Ordnung 2", Das bedeutet schon fiir k = 1 und relativ kleine Problemgrofien
n auch fiir schnellste heute verfiigbare Rechner Laufzeiten, die groBer sind, als unser
Universum alt ist.

NP-vollstindige Probleme gelten also als praktisch nicht losbar (nicht effizient,
aber effektiv). Probleme in P gelten als praktisch 16sbar (effizient), wobei die Laufzei-
ten ihrer Berechnungen de facto héchstens von der Ordnung O(n?) sein sollten, denn
bei Laufzeiten von O(n*) mit & > 4 konnen die Laufzeiten auch schon fiir nicht allzu
grof3e n unakzeptabel werden.

Wir listen im Folgenden einige NP-vollstindige Probleme auf, die als Abstraktio-
nen von Problemen gelten konnen, wie sie in der tidglichen Praxis hdufig vorkommen,
wie z. B. aussagenlogische Formeln in Normalform, Routenprobleme, Planungspro-
bleme, Zuordnungs- und Verteilungsprobleme.

kSAT

Aussagenlogische Formeln o € A sind in konjunktiver Normalform, falls sie aus
Konjunktionen von Disjunktionen bestehen, also von der Gestalt

o = /\ (%% (48)
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sind; dabei sind die v;; sogenannte Literale, das sind Variable oder negierte Variable.
Die geklammerten Disjunktionen heiflen Klauseln. Wir nennen Formeln in der Ge-
stalt (4.8) KNF-Formeln. Man kann jede Formel /3 in eine dquivalente KNF-Formel
3’ transformieren. Aquivalent bedeutet, dass fiir jede Belegung Z der Variablen, die
dieselben in 3 und /' sind, Z*(3) = Z* (') ist.

Die Sprachen kSAT C SAT bestehen aus genau den KNF-Formeln, deren Klauseln
hochstens k Literale enthalten (in (4.8) ist dann also k; < k, 1 < ¢ < n). Man
kann zeigen, dass 25AT € P, aber 3SAT € NPC gilt; aus Letzterem folgt unmit-
telbar KSAT € NPC fiir k > 3. Da SAT in NP liegt, liegt auch 3SAT in NP. Jede
KNF-Formel kann mit polynomiellem Aufwand in eine dquivalente 35AT-Formel
transformiert werden; es gilt also SAT <pq, 3SAT, woraus 3SAT € NPC folgt.

HAM

HAM bezeichnet das Hamilton-Kreis-Problem: Gegeben sei ein ungerichteter Graph
G = (K, E) mit Knotenmenge K = {1,...,n} und Kantenmenge £ C K x K.
Der Graph G gehort zu HAM genau dann, wenn G einen geschlossenen Pfad enthilt,
in dem alle Knoten von GG genau ein Mal vorkommen (ein solcher Pfad wird Hamilton-
Kreis genannt). Dass HAM in NP liegt, kann durch einen Polynom-Verifizierer ge-
zeigt werden, der eine Permutation ki,...,k, von K ,rit* und iberpriift, ob
(ki  kiy1) € Efiir 1 <i < n — 1sowie (ky, k1) € E gilt. Die Uberpriifung kann in
Polynomzeit erfolgen. Zum Nachweis der NP-Vollstandigkeit kann eine polynomiel-
le Reduktion von 3SAT auf HAM angegeben werden: 3SAT-Formeln « kdnnen so
in einen ungerichteten Graphen G, transformiert werden, dass « erfiillbar ist genau
dann, wenn G, einen Hamilton-Kreis besitzt.

TSP

Angenommen, es sind n Orte zu besuchen. Dann ist fiir viele Anwendungen von In-
teresse, ob es eine Rundtour gibt, bei der man alle Stadte besuchen kann, dabei zum
Ausgangsort zuriickkehrt und eine bestimmte Gesamtkilometergrenze b nicht tiber-
schreitet, weil sonst die Tour nicht in einer vorgegebenen Zeit (oder mit einer be-
stimmten elektrischen Ladung oder zu einem vorgegebenen Preis) zu schaffen wire.
Dieses Problem heifit Traveling-Salesman-Problem, abgekiirzt mit 7'SP. Ein solches
Problem lisst sich mithilfe von bewerteten ungerichteten Graphen G = (K, E, ¢) ma-
thematisch beschreiben. Dabei ist K = {1,...,n}, E C K x K sowiec: E — Ry
eine Funktion, die jeder Kante (i, j) € E die Kosten c(3, j) zuordnet.

Die Sprache T'SP besteht aus allen Paaren (G, b), wobei G ein bewerteter Graph
und b € N ist, sodass GG einen Hamilton-Kreis k1, ..., k, besitzt, dessen Kosten
hochstens b betragen, d. h., fiir den

Z (kiskig1) + c(kn, k1) < b (4.9)
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gilt. Es gilt TSP € NP, denn ein Verifizierer kann — wie bei HAM - iiberpriifen,
ob eine Permutation von K ein Hamilton-Kreis ist, und falls ja, feststellen, ob dieser
Kreis die Bedingung (4.9) erfiillt. Des Weiteren kann HA M wie folgt in polynomieller
Zeit auf TSP reduziert werden: Sei G = (K, E) ein (ungerichteter) Graph. Daraus
konstruieren wir den bewerteten Graphen G’ = (K, E, ¢) mit

i, ) :{1, (i.4) € E,

00, sonst.

Durch Setzen der oberen Schranke auf b = n zeigt sich, dass HAM ein Spezialfall
von TSP ist: Wenn TSP in Polynomzeit entscheidbar wire, dann auch HAM.

Wir haben jetzt eine erste Kette von Reduktionen gezeigt, nimlich
SAT <poly 3SAT <poly HAM <poly TSP.

Damit steht uns bereits eine Reihe von Kandidaten zur Verfiigung, mit deren Hilfe
sich weitere NP-Vollstindigkeitsbeweise fiihren lassen. Wir geben im Folgenden ei-
nige weitere Probleme an, die auf diese Weise als schwierig, d.h. zu NPC gehorig,
klassifiziert werden konnen.

RUCKSACK

Angenommen, man hat einen Behilter (z. B. einen Rucksack, eine Schachtel, einen
Container, einen Lastwagen) einer bestimmten Grofie b € Ny sowie £ > 1 Gegen-
stande mit den GroBen aq, . .., ar € Ny. Gibt es dann eine Teilmenge der Gegensténde,
die genau in den Behilter passen? Mathematisch ausgedriickt lautet die Fragestellung:
Gibt es eine Teilmenge I C {1, ..., k}, sodass

Z a; =b (4.10)
el

gilt? Auch hier kann man sich einen Polynomzeit-Verifizierer iiberlegen, der iiber-
priift, ob eine geratene Teilmenge I C {1,...,k} die Bedingung (4.10) erfiillt. Des
Weiteren kann man 3SAT polynomiell auf RUCKSACK transformieren. Somit gilt
RUCKSACK e NPC.

PARTITION

Gegeben seien k GroBen aq, . . ., ar € N. Konnen diese in zwei gleich grofie Teilmen-
gen aufgeteilt werden, d. h., gibt es eine Teilmenge I C {1,..., k}, sodass

Sa=>a @.11)
i€l i¢l

ist? Es gilt PARTITION € NP, und RUCKSACK kann mit polynomiellem Auf-
wand auf PARTITION reduziert werden, woraus PARTITION € NPC folgt.
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BIN PACKING

Es seien n Behilter der gleichen GroBe b gegeben sowie k Gegenstinde aq, . . ., ak.
Konnen die Gegenstéinde so auf die Behilter verteilt werden, dass kein Behdlter tiber-
lauft? Mathematisch formuliert lautet die Fragestellung: Gibt es eine Zuordnung

pack : {1,...,k} = {1,...,n},

die jedem Gegenstand 7, 1 < i < k, einen Behlter pack(i) = j, 1 < j < n, zuordnet,
sodass fiir jeden Behilter j

> ai<h (4.12)
pack(i)=j

gilt? Zur Entscheidung von BIN PACKING kann ein Polynomzeit-Verifizierer kon-
struiert und PARTITION kann polynomiell auf BIN PACKING reduziert werden,
woraus BIN PACKING € NPC folgt.

kock sk
Mittlerweise ist von Tausenden von Problemen bewiesen worden, dass sie NP-
vollstindig sind, sodass man geneigt sein konnte anzunehmen, dass moglicherweise
NP = NPC ist, dass also alle Sprachen in NP auch NP-vollstindig sind. Der folgende

Satz, den wir ohne Beweis angeben, besagt, dass es fiir den Fall, dass P # NP ist,
Sprachen gibt, die weder in P noch in NPC liegen.

Satz 4.10  Ist P # NP, dann ist NP — (P U NPC) # ().

Diese Sprachen werden auch NP-unvollstindig genannt, und dementsprechend wird
die Klasse dieser Sprachen mit NP| bezeichnet (NPI steht fiir NP incomplete).

Ubung 4.3 Fiir eine Komplexitiitsklasse C sei coC = {Z | A e C} die komple-
mentdre Klasse von C. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen gelten:

a) Ist C eine deterministische Komplexititsklasse, dann gilt C = coC.
b) Es ist P = coP.

¢) Es gilt P C NP N coNP.

d) Gilt P = NP, dann gilt auch NP = coNP.

e) Es gilt P = NP genau dann, wenn NPC N coNP # ().

Wiirde der Nachweis NP # coNP gelingen, dann folgt aus Ubung 4.3 d), dass P #
NP wire, und das P-NP-Problem wire gelost. Die Frage, ob NP = coNP ist, ist
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ebenso offen wie die P-NP-Frage. Da bisher kein einziges NP-vollstindiges Pro-
blem gefunden wurde, dessen Komplement in NP enthalten ist, wird dies als Indiz
fiir NP # coNP angesehen. Ob die Frage NP = coNP idquivalent zur Frage P = NP
ist, also auch die Umkehrung der Aussage d) gilt, ist heutzutage ebenfalls noch un-
gelost. Es konnte auch NP = coNP sein und trotzdem P # NP gelten.

Bild 4.1 illustriert den Zusammenhang zwischen den Klassen P, NP und NPC und
ihren Komplementirklassen, soweit er sich nach heutigem Wissensstand darstellt.

- : a

EXPTIME

coNP

NE@E

J

Abbildung 4.1: Beziehungen zwischen Zeit-Komplexitéitsklassen

4.5 Bemerkungen zur P-NP-Frage

Einige der oben genannten Probleme, z. B. RUCKSACK, BIN PACKING und TSP,
sind mathematische Verallgemeinerungen von Problemen, die in der tidglichen Praxis
in vielfdltigen Ausprigungen vorkommen. Zu diesen Problemen gehéren insbesonde-
re Scheduling-Probleme, d. h. Zuordnungs- und Planungsprobleme.

So miissen etwa Auftrige unterschiedlichen Umfangs zum Fertigen von Werkstii-
cken zur Verfiigung stehenden Maschinen unterschiedlicher Kapazitit so zugeordnet
werden, dass ihre Fertigung in einem vorgegebenen Kostenrahmen moglich ist. Diese
Probleme miissen in der industriellen Fertigung in der Arbeitsvorbereitung gelost wer-
den. Transportunternehmen haben dhnliche Probleme: Transportauftrige unterschied-
licher Grofle miissen moglichst kostengiinstig auf die zur Verfiigung stehenden Lade-
kapazititen aufgeteilt werden.

Scheduling-Programme in Betriebssystemen haben die Aufgabe, zur Ausfiihrung
anstehende Anwendungsprogramme so den zur Verfiigung stehenden Prozessoren zu-
zuordnen, dass ein optimaler Systemdurchsatz erreicht wird.

Das Aufstellen eines Stundenplans, bei dem Klassen von unterschiedlicher Grofe,
Klassenrdume unterschiedlicher GroB3e, Facher oder Ficherkombimationen in unter-
schiedlichem Umfang, Lehrpersonen mit unterschiedlichen Fachkombinationen usw.
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so zugeordnet werden miissen, dass alle Schiilerinnen und Schiiler den vorgeschrie-
benen Unterricht bekommen, die Lehrpersonen ihr Lehrdeputat erfiillen, dabei mogli-
cherweise ihren Wiinschen (Zeiten, Fichern) Rechnung getragen wird, Klassenrdume
optimal ausgenutzt, auf keinen Fall iiberbelegt werden usw., gehort ebenfalls — in sei-
ner allgemeinen Form — zu den NP-vollstindigen Problemen.

Wenn P = NP wire, dann wiren diese Probleme effizient 16sbar, woriiber sich viele
Anwender freuen wiirden. Andererseits konnte aber die Schwierigkeit von Proble-
men nicht mehr benutzt werden, um bestimmte Eigenschaften zu sichern, wie etwa
die Vertraulichkeit von Dateniibertragungen mithilfe kryptografischer Protokolle, de-
ren Sicherheit etwa auf der Existenz von Einwegfunktionen basiert, die es im Falle
P = NP nicht geben wiirde. In der Konsequenz wiren derzeit wesentliche Internet-
technologien unbrauchbar.

Was wire, wenn z. B. bewiesen wiirde, dass ein NP-vollstindiges Problem A min-

destens von der Ordnung n22100 ist? Damit wire P = NP gezeigt, und alle Biicher
der Theoretischen Informatik miissten umgeschrieben werden, aber aus praktischen
Gesichtspunkten hitte sich die Situation nicht gedndert. Es konnte auch sein, dass je-
mand beweist, dass eine Konstante d existiert, sodass A hochsten von der Ordnung nd
ist, ohne d konkret angeben zu konnen. Das P-NP-Problem wire gelost, aber weiter
nicht viel gewonnen. Es konnte aber auch sein, dass A mindestens so aufwindig ist
wie 1.2" oder gar nur 1.0001", dann wire P # NP bewiesen, was aber fiir prakti-
sche Problemstellungen wenig relevant wire (z. B. ist 1.21%0 ~ 8.3 - 107). Moglich ist
ebenso, dass A mindestens so aufwindig wie nlogloglogn jqt  die Laufzeit also super-
polynomiell ist. Auch damit wire P #£ NP gezeigt, was auch in diesem Falle praktisch
kaum von Bedeutung ist (z.B. fiir n < 10? ist logloglogn < 2.3). Prinzipiell wire
es auch moglich, dass A kein einheitliches Laufzeitverhalten hat: Fiir eine unendliche
Teilmenge von A konnte die Laufzeit polynomiell, fiir eine andere Teilmenge expo-
nentiell sein.

Unabhingig von diesen Spekulationen gibt es Mdoglichkeiten, schwierige Probleme
zu l6sen, z. B. mithilfe von Heuristiken und Randomisierung. Solche Ansitze werden
heute schon weit verbreitet in der Praxis angewendet, denn diese kann nicht warten,
bis das P-NP-Problem theoretisch gelost ist, und obige Betrachtungen deuten an, das
auch theoretische Losungen praktisch nicht hilfreich sein miissen. Fiir einige Problem-
klassen liefern sogar deterministische Algorithmen in vielen Fillen in vertretbarer Zeit
Losungen. So wurden schon in den sechziger Jahren des vorigen Jahrhunderts SAT-
Solver entwickelt, die das SAT-Problem in vielen Fillen effizient 16sen. Mittlerweile
sind in diesem Gebiet durch Weiterentwicklungen solcher Solver grof3e Fortschritte er-
zielt worden. Das Erfiillbarkeitsproblem von aussagenlogischen Formeln ist in wich-
tigen Anwendungsbereichen von wesentlicher Bedeutung, wie z. B. bei Schaltwerken
in Prozessoren oder Steuerungen von Fahr- und Flugzeugen. Hier konnen durchaus
Schaltungen mit mehreren Hundert Variablen vorkommen, deren 21°°¢ Belegungen
nicht alle getestet werden konnen. Hier werden in jlingerer Zeit randomisierte Ansétze
zum Finden von geeigneten Zertifikaten untersucht, mit denen mit hoher Wahrschein-
lichkeit fehlerhafte Schaltungen entdeckt werden kénnen.
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Mengen, die zu P bzw. zu NP gehoren, besitzen folgende wesentliche Eigenschaften:

(1) Eine Menge B gehort zu P genau dann, wenn es einen deterministischen Algo-
rithmus A gibt, der in Polynomzeit berechnet, ob ein Element w zu B gehort
oder nicht. Das bedeutet, dass A die korrekte Antwort (ohne zusitzliche Infor-
mation) aus der Eingabe w berechnet.

(2) Eine Menge B gehort zu NP genau dann, wenn es einen (deterministischen)
Polynomzeit- Verifizierer V' gibt, der mithilfe einer zusitzlichen Information
(Beweis, Zertifikat) x in Polynomzeit iiberpriift, ob w zur Sprache gehort.

Was ist der wesentliche Unterschied? Der Unterschied ist, dass fiir die Entscheidung
der Sprachen in P die Entscheider keiner Hilfe bediirfen, um die korrekte Antwort
effizient, d. h. in polynomieller Zeit, zu berechnen. Ein Verifizierer hingegen berech-
net die Antwort nicht alleine aus der Eingabe, sondern er iiberpriift (in polynomieller
Zeit) die Zugehorigkeit der Eingabe zu einer Menge und benutzt dabei die Hilfe ei-
ner aulerhalb stehenden michtigen Instanz, d. h., er ist nicht in der Lage, selbst das
Problem effizient zu 16sen. Man kann sagen, dass der Verifizierer zu dumm ist, zu we-
nig Ideen hat, nicht kreativ genug ist, um die Losung zu bestimmen. Man nennt diese
Art der Entscheidung auch Guess & Check-Prinzip: Ein — woher auch kommender —
Losungsvorschlag kann effizient auf Korrektheit iiberpriift, aber nicht effizient kreiert
werden.

Wire P # NP, dann benétigte man also Kreativitit, um schwierige Probleme zu
16sen oder Behauptungen zu beweisen. Algorithmen alleine sind dann nicht in der La-
ge, solche Probleme (in akzeptabler Zeit) zu 16sen; sondern es bedarf einer kreativen
Instanz, etwa menschlicher Intelligenz, um Lésungen zu erarbeiten. Das bedeutet im
Umkehrschluss: Wenn P = NP wire, dann konnte das Programmieren und das Be-
weisen von Sitzen automatisiert werden. Die Kreativitit, einen Beweis zu entdecken,
wiirde nicht mehr benétigt, sondern Beweise konnten von Algorithmen erzeugt wer-
den. Alles, was maschinell iiberpriift werden kann, konnte auch maschinell erschaffen
werden. Diese Konsequenz wird von manchen Leuten sogar auf die Kunst ausgedehnt:
Finde ich z. B. ein Musikstiick schon, d. h., ich iiberpriife quasi seine Schonheit, dann
kann ich es auch erschaffen.

4.6 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

Die Anzahl der Konfigurationsiiberginge wird als Laufzeitmalf fiir das Akzeptieren
von Sprachen zugrunde gelegt. Da man an der Grolenordnung von Laufzeiten inter-
essiert ist, wird die O-Notation eingefiihrt.

Sowohl aus theoretischer als auch aus praktischer Sicht sind die Klassen P und NP
von besonderer Bedeutung. P ist die Klasse der von deterministischen Turingmaschi-
nen in Polynomzeit entscheidbaren Mengen. NP ist die Klasse der von nicht determi-
nistischen Turingmaschinen in Polynomzeit entscheidbaren Mengen. Es wird gezeigt,
dass NP gleich der Klasse der von Polynomzeit-Verifizierern entscheidbaren Mengen
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ist. Die Klasse NPC der NP-vollstindigen Mengen enthilt die am schwersten inner-
halb von NP entscheidbaren Mengen. Die Menge SAT der erfiillbaren aussagenlogi-
schen Formeln wurde als Erste als zugehorig zu dieser Klasse gezeigt. Mithilfe von
NP-vollstindigen Mengen kann durch polynomielle Reduktion die NP-Vollstindig-
keit weiterer Mengen gezeigt werden.

Die Frage, ob P = NP ist, ist bis heute unbeantwortet. Die Entscheidungsproble-
me in P gelten als effizient 16sbar. Entscheidungsprobleme in NP sind 16sbar, aber
nicht effizient, denn — unter der Annahme, dass P # NP ist — benotigt die Losung auf
deterministischen Maschinen exponentielle Zeit. Probleme dieser Art, die vielfiltig
in praktischen Anwendungen auftauchen, gelten als ,,praktisch nicht 16sbar‘. Mithilfe
von Randomisierung oder Heuristiken kdnnen solche Probleme effizient gelost wer-
den, allerdings moglicherweise auf Kosten von Fehlern und Ungenauigkeiten.

Unter der Annahme, dass P £ NP ist, ben6tigt man fiir die Losung von NP-Problemen
Kreativitit, die nicht durch Programme geleistet werden kann. Die Uberpriifung, ob ei-
ne Losung korrekt ist, kann effizient mit Programmen erfolgen, das Finden der Losung
nicht.

Die Darstellungen in diesem Kapitel sind entsprechenden Darstellungen in [VW16]
angelehnt, insbesondere die Beispiele fiir NP-vollstindige Sprachen. Dort werden
auch Platz-Komplexititsklassen, ihr Zusammenhang untereinander sowie ihr Zusam-
menhang mit den Zeit-Komplexititsklassen betrachtet. Hier wird auch gezeigt, dass
bei den Platzkomplexititsklassen das Analogon zur P-NP-Frage geklirt ist. Die Klas-
se PSPACE der Mengen, die deterministisch mit polynomiellem Platzbedarf entschie-
den werden konnen, ist gleich der Klasse NPSPACE der Mengen, die nicht determi-
nistisch mit polynomiellem Platzbedarf entschieden werden konnen. Der Grund ist,
dass Speicherplatz im Unterschied zur Laufzeit wiederverwendet werden kann.

Einfiihrungen in die Theorie der (Zeit- und Platz-) Komplexitit findet man unter
anderem auch in [HSO1], [HMU13], [Hr14], [P94], [Si06] und [Weg05].

Eine Einfiihrung in Randomisierung und Heuristiken wird in [VW16] gegeben.
Umfassend und ausfiihrlich mit deren Aspekten beschiftigt sich [Weg05].
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Kapitel 5

Universelle Berechenbarkeit

Computer wie GroBrechner, Personal Computer oder Laptops haben eine wesentli-
che Eigenschaft, die Turingmaschinen so, wie wir sie bisher kennen, nicht haben:
Eine Turingmaschine berechnet ein einziges Programm, wihrend die genannten prak-
tisch verfiigbaren Computersysteme alle Programme ausfiihren koénnen. Ist z. B. auf
einem Rechner die Programmiersprache JAVA verfiigbar, dann konnen auf diesem alle
(unendlich vielen) JAVA-Programme ausgefiihrt werden. Dazu sind auf dem Compu-
tersystem Programme installiert, die dieses leisten. Diese Systeme stellen Universal-
rechner dar, die, vorausgesetzt es steht die erforderliche Hard- und Softwareausstat-
tung zur Verfiigung, alle Programme ausfiihren konnen. Gehen wir von vollstindigen
Programmiersprachen aus, kann ein Universalrechner alle berechenbaren Funktionen
berechnen.!

Eine in dieser Hinsicht sinnvolle Anforderung an Berechenbarkeitskonzepte, wie
z. B. Turingmaschinen, ist also, dass in diesen ein universelles Programm konstruiert
werden kann, das alle anderen Programme ausfiihren kann. Es sollte also eine uni-
verselle Turingmaschine U existieren, die jede andere Turingmaschine 7" ausfiihren
kann. U erhilt als Eingabe das (geeignet codierte) Programm J1 von 7' sowie eine
Eingabe z fiir 7. Das Programm dy; von U fiihrt dann das Programm 7 von 1" auf x
aus, sodass

Oy ((T),x) = Pr(z)

gilt. Dabei sei (1) eine Codierung von T, die U verarbeiten kann. Eine universelle
Maschine ist also programmierbar und somit ein theoretisches Konzept fiir die Exis-
tenz universeller Rechner, wie wir sie in der Praxis vorfinden. Ein universeller Rechner
kann jedes Programm auf dessen Eingabe ausfiihren und damit jede berechenbare
Funktion berechnen.

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns ausfiihrlich mit Eigenschaften universeller
Berechenbarkeitskonzepte; im folgenden Kapitel werden deren Grenzen aufgezeigt.

IReale Rechner sind — streng formal betrachtet — endliche Maschinen, denn ihnen steht nur ein endlicher
Speicher zur Verfiigung. Wir gehen aber davon aus, dass wie bei Turingmaschinen ein beliebig groBer Spei-
cher zur Verfligung steht. In der Praxis denken wir uns das dadurch gegeben, dass bei Bedarf hinreichend
Speicher zur Verfiigung gestellt werden kann.
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5.1 Codierung von Turingmaschinen

Damit eine Turingmaschine 7" von einer universellen Maschine U ausgefiihrt werden
kann, muss 7" geeignet als Wort codiert werden, damit es als Eingabe von U dienen
kann. In diesem Abschnitt entwickeln wir schrittweise eine Codierung fiir Turingma-
schinen. Dabei gehen wir davon aus, dass eine Turingmaschine

T= (F7 Sa 67 S, #ataatr)
allgemein die Gestalt
T = ({Oa 17 AO) ey An}7 {507 sy Sk}a 67 S, #7taatr) (51)

hatmitn > 0,k > 2, # € {Ag,..., A, }und s,t4, 6 € {S0,---, 5k}

Des Weiteren kann man iiberlegen, dass man es — falls notwendig — durch entspre-
chendes Umnummerieren immer erreichen kann, dass Ay = #, so = sund s7 = {4
und se = t,. ist. Durch diese MaB3nahmen kann jede Turingmaschine 7', die zunéchst
in der Gestalt (5.1) gegeben ist, kiirzer notiert werden in der Form

T= ({AO»”'7An}7{507~"78k}a5)~ (52)

Startzustand, Haltezustinde und Blanksymbol brauchen hierbei nicht mehr gesondert
aufgefiihrt werden. Turingmaschinen dieser Gestalt nennen wir normiert.? Diese nor-
mierte Darstellung erlaubt es, jedem Symbol in der Darstellung (5.2) eine Zahl, etwa
seinen Index, zuzuordnen. Ein Problem bei diesem Verfahren ist allerdings, dass die
Anzahl von Symbolen und von Zustinden von Turingmaschine zu Turingmaschine
variiert und somit auch die GroB3e der Zahlen, die zur Beschreibung einer Maschi-
ne benotigt werden. Dieses Problem kann gelost werden, indem man die Symbole
und Zustdnde sowie die Kopfbewegungen «—, — und — einer Strichcodierung (,,Bier-
deckelnotation) 7 unterzieht: Wir setzen 7(0) = Ound 7(1) = 1 sowie fir0 < j <n
und 0 <[ < k:

T(Aj) = AP, 1(s)) =sl', 7(=) =m, 7(=) =m|, 7(=)=ml]  (53)

Und fiir eine Zustandsiiberfiihrung o = (s, a, s’,b,m) €§ mit m € {<, —, —} setzen
wir

(o) = 7(s,a,8',b,m) = (7(s)7(a)7(s")r(b)T(m)) (5.4)
sowie fiir § = {o1,..., 01}
7(8) = 7(01) ... (o). (5.5)
Insgesamt ergibt sich fiir eine gemd (5.2) normierte Turingmaschine die Codierung
(T = (r(Ag) ... T(An)7(51) ... T(s%)7()). (5.6)

2Wenn klar ist, dass in der normierten Notation von Turingmaschinen die erste Menge die Arbeitssym-
bole und die zweite die Zustidnde darstellen, konnen die normierten Maschinen noch einfacher geschrieben
werden: T' = (n, k, ).
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Jede Turingmaschine 7" kann also mithilfe von 7 als Wort ( T") iiber dem achtelemen-
tigen Alphabet Q = {0, 1, A, s,m, |, (,)} codiert werden.

Beispiel 5.1  Fiir die normierte Turingmaschine
T = ({#}, {s0,ta,tr},0) oder kiirzer T = (0,2, )
mit
6= {(807 07 ta, 0, _)’ (80, 17t7“a 1, _)a (307 #7 tr, #7 _)}

ergibt sich
(T) = (Ass|s||(s0s|0m)(s1s||1m)(sAs||Am)).

T akzeptiert alle Worter iiber B, die mit 0 beginnen; es ist also L(T) = {0v | v € B*}.

Der folgende Satz, das sogenannte utm-Theorem (utm steht fiir universal turing
machine), postuliert die Existenz einer universellen Turingmaschine.

Satz 5.1  Es existiert eine universelle Turingmaschine U, sodass fiir alle Turingma-
schinen T" und alle Worter w € B* gilt

By((T),w) = dr(w).

Beweisidee U kann als Mehrbandmaschine die Maschine T wie folgt simulieren:
Die Eingaben fiir U, die Codierung (T ) der Maschine T sowie die Eingabe w fiir T
werden auf Band 1 (Programmband) bzw. auf Band 2 (Arbeitsband) gespeichert. U
merkt sich mithilfe weiterer Bdnder den jeweils aktuellen Zustand und die Position des
S-/L-Kopfes von'T" auf dem Arbeitsband. Damit hdilt U die jeweilige Konfiguration von
T fest. Zu dieser Konfiguration sucht U dann auf dem Programmband eine passende
Zustandstiberfiihrung und fiihrt diese (wie 'I' es tun wiirde) auf dem Arbeitsband aus.

Da moglicherweise auch die Eingabe w codiert werden muss, schreiben wir anstelle
von @y ((T),w) auch Oy ((T,w)) oder — aus schreibtechnischen Griinden nur —
Oy (T, w). Im Kapitel 7 gehen wir néher darauf ein, wie eine Codierung (7', w ) er-
folgen kann.

5.2 Nummerierung von Turingmaschinen

Wir gehen jetzt noch einen Schritt weiter und ordnen jedem Buchstaben in €2 durch
eine Abbildung p : Q@ — {0,...,7} eineindeutig eine Ziffer zu, etwa wie folgt:
p(0) =0, p(1) = 1, p(A) = 2, p(s) = 3, p(m) =4, p(|]) =5, p(() = 6,p()) = 7.
Die Nummer p(z) eines Wortes ¢ = x1 ... 2., x; € Q, 1 < i < r,r > 1, ergibt sich
durch p(z) = p(x1) ... p(a,).
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Mit den folgenden zwei Schritten kann nun jeder normierten Turingmaschine T'
eine Nummer zugeordnet werden:
1. Bestimme (7).

2. Bestimme p((T')).

Beispiel 5.2 Wir bestimmen zu der Codierung (T ) der Turingmaschine T' aus Bei-
spiel 5.1 die Nummer

p({T)) = 62335355630350476313551476323552477.

Es ist natiirlich nicht jede Zahl eine Nummer einer Turingmaschine, genauso wenig
wie jedes beliebige Wort iiber () die Codierung einer Turingmaschine ist. Aber man
kann, wenn man eine Zahl gegeben hat, feststellen, ob sie Nummer einer Turingma-
schine ist. Ist eine Zahl Nummer einer Turingmaschine, ldsst sich daraus die dadurch
codierte Turingmaschine eindeutig rekonstruieren.

Beispiel 5.3  Aus der Nummer
p({T)) = 62335355632352476303045576313551477
ldsst sich die Darstellung
(T) = (Ass|s||(sAs|Am)(s0s0m]|)(sls||1m))

rekonstruieren, welche die normierte Maschine

T = ({#}v {807 ta, tr}a 5)
mit
0= {(507 #7 taa #7 7)3 (507 Oa S0, 07 *))7 (507 ]-7 tra ]-7 7)}
reprdasentiert. Es ist L(T) = {0™ | n € Ny}.

Mit Godelisierung® oder Godelnummerierung bezeichnet man eine effektive
Codierung von Wortern durch natiirliche Zahlen. Im Allgemeinen ist fiir ein Alphabet
3 eine Godelnummerierung gegeben durch eine Abbildung (Godelabbildung)

g: X" =Ny

3Benannt nach Kurt Godel (1906-1978), einem osterreichischen Mathematiker und Logiker (ab 1947
Staatsbiirger der USA), der zu den grofiten Logikern der Neuzeit gerechnet wird. Er leistete fundamen-
tale Beitrdge zur Logik und zur Mengenlehre, insbesondere zur Widerspruchsfreiheit und Vollstandigkeit
axiomatischer Theorien. Diese Beitrige haben wesentliche Bedeutung fiir die Informatik.
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mit den folgenden Eigenschaften:
(i) g istinjektiv, d.h., fir z, 2’ € £* mit x # 2’ ist g(x) # g(2’).
(ii) g ist berechenbar.

(iii) Die Funktion x4 : Ng — BB, definiert durch

1, fallsein z € ¥* existiert mit g(x) = n,

Xa(n) = {0, sonst.

ist berechenbar.

1

(iv) g~ ist berechenbar.

Es sei 7 die Menge aller (normierten) Turingmaschinen. Die oben beschriebene Co-
dierung p(({ )) : T — Ny stellt eine Godelisierung der Turingmaschinen dar.

Um allen Nummern eine Turingmaschine zuordnen zu konnen, benutzen wir die
spezielle Turingmaschine T,, = (B U {#}, {s,ta,t:}, 9, s, #, ta, t) mit

6= {(87 05 S, O? _>)7 <S7 17 S, 1a _))a (Sa #7 S, #7 _))}

T,, berechnet die nirgends definierte Funktion w (sieche Losung der Ubung 3.4).
Ubung 5.1  Bestimmen Sie p((T,,))!

Allen Zahlen i € Ny, denen durch p({ )) keine Maschine zugeordnet ist, ordnen wir
die Maschine T, zu.

Wir betrachten nun die so vervollstindigte (berechenbare) Umkehrung von p(( )):
Die Abbildung £ : Ng — 7, definiert durch

{T, falls p((T')) = i,

80) = T,, sonst, S

stellt eine totale Abzdhlung von 7 dar. Falls £(i) = T ist, nennen wir 7" auch die
i-te Turingmaschine und kennzeichnen 7' mit dem Index i: T; = £(¢). Wir kénnen
so die Elemente der Menge 7 aller Turingmaschinen entsprechend dieser Indizierung
aufzihlen:

T ={Ty, T\, Ts,...} (5.8)

Die Menge der Turingmaschinen ist also rekursiv-aufzéhlbar. Es folgt unmittelbar

Satz 5.2  Die Klasse RE ist rekursiv aufzdihibar.
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5.3 Nummerierung der berechenbaren Funktionen

Mithilfe der Abbildung £ erhalten wir nun eine Abzdhlung ¢ : Ng — P der Menge P
aller berechenbaren Funktionen, indem wir

@(i) = f genau dann, wenn ®¢;y = f

festlegen, d.h., wenn (i) = ®¢(; ist. ¢ heibt Standardnummerierung von P.
Abbildung 5.1 stellt die Schritte zur Nummerierung von P grafisch dar.

Abbildung 5.1: Standardnummerierung von P

©(2) ist die Funktion f € P, die von der Turingmaschine 7' = £(4) berechnet wird.
Wir sprechen dabei von der i-ten berechenbaren Funktion sowie von der i-ten Tu-
ringmaschine. Im Folgenden schreiben wir in der Regel ; anstelle von ¢(4), um zu
vermeiden, dass bei Anwendung der Funktion auf ein Argument j eine Reihung von
Argumenten auftritt, d. h., wir schreiben ; () anstelle von (%) (5).

Ny enthilt alle Programme als Nummern codiert: Jede Nummer ¢ € Ny stellt quasi
den Objektcode eines Programms mit Quellcode 7" dar, und jedes Programm wird
durch eine Nummer reprisentiert. Durch die Abbildung ¢ : Ny — P ist die Semantik
dieser Programme festgelegt: (; ist die Funktion, die vom Programm ¢ berechnet wird.

Beispiel 5.4  Die normierte I" Turingmaschine im Beispiel 5.1 mit der Q)-Codierung

(T) = (Ass|s||(s0s|0m)(slss||1m)(sAs||Am))

berechnet die charakteristische Funktion der Sprache L = {0v | v € B*}; es gilt also
&1 = x . Der in Beispiel 5.2 berechnete Objektcode von T ist

p({T)) = 62335355630350476313551476323552477.



5. Universelle Berechenbarkeit 89

Damit gilt
$62335355630350476313551476323552477 — X L-

Die Funktion x 1, hat also die Nummer 62335355630350476313551476323552477,

und es gilt
£(62335355630350476313551476323552477) = T.

Abbildung 5.2 stellt die Nummerierung von x 1, grafisch dar.

14
62335355630350476313551476323552477 € N9 — P > x1,

\r

13 QF > (Assls||(s0s]0m)(slss||1m)(sAs||Am))

\H

L 7T > ({#}7{507ta7t’r‘}75)

Abbildung 5.2: Standardnummerierung fiir die Funktion x

Wenn man im Allgemeinen eine Programmiersprache als Tripel
(PROG,F,®)

auffasst, wobei PROG die Menge aller (syntaktisch korrekten) Programme in einer
Programmiersprache ist, 7 eine Menge von Funktionen festlegt, und die totale Ab-
bildung ¢ : PROG — F die Semantik von PROG bestimmt, die jedem Programm
P € PROG als Bedeutung die Funktion ®p = ®(P) € F zuordnet, dann haben
wir durch die Standardnummerierung aller Turingmaschinen die abstrakte Program-
miersprache

(NOaP7()0) (59)
erhalten. Ny enthélt alle Programme, P ist die Menge der berechenbaren Funktionen

und ¢ ordnet jedem Programm ¢ € Ny seine Bedeutung zu, d. h. die von der Turing-
maschine £() berechnete Funktion ¢; = f.
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5.4 Fundamentale Anforderungen an
Programmiersprachen

Von einer Programmiersprache (PROG, F, ®) kann man die folgenden beiden ele-
mentaren Eigenschaften fordern:

(U) Es sollte ein universelles Programm U € PROG existieren, das alle Program-
me ausfiihren kann. U erhilt als Eingabe ein Programm P € PROG sowie eine
Eingabe x fiir P und berechnet dazu den Wert ®;( P,z ) = ®p(x).* Univer-
selle Programme implementieren quasi universelle Maschinen.

(S) Die Sprache sollte effektives Programmieren erméglichen, d. h., vorhandene
Programme sollten ,,automatisch™ zu neuen zusammengesetzt werden kdnnen.
Es sollte also ein Programm bind existieren, das Programme zu neuen Program-
men ,,zusammenbindet*. Ist z.B. P € PROG ein zweistelliges Programm,
das die Funktion ® p(z,y) berechnet, dann sollte bind den Parameter  durch
jedes Programm P’ € PROG ersetzen und aus P und P’ ein Programm
P = bind (P, P’") generieren konnen, sodass

Dp(P',y) = Prinapry(y) = Ppr(y)
fiir alle Eingaben y gilt.

Wir nennen Programmiersprachen, die die Anforderungen (U) und (S) erfiillen, voll-
stiindig. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass unsere abstrakte Programmiersprache
(No, P, ) vollstindig ist. AnschlieBend untersuchen wir wesentliche — auch fiir die
praktische Anwendung bedeutsame — Eigenschaften von vollstindigen Programmier-
sprachen.

5.4.1 Das utm-Theorem

Da unsere Standardnummerierung (N, P, ¢) auf der Nummerierung von Turingma-
schinen basiert und fiir diese eine universelle Maschine existiert (siehe Satz 5.1), gibt
es in (N, P, ) ein universelles Programm, genauer eine berechenbare universelle
Funktion, die alle anderen berechenbaren Funktionen berechnen kann.

Satz 5.3  Fiir die Nummerierung (No, P, @) ist die Funktion u, : Ng x No — N,
definiert durch
uy (1, ) = pi(x) fiirallei,x € Ny, (5.10)

berechenbar.

4( P,z ) sei eine geeignete Codierung fiir die gesamte Eingabe fiir U, bestehend aus dem Programm P
und der Eingabe z fiir P.
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Die Funktion u,, heifit universelle Funktion von (Ng, P, ¢): u,(4,x) berechnet die
i-te berechenbare Funktion fiir die Eingabe . Wir werden des Ofteren u, als einstel-
lige Funktion betrachten, indem wir die Cantorsche Paarungsfunktion verwenden und
uy : Ng — N durch u, (i,2) = ¢;(x) festlegen.

Eine Turingmaschine U mit ®¢;(£(7), ¢ ) = u, (%, 2 ) heifit universelle Turingma-
schine (siehe Satz 5.1). Sie kann als Interpreter der Programmiersprache (Ng, P, ¢)
aufgefasst werden: U fiihrt das i-te Turingprogramm auf die Eingabe = aus. Damit
erfiillt die Standardnummerierung (No, P, ¢) also die Anforderung (U) aus der Ein-
leitung dieses Kapitels.

Aus dem utm-Theorem folgt unmittelbar Folgerung 5.1.

Folgerung 5.1  Es gilt u, € P. Somit gibt es ein k € No mit o = u,.

5.4.2 Das smn-Theorem

Turingprogramme konnen hintereinander ausgefiihrt werden, und derart zusammenge-
setzte Programme sind wieder Turingprogramme. Mithilfe der Codierungen aus Ab-
schnitt 5.1 lassen sich aus den Nummern von Turingprogrammen auch die Nummern
der komponierten Programme bestimmen. Aufgrund dieser Uberlegung kann der fol-
gende Satz bewiesen werden.

Satz 5.4  Sei (No, P, ) die Standardnummerierung sowie i, j € No. Dann gibt es
eine total berechenbare Funktion comp : No X No — No mit peomp(i,j) = i © ¢j-
comp berechnet aus den Nummern der Programme i und j die Nummer der Kompo-
sition dieser beiden Programme.

Beweis Seien £(i) = A und £(j) = B die Turingprogramme mit den Nummern i
bzw. j. Die Komposition A o B der beiden Programme ist wohldefiniert durch (siehe
Losung zur Ubung 3.3 und Bemerkung 3.3)

1, x & Def (Pa),
P aop(7) = (PaoPp)(x) =< L, D 4(z) ¢ Def(®p),  (5.11)
D4 (Pp(x)), sonst.

Die Nummer der Komposition A o B von A und B ergibt sich durch Berechnung von
p({&(2) 0 &(4) ). Wenn wir nun die Funktion comp : Ng x Ng — No durch

comp(i, j) = p({£(2) 0 £(4))) (5.12)

definieren, gilt fiir die Standardnummerierung (No, P, ©): Es existiert eine total bere-
chenbare Funktion comp : Ny X Ng — Ny, sodass

Pcomp(i,j) = Pi © Pj (5.13)
fiir alle i, j € Ny ist.

In T existiert also ein Programm C' = &(comp(s, j)) mit ®c = P 405(z).
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Dieser Satz dient als eine Grundlage fiir den Beweis des folgenden Satzes, der aussagt,
dass die Programmiersprache (N, P, ¢) auch die Anforderung (S) aus der Einleitung
des Kapitels erfiillt: Eingaben konnen auch als Programme interpretiert und — automa-
tisch mithilfe von Bindungsprogrammen — zu neuen Programmen komponiert werden.
Das folgende smn-Theorem hilt diese Eigenschaft fiir (Ng, P, o) fest.

Satz 5.5  In der Standardnummerierung (No, P, ) existiert eine total berechenba-
re Funktion s € R, sodass fiir alle 1, z,y € Ny

i (T, Y) = Ps(iz)(Y) (5.14)

gilt.

Eine allgemeine Formulierung des smn-Theorems lautet:> Es existiert eine total bere-
chenbare Funktion s € R, sodass

Gil Tl s Ty Yl e+ Yn ) = Psiser,eoam) (Ylse -5 Yn) (5.15)
fiir alle ¢ € Ny sowie fiir alle (z1,...,2z,) € N§* und alle (y1,...,y,) € N gilt.
Dies kann so interpretiert werden: Es gibt einen ,,Generator s, der aus dem Programm
i und den Programmen 1, . . ., Z,,, €in neues Programm s (i, 1, ..., T, ) erzeugt.

5.4.3 Anwendungen von utm- und smn-Theorem

Seien f, g : Ng — Ny berechenbare Funktionen, dann ist auch i : Ny x Ny — Np,
definiert durch h(x,y) = f(z)+ g(y), berechenbar. Es gibt also 4, j € Ny mit f = ¢,
und g = ¢; mit

hz,y) = @i(z) +¢;(Y) = up(i, z) + ue(,y).
Wir verallgemeinern h zu h' : Né — Np, definiert durch
W (i, j, 2, y) = up(i, 2) + up(,y),
d.h., 1/ ist berechenbar. Es gibt also ein m € Ng mit b’ = ¢,,,, d. h. mit
W(i,j,2,y) = om (i,4,2,9).
GemaB (5.15) gibt es eine totale berechenbare Funktion s € R mit
P (60,2, Y) = Ps(maig) (@)

Es gibt also ein Programm s, das aus dem Additionsprogramm m und den Program-
men fiir irgendwelche Funktionen f und g das Programm s (m, 4, j ) generiert, das

3 Aus dieser Formulierung erkennt man, woher die Bezeichnung smn-Theorem stammt. Im Satz 5.5 wird
die Variante des smn-Theorems fiir m = 1 und n = 1 formuliert. Wir wollen diese Variante s-1-1 nennen.
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f(x) 4 g(y) fiir alle berechenbaren Funktionen f und g berechnet. Die Anforderung
(S) (siehe Einleitung von Abschnitt 5.4) ist also fiir diesen Fall erfiillt: Es gibt ein
Programm, niamlich s (m, i, j ), das die Summe der Ergebnisse der Programme von
beliebigen Funktionen f und g berechnet.

Bemerkung 5.1  Wir konnen das obige Beispiel fiir die Anwendung des smn-Theo-
rems verallgemeinern. Seien dazu f, g : No — Ny berechenbare Funktionen, dann ist
auch h : Ng — Ny, definiert durch h(y) = f(g(y)), berechenbar (siehe Satz 3.1). Es
gibt also i,j € No mit f = ; und g = @; mit

Wir verallgemeinern h zu h' : N3 — N, definiert durch
W (i, 5,y) = up(i, up (4, 9)),
d. h., W' ist berechenbar. Es gibt also ein k € No mit h' = py, d. h. mit
(1,4, y) = ¢ (4,5,9)-
Gemdf} (5.15) gibt es eine total berechenbare Funktion s € R mit
Pk (60,4 ) = Ps(k,ig) (Y)-

Es gibt also ein Programm s, das aus dem Programm k fiir die Komposition von
Programmen und den Programmen fiir irgendwelche Funktionen f und g das
Programm s (k,i,j) generiert, das f(g(y)) fiir alle berechenbaren Funktionen f
und g berechnet.

Das smn-Theorem besagt also, dass die Anforderung (S) in dem Sinne erfiillt ist,
dass Programme 1, . . ., z,, zu neuen Programmen s (%, z1, . . ., Z,, ) verkniipft wer-
den konnen, die die Ergebnisse von z1,...,x,, angewendet auf yq,...,y, gemil
dem Programm ¢ miteinander verkniipfen.

Eine wichtige Folgerung aus dem smn-Theorem ist das Ubersetzungslemma.

Satz 5.6  Sei (No, P, ) die Standardnummerierung und (No, P,v) eine weitere
Nummerierung, die das smn-Theorem erfiillt. Dann gibt es eine total berechenbare
Funktion t € R mit

@i(x) = Py (z) fiir alle x € N. (5.16)

Beweis Da 1) alle Elemente von P nummeriert, wird auch u, die universelle Funk-
tion von @, nummeriert, denn es ist u, € P (siehe Folgerung 5.1). Es gibt also ein
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k € No mit ¢, = u, (auch wenn 1, = wu, ist, muss ¥y, nicht zwangsldufig eine
universelle Funktion von 1) sein).

Sei s € R die gemdf3 Voraussetzung fiir 1 existierende s-1-1-Funktion. Wir setzen
t(i) = s (k,i) (da k als Nummer von w,, fest gegeben ist, hiingt t nur von i ab). Dann
istt € R, und es gilt mit Satz 5.5

Vi(5)(2) = Vs (,6) (X)) = Ui (4, ) = up(4,2) = @i(x),

was zu zeigen war.

Zwischen der Standardnummerierung (No, P, ) und der Nummerierung (N, P, ¢)
gibt es immer ein Ubersetzerprogramm ¢, welches jedes Programm 4 von (N, P, ¢)
in ein dquivalentes Programm (i) von (No, P, ) transformiert, vorausgesetzt, die
Nummerierung (N, P, ¢) erfiillt das smn-Theorem.

Folgerung 5.2  Sei f € P. Dann gibt es eine Funktion t € R, sodass fiir alle
1,x € Ny gilt:

f{i2) = oy (2) (5.17)

Beweis Da f € P ist, gibt es ein k € Nog mit f (i,x) = g (4,2 ). Mit dem smn-
Theorem folgt, dass es eine Funktion s € R gibt mit @y (i,2) = Qg (x). Wir
setzen t(i) = s (k,i). Dannistt € R und

F{hz) =0 (4,2) = Qo(r,6)(T) = Pr(5)(T),

womit die Behauptung gezeigt ist.

Analog zur Verallgemeinerung (5.15) des smn-Theorems kann die folgende Ver-
allgemeinerung der obigen Folgerung gezeigt werden: Sei f € P, dann gibt es eine
total berechenbare Funktion ¢ € R, sodass

f<iax17"~>$may17"'7yn> = Wt(i,:l)l,‘..,xm> <yl7"' ayn> (518)

gilt fiir alle 4 € No, (21,...,2m) € NJ* und (y1,...,yn) € Njj.

Die folgenden Aussagen sind weitere interessante Folgerungen aus dem utm-Theorem
und dem smn-Theorem. Der Rekursionssatz® besagt, dass jede total berechenbare
Programmtransformation in (N, P, ) mindestens ein Programm in ein dquivalentes
transformiert, und der Selbstreproduktionssatz besagt, dass es in (Ng, P, ¢) mindes-
tens ein Programm gibt, das fiir jede Eingabe seinen eigenen Quelltext ausgibt.

SDer Rekursionssatz ist auch als Fixpunktsatz von Kleene bekannt.
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Satz 5.7  Zu jeder total berechenbaren Funktion f € R existiert eine Zahln € Ny
mit Q ¢(n) = Pn-
Beweis Die Funktion d : Ny x Ng — Ny sei definiert durch

d(l’, y) = u@(ulp(x’ .’E), y)

Mithilfe des utm-Theorems gilt

d(xay> = uw(uv(m,x),y) = ng((Pg;(-T),y) = chpz(x)(y)' (5.19)

Gemdf3 utm-Theorem ist d also berechenbar. Wegen Folgerung 5.2 gibt es zu d ein
t € R mit

d(2,y) = Pi(a) (Y)- (5.20)

Die Funktionen f und t sind total berechenbar, also ist auch f ot total berechenbar.
Somit gibt es ein m € Ny mit

Om=fot (5.21)
und ., ist total. Des Weiteren setzen wir (fiir das feste m)

n = t(m). (5.22)
Es gilt mit (5.22), (5.20), (5.19) und (5.21)

On(Y) = Peim)(¥) = d(m, Y) = Py, (m)(Y) = Prem)) (YY) = Prm)(Y),

womit die Behauptung gezeigt ist.

Der Rekursionssatz gilt fiir alle total berechenbaren Funktionen, z. B. fiir die Funk-
tionen f(x) = x + 1 und g(x) = x°. Der Rekursionssatz besagt, dass ein m € Ny
existiert mit @, 11 = ¢, bzw. ein n € Ny existiert mit @2 = @,.

Den Rekursionssatz kann man so interpretieren, dass jede total berechenbare Pro-
grammtransformation f mindestens ein Programm n in sich selbst transformiert
(n also ,reproduziert™). Das gilt z. B. auch fiir den Fall, dass f ein ,,Computervirus™ ist,
der alle Programme veridndert. Der Rekursionssatz besagt, dass der Virus mindestens
ein Programm unverindert lassen wiirde.

Eine Folgerung aus dem Rekursionssatz ist der Selbstreproduktionssatz.

Satz 5.8  Es gibt eine Zahl n € Ny mit @, (x) = n fiir alle x € Ny.

Beweis Wir definieren f : Ng x Ng — Ng durch f(i,x) = i. Die Funktion f ist of-
fensichtlich berechenbar. Gemdifs Folgerung 5.2 gibt es somit eine total berechenbare
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Funktion t € R mit ¢;y(x) = f(i,x) = 4. Nach dem Rekursionssatz gibt es zu t ein
n € No mit pp, = ©y(n). Insgesamt folgt p,(x) = @yn)(x) = f(n,z) = n fiir alle
x € Ny, womit die Behauptung gezeigt ist.

Der Selbstreproduktionssatz besagt, dass es in einer Programmiersprache, die den An-
forderungen (U) und (S) aus der Einleitung geniigt, mindestens ein Programm n gibt,
das unabhiingig von den Eingaben x sich selbst (,,seinen eigenen Code’) ausgibt.

5.4.4 Der Aquivalenzsatz von Rogers

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Tatsache, dass die Programmier-
sprache (Ng, P, ¢) das utm- und das smn-Theorem erfiillt, dazu fiihrt, dass diese
Sprache sowohl theoretisch als auch praktisch niitzliche Eigenschaften besitzt. Das
utm-Theorem und das smn-Theorem konnen als Prézisierungen der in der Einleitung
des Kapitels geforderten elementaren Eigenschaften (U) bzw. (S) fiir Programmier-
sprachen betrachtet werden. Dass diese Eigenschaften tatsdchlich fundamental sind,
besagt der folgende Satz: Jede andere Nummerierung (No, P, ) ist dquivalent zur
Standardnummerierung (Ny, P, ¢) genau dann, wenn sie ebenfalls das utm-Theorem
und das smn-Theorem erfiillt.

Satz5.9  Sei (No, P, ) die Standardnummerierung und ¢ : No — P eine weitere
Standardnummerierung von P, dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es gibt total berechenbare Funktionen t,_.y,ty—, € R (,Ubersetzer” fiir ¢

bzw. ) mit ©; = Py, i) und Y; = @y, () (d.-h., . und ¢ sind dquiva-
lent“).

(2) Die Standardnummerierung ) erfiillt das utm-Theorem und das smn-Theorem:

(U) Die universelle Funktion u,, : Nog x Ng — No mit uy (2, x) = ¢ (x) fiir
alle i, x € Ny ist berechenbar.
(S) Es gibt eine total berechenbare Funktion t mit ; (x,y) = Vy(iz)(Y)
fiir alle i, x,y € Ny.
Beweis (1) = (2)“: Es gilt

wy (1, 2) = ¥i(x) = @, () (®) = U (ty—p(i), 2). (5.23)

Nach dem utm-Theorem fiir @ ist u, berechenbar, und nach Voraussetzung ist ty_.,
berechenbar. Wegen der Gleichung (5.23) ist dann auch u,, berechenbar. Damit haben
wir (2 U) gezeigt.

Da fiir ¢ das smn-Theorem gilt, gibt es gemdfs Folgerung 5.2 fiir die berechenbare
Funktion wy (i, (x,y)) eine total berechenbare Funktion s € R mit

Ud,(i, (x,y)) = L)Ds(i,x)(y>'
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Esist 1; (z,y) = uy(i,(x,y)) und nach Voraussetzung gilt p. = v, __ (). Somit
gilt also insgesamt

%(%y) = qu(i, <xay>) = @s(i,x)(y) = wtwaw(s(i,xﬂ(y)'

Wir setzent (i, ) = ty—y(s(i,2)), alsot = t,_.y o s. Somit gibt es also eine total
berechenbare Funktion t € R, fiir die

fiir alle i, x,y € Ny gilt.
Damit ist (2 S) gezeigt.

A2) = (1)“: Die Funktion uy, ist berechenbar, da fiir <) das utm-Theorem erfiillt
ist. Nach dem smn-Theorem fiir @ gibt es zu uy eine total berechenbare Funktion
ty—p € R mit uy(5,y) = @1, ;) (y)- Mit der Voraussetzung uy(j,y) = 1¥;(y)
folgt ;(y) = gotwq(p(j)(y) und damit Y = @y, (j)-

Mit analoger Argumentation leitet man p; = ¥, (;) fiir einty,—., € R her.

Der Satz von Rogers besagt, dass es bis auf gegenseitige Ubersetzbarkeit nur eine
einzige Programmiersprache, beispielsweise (Ng, P, ), gibt, die das utm-Theorem
und das smn-Theorem erfiillt. (N, P, ¢) kann somit als ,,Referenz-Programmierspra-
che’ gelten. Das bedeutet insbesondere, dass alle Eigenschaften, die auf die Sprache
(No, P, ) zutreffen, fiir alle vollstdndigen Programmiersprachen gelten.

Aus dem Satz von Rogers folgt unmittelbar folgende fiir die Praxis wichtige Aussage.

Folgerung 5.3  Zu zwei vollstindigen Programmiersprachen My und Ms exis-
tieren Programme T .5 € Moy und To_.1 € My mit

M) — <1>(T’1‘122>( ) fiir alle A € M, (5.24)
bzw. mit
ey = o) ) fiir alle B € My (5.25)

Es gibt also fiir je zwei vollstindige Programmiersprachen Ubersetzungsprogram-
me, welche die Programme der einen Sprache in dquivalente Programme der anderen
Sprache iibersetzen.
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5.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

Die Nummerierung von Turingmaschinen fiihrt zur Standardnummerierung (N, P, ¢)
der partiell berechenbaren Funktionen, die als abstrakte Programmiersprache angese-
hen werden kann, anhand der grundsitzliche Eigenschaften von Programmiersprachen
analysiert werden konnen.

Fundamentale Anforderungen an Programmiersprachen sind die Existenz von uni-
versellen Programmen sowie die Moglichkeit zum effektiven Programmieren. Uni-
verselle Programme konnen alle Programme ausfiihren und damit alle berechenbaren
Funktionen berechnen. Effektives Programmieren bedeutet, dass Programme selbst
Eingabe von Programmen sein konnen und es Programme gibt, die daraus neue Pro-
gramme generieren konnen. Das utm-Theorem und das smn-Theorem driicken aus,
dass die Standardnummerierung diese Anforderungen erfiillt.

Programmiersprachen, die das utm-Theorem und das smn-Theorem erfiillen, wer-
den vollstindig genannt. Der Aquvalenzsatz von Rogers besagt, dass es zwischen
vollstindigen Programmiersprachen totale Ubersetzungsprogramme gibt, die jedes
Programm der einen in ein dquivalentes Programm der anderen Sprache transformie-
ren.

Zu den vollstandigen Programmiersprachen gehoren die in der Praxis weit verbrei-
teten Sprachen JAVA und C++. Zur Ausfiihrung von Programmen in diesen Sprachen
miissen allerdings hinreichend groBe Speicher — wie bei Turingmaschinen das unend-
liche Arbeitsband — zur Verfiigung stehen.

Unter dem Stichwort ,,Accidentally Turing Complete™ findet man {iberraschende
und kuriose vollstindige Programmiermoglichkeiten, wie z. B. Spiele und das Page
fault handling des X86-Prozessors.

Das Kapitel folgt Darstellungen in [VW16]. Die Themen werden mehr oder weniger
ausfiihrlich in [ABO02], [BL74], [HMU13], [Hr14], [Koz97], [LP98], [Ro67], [Sch509],
[Si06] und [Wei87] behandelt.

Es gibt viele interessante Fragestellungen, die die Michtigkeit von Turingmaschinen
betreffen, insbesondere dahin gehend, welche Art von Funktionalitit noch maximal
mit einer moglichst kleinen Menge von Zustinden oder Bandsymbolen erreicht wer-
den kann.

Dazu gehort das sogenannte Fleilige-Biber-Problem, das von Tibor Radé in [Ra62]
erstmalig vorgestellt wurde. Rad6 betrachtet zwei Funktionen: (1) X(n) = maxi-
male Anzahl der Einsen, die eine anhaltende Turingmaschine mit n Zustinden auf
ein anfinglich leeres Band schreiben kann, sowie (2) S(n) = maximale Anzahl der
Kopfbewegungen, die eine anhaltende Turingmaschine mit n Zustinden und zweiele-
mentigem Arbeitsalphabet durchfiihren kann. Es kann gezeigt werden, dass die Men-
gen {(n,b) | X(n) < b} und {(n,c) | S(n) < c} nicht rekursiv-aufzéhlbar sind, d. h.,
Y(n) und S(n) sind nicht berechenbar; beide Funktionen wachsen schneller als jede
berechenbare Funktion. Fiir 1 < n < 4 sieht das Wachstum von ¥(n) noch harm-
los aus: (1) = 1, £(2) = 4, ¥(3) = 6, X(4) = 13. Fir n = 5 gilt aber bereits
(5) > 212, und fiir n = 6 gilt X(6) > 254090,
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Eine weitere interessante Frage ist: Wie viele Zustiinde und wie viele Arbeitssym-
bole muss eine universelle Turingmaschine mindestens haben? Unter

en.wikipedia.org/wiki/Wolfram%27s_2-state_3-symbol_Turing machine

findet man die Beschreibung einer universellen Maschine von Stephen Wolfram mit
zwei Zustinden und fiinf Symbolen. Wolfram vermutete, dass eine universelle Tu-
ringmaschine mit zwei Zustdnden und drei Symbolen existiert, und setzte einen Preis
in Hohe von $ 25.000 fiir denjenigen aus, der als Erster eine solche Maschine findet.
Alex Smith gibt in

www.wolframscience.com/prizes/tm23/TM23Proof.pdf

eine universelle Maschine mit zwei Zustdnden und drei Symbolen an, wofiir er dann
auch den Preis bekam.


en.wikipedia.org/wiki/Wolfram%27s_2-state_3-symbol_Turing_machine
www.wolframscience.com/prizes/tm23/TM23Proof.pdf
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Kapitel 6

Unentscheidbare Mengen

In (5.8) wird festgestellt, dass die Menge 7 der Turingmaschinen nummeriert werden
kann. Daraus folgt, dass diese Menge abzéhlbar ist. Wir zeigen im Folgenden, dass
die Menge

X ={x:Ng — B | x ist total} (6.1)

der charakteristischen Funktionen iiberabzihlbar ist. Daraus folgt, dass es charakte-
ristische Funktionen gibt, die nicht berechenbar sind. Hieraus folgt, dass prinzipiell
unentscheidbare Mengen existieren. In den folgenden Abschnitten werden wir dann
konkrete unentscheidbare Mengen kennenlernen.

Satz 6.1 Die in (6.1) definierte Menge X ist iiberabzdhlbar.

Beweis Wir nehmen an, dass X abzdhlbar ist. Das bedeutet, dass die Elemente von
X eindeutig nummeriert werden konnen: X = {xo, X1, X2, - - - }- Wir denken uns fiir
die beiden abzdhlbaren Mengen Ny und X die folgende unendliche Matrix:

‘ i) T B X
Xo | Xo(®o) xo(z1) Xo(2) Xo(2)
Xt | x1(®o) xi(z1) xi(z2) x1(x)
X2 | X2(%o) xo(z1) Xxa2(22) x2()

Diese Matrix ist eine 0-1-Matrix, die keine Liicken aufweist, weil alle x; total definiert
sind.

Mithilfe der Diagonalen dieser Matrix definieren wir die Funktion x : Ng — B durch

x(z;) =1 — xi(zy)- (6.2)

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020
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Die Funktion x unterscheidet sich von allen x; mindestens beim Argument x;:

x(#:) =1 —xi(z:) = {:A), izgzi i (1)

Die Funktion x ist eine wohl definierte, totale Funktion von Ny nach B. Sie muss also
ein Element von X sein und deshalb eine Nummer besitzen; sei k diese Nummer:

X = Xk (6.3)

Dann folgt fiir das Argument xj,:

Xk (2k) = X(21) wegen (6.3)
=1— xk(zk) wegen (6.2)

Es folgt xx(zr) = 1 — xx(zr), was offensichtlich ein Widerspruch ist. Unsere
Annahme, dass X abzdhlbar ist, ist also falsch, womit die Behauptung gezeigt ist.

Die im obigen Beweis verwendete Beweismethode heifit Cantors zweites Diagonal-
argument.' Dabei wird auf der Basis einer Annahme eine Matrix aufgestellt und mit-
hilfe der Diagonale der Matrix eine Funktion, eine Menge oder eine Aussage definiert,
die zu einem Widerspruch fiihrt, woraus dann folgt, dass die urspriingliche Annahme
falsch sein muss.

Der Satz 6.1 zeigt, dass es prinzipiell nicht entscheidbare Mengen A C N; geben
muss. In den folgenden Abschnitten geben wir sowohl konkrete Beispiele von Men-
gen an, die nicht entscheidbar sind, als auch Beispiele von Mengen, die nicht semi-
entscheidbar, also nicht rekusiv-aufzihlbar sind. Grundlage der Betrachtungen dafiir
ist nach wie vor unsere Standardprogrammiersprache (Ng, P, ¢). Damit gelten die
folgenden Aussagen auch fiir alle anderen vollstindigen Programmiersprachen.

6.1 Das Halteproblem

Wir betrachten zunichst ein spezielles Halteproblem, auch Selbstanwendbarkeits-
problem genannt, und formulieren es mithilfe der folgenden Menge

K ={ieNg|iée€ Def(e;)}

Die Menge K enthilt alle Nummern von Turingmaschinen, die, angewendet auf sich
selbst, anhalten.

! Cantors erstes Diagonalargument haben wir in Kapitel 2.8 angewendet.
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Satz 6.2 a) K ist rekursiv-aufzdhlbar:
b) K ist nicht entscheidbar.
Beweis a) Wir definieren f : Nog — No durch f(i) = wuy,(i,1). Dann gilt: Die
Funktion f ist berechenbar sowie
i € K genau dann, wenn i € Def (v;),

genau dann, wenn (i,1) € Def (uy),

genau dann, wenn i € Def (f).
Es ist also K = Def (f). Mit Satz 3.4 b) folgt, dass K rekursiv aufzdhlbar ist.
b) Wir nehmen an, K sei entscheidbar. Dann ist x i berechenbar. Wir definieren die

Funktion g : Ng — N durch

o) = {uw(x,:c) +1, falls xg(x) =1,

1
0, falls xk(z) = 0. (64

Die Funktion g ist total berechenbar, denn, wenn x k (x) = 1 ist, ist x € K und damit
x € Def (¢, ), und demzufolge ist u,(x, x) + 1 = p,(x) + 1 definiert.

Da g berechenbar ist, gibt es ein p mit g = @y, d. h., es ist
g(z) = pp(x) fiiralle x € Ny. (6.5)
Wir berechnen nun g(p). Als Ergebnis gibt es zwei Moglichkeiten: (1) g(p) = 0 oder
(2) 9(p) = uy(p,p) + 1.
Zu (1): Es gilt
g(p) = 0 genau dann, wenn xx(p) =0, wegen (6.4)
genau dann, wenn p ¢ K,
genau dann, wenn p ¢ Def (¢,),
genau dann, wenn p ¢ Def (g), wegen (6.5)

genau dann, wenn g(p) = L.
Damit haben wir die widerspriichliche Aussage
g(p) = 0 genau dann, wenn g(p) = L
hergeleitet, d. h., der Fall g(p) = 0 kann nicht auftreten.
Zu (2): Mit (6.4) und (6.5) erhalten wir
9(p) = up(p,p) +1=p(p) + 1 =g(p) +1
und damit den Widerspruch g(p) = g(p) + 1.

Die Anwendung von g auf p, d. h. von g auf sich selbst, fiihrt also in jedem Fall zum
Widerspruch. Unsere Annahme, dass K entscheidbar und damit x i berechenbar ist,
muss also falsch sein, womit die Behauptung gezeigt ist.
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Maoglicherweise erscheint das Selbstanwendbarkeitsproblem auf den ersten Blick
als ein kiinstliches Problem. Im Hinblick auf Programme, die man auf sich selbst
anwenden kann, denke man z.B. an ein Programm, das die Anzahl der Buchstaben
in einer Zeichenkette zihlt. Es kann durchaus sinnvoll sein, das Programm auf sich
selbst anzuwenden um festzustellen, wie lang es ist.

Die Menge

H ={(i,j) € Ng x No | j € Def(¢i)} (6.6)

beschreibt das (allgemeine) Halteproblem. Sie enthilt alle Paare von Programmen
7 und Eingaben j, sodass 7 angewendet auf j ein Ergebnis liefert, d. h. insbesondere,
dass ¢ bei Eingabe j anhilt. K ist eine Teilmenge von H ,2 und damit ist intuitiv klar,
dass auch H nicht entscheidbar sein kann.

Satz 6.3  a) H ist rekursiv-aufzdhlbar.

b) H ist nicht entscheidbar.

Ubung 6.1  Beweisen Sie Satz 6.3!

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems bedeutet, dass es keinen allgemeinen Ter-
minierungsbeweiser geben kann. Ein solcher Beweiser konnte iiberpriifen, ob ein Pro-
gramm angewendet auf eine Eingabe anhilt. Wenn man also verhindern mochte, dass
Ausfiihrungen von Schleifen nicht terminieren, muss man dies schon bei der Program-
mierung durch Anwendung geeigneter Methoden verhindern, weil im Nachhinein das
Terminierungsverhalten algorithmisch im Allgemeinen nicht mehr {iberpriift werden
kann.

Das Halteproblem ist mindestens so ,,schwierig” wie jedes andere rekursiv-aufzihl-
bare Problem, denn alle rekursiv-aufzihlbaren Probleme lassen sich auf das Halte-
problem reduzieren. Andererseits lassen sich entscheidbare Probleme auf alle anderen
(nicht trivialen) Probleme reduzieren; in diesem Sinne sind entscheidbare Probleme
,.besonders einfach”. Dies werden wir im Abschnitt 8.4 noch aus einem anderen Blick-
winkel betrachtet bestitigt finden.

Satz 6.4  a) Fiir jede rekursiv-aufzihlbare Menge A C Ny gilt A < H.

b) Fiir jede entscheidbare Menge A C Ny und jede Menge B C Ny mit B # () und
B # Ny gilt A< B.

2Damit das mathematisch prizise ausgedriickt werden kann, miisste K eigentlich wie folgt notiert wer-
den: K = {(4,7) € No x Ng | i € Def(4)}.
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Beweis a) A ist rekursiv-aufziihlbar, also semi-entscheidbar, d. h., Xf4 ist berechen-
bar. Es gibt also ein i € No mit X'y = ;. Mithilfe dieses fest gegebenen i definieren
wir f : Ng — Ng x Ng durch f(j) = (4, j). Die Funktion f ist total berechenbar, und
es gilt

j € A genau dann, wenn qu(j) = 1,
genau dann, wenn @;(j) = 1,
genau dann, wenn j € Def (¢;),

genau dann, wenn (i,j) € H,

genau dann, wenn f(j) € H.

Damit ist die Behauptung A <; H gezeigt.

b) Da B # ), gibt es mindestens ein i € B, und da B # Ny, gibt es mindestens ein
j & B. Mit diesen beiden Elementen definieren wir die Funktion f : Ng — Ny durch

2) = i, xa(z)=1,
%) {j, xa(z) = 0.

Da A entscheidbar ist, sind x o und damit auch f total berechenbar. AufSerdem gilt
x € A genau dann, wenn f(x) € B. Damit gilt A <y B, was zu zeigen war.

Aus Satz 3.2 b) und den Sétzen 6.2 und 6.3 folgt unmittelbar ein Satz iiber die Kom-
plemente von K und H.

Satz 6.5 a) Die Komplemente von K und H

sind nicht rekursiv-aufzdhlbar.

b) RE ist nicht abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung.

K und H sind also Beispiele fiir Mengen, die nicht nur nicht entscheidbar, sondern
sogar nicht semi-entscheidbar sind. Damit sind zudem X’? und X/ﬁ Beispiele fiir nicht
berechenbare Funktionen.

Um das Terminierungsproblem grundsitzlich zu vermeiden, konnte man auf die Idee
kommen, universelle Programmiersprachen von vornherein so zu gestalten, dass alle
Programme nur total berechenbare Funktionen berechnen. Sei (Ng, R, ) die Num-
merierung einer solchen Sprache. Der folgende Satz besagt, dass es in dieser Numme-
rierung keine universelle Funktion geben kann.
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Satz 6.6  Seiuy : NoxNy — Ny, definiert durchuy (i, j) = ;(j), eine universelle
Funktion fiir (No, R, ), dann ist u,, ¢ R.

Beweis Wir nehmen an, dass w,, € R ist, und definieren die Funktion f : Ng — Ny
durch f(z) = uy(z,x) + 1. Dann folgt, dass f € R ist. Damit gibt es ein k € N mit
Y = f, d. h., fiir alle v € Ng gilt Yy,(z) = f(zx) = uy(z,z) + 1. Fiir x = k folgt
daraus

uy(k, k) = vu(k) = f(k) = uy(k, k) + 1,

was offensichtlich einen Widerspruch darstellt, womit unsere Annahme vy € R
widerlegt ist.

In einem weiteren Schritt, dass Terminierungsproblem in den Griff zu bekommen,
konnte man versuchen, die Menge der Programme in (N, P, ¢) auf die zu beschrén-
ken, die totale Funktionen berechnen. Dass auch dieser Versuch zum Scheitern verur-
teilt ist, besagt der folgende Satz.

Satz 6.7 Sei (No,P, ) die Standardprogrammierung und A C Ny so, dass
©(A) = R gilt. Dann ist A nicht rekursiv-aufziihlbar und damit nicht entscheidbar.

Beweis Wir nehmen an, dass A rekursiv-aufziihlbar ist. Da R # ( gilt, gilt
auch A # (). Dann gibt es eine total berechenbare Funktion f : Ng — Ng mit
A = W(f). Wir definieren die Funktion v : Ng — R durch i) = ¢ o f. Dann
ist 1) eine totale surjektive Funktion mit berechenbarer universeller Funktion
uy (1, 2) = Yi(x) = pru)(x) = up(f(4), x). Dieses widerspricht aber Satz 6.6.

Eine Menge A C Ny von Programmen, die nicht entscheidbar ist, kann keine Pro-
grammiersprache sein, da fiir ein ¢ € Ny nicht entschieden werden konnte, ob es ein
Programm aus A ist oder nicht.

Ein weiterer Ansatz, dass Terminierungsproblem zu 16sen, wire, jede berechenba-
re Funktion f € P zu einer total berechenbaren Funktion ' € R mit f(z) = f'(z)
fiir alle z € Def (f) fortzusetzen. Der folgende Satz besagt, dass auch dieses Ansin-
nen zum Scheitern verurteilt ist.

Satz 6.8 Sei (No,P,p) die Standardnummerierung. Dann besitzt die Funktion
f :No — Ny, definiert durch f (i,j) = u,(1, j), keine Fortsetzung.

Beweis Sei ' € R eine Fortsetzung von f. Damit definieren wir eine Nummerierung
¥ : Ng = R durch;(j) = f' (i,7 ). Dann wiire die Funktion vu'(i, j) = f’(i, j) eine
universelle Funktion der Nummerierung (No, R, ), was aber Satz 6.6 widerspricht.
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6.2 Der Satz von Rice

Das Terminierungsproblem ist innerhalb vollstindiger Programmiersprachen allge-
mein algorithmisch nicht 16sbar. Es stellt sich die Frage, ob andere Eigenschaften von
Programmen algorithmisch tiberpriifbar sind.

Syntaktische Eigenschaften von Programmen, wie die Linge eines Programms,
die Anzahl der Variablen oder die Anzahl der Zuweisungen, in denen eine Variable
vorkommt, sind sicher berechenbar. Wie steht es um die Entscheidbarkeit von seman-
tischen Eigenschaften wie z. B.

(1) By = {f €P| f(z) =3, firalle z € Ny} enthilt alle berechenbaren Funk-
tionen, die jeder Eingabe den Wert 3 zuweisen (,,Konstante 3).

(2) E; ={f € P| f(4) = 17} ist die Menge aller berechenbaren Funktionen, die
der Eingabe 4 den Wert 17 zuweisen.

(3) Es = {f € P| f(z) ==, firalle x € Ny} enthilt alle berechenbaren Funk-
tionen, die dquivalent zur Identitit sind.

(4) By = {f € P| Def(f) = Ny} ist die Menge aller total berechenbaren Funk-
tionen.

(5) Es = {f €P|f=g}, g € P, enthilt alle berechenbaren zu g dquivalenten
Funktionen.

Der Satz von Rice, den wir im Folgenden vorstellen, besagt, dass alle nicht trivialen
semantischen Eigenschaften von Programmen nicht entscheidbar sind.

Definition 6.1  Es seien f und g Funktionen von N& nach Ny.

a) f heift Teilfunktion von g genau dann, wenn Def (f) C Def (g) und f(x) = g(x)
fiir alle x € Def (f) gilt. Wir notieren diese Beziehung mit f C g.

b) Ist f eine Teilfunktion von g und ist Def (f) # Def(g), dann heifit f echte Teil-
funktion von g, was wir mit f C g notieren.

¢) Gilt f C gund g C f, dann heiflen f und g (funktional) Aquivalent, was wir mit
f = g notieren.

d) Es sei F eine Menge von Funktionen von N nach Ny. F heift funktional
vollstindig genau dann, wenn gilt: Ist f € F und f ~ g, dann ist auch g € F.

Wir iibertragen die Begriffe der Definition 6.1 auf Nummerierungen (No, P, ¢), indem
wir 4 C j,¢ C j oder ¢ =~ j notieren, falls ¢; C ¢;, @; C @; bzw. ¢; ~ ¢; gilt.
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Definition 6.2  Es sei (Ng, P, @) eine Standardnummerierung.

a) Dann heifit A C Ny funktional vollstindig genau dann, wenn gilt: Ist i € A und
i~ j, dann ist auch j € A.

b) Sei E C P, dann ist Ap = {i | ¢; € E } die Indexmenge von E.

¢) Die Indexmengen Ap = ) und A, = Ny der Mengen E = () bzw. E = P heiflen
trivial.

Folgerung 6.1  Sei (Ny, P, ¢) eine Standardnummerierung und E C P, dann ist
die Indexmenge Ag von E funktional vollstindig.

Ubung 6.2  Beweisen Sie Folgerung 6.1!

Der folgende Satz von Rice besagt, dass alle nicht trivialen semantischen Eigen-
schaften von Programmen unentscheidbar sind.

Satz 6.9 Sei E C P nicht trivial, dann ist die Indexmenge
Ap={i| g € B}
nicht entscheidbar.

Beweis Sei £ C P mit E # () und E # P. Dann ist die Indexmenge Ag von E
nicht trivial. Es gibt also mindestens einen Index p € A und mindestens einen Index

(J¢AE-

Wir nehmen an, dass Ag entscheidbar ist. Dann ist die charakteristische Funktion
XAg von Ag berechenbar, und damit ist die Funktion f : Ng — Ny, definiert durch

f(il?) _ {Q7 XAE(x) =1,

P, XaAp(x) =0,

total berechenbar. Die Funktion f erfiillt somit die Voraussetzungen des Rekursions-
satzes 5.7. Also gibt es ein n € No mit o, = py(y). Fiir dieses n gilt

on € E genau dann, wenn @) € E (6.7)

gilt. Andererseits gilt wegen der Definition von f: © € Ag genau dann, wenn
f(x) =q ¢ Ap, d. h. ¢, € E genau dann, wenn @,y ¢ I ist. Dieses gilt natiirlich
auch fiir x = n, was einen Widerspruch zu (6.7) bedeutet. Deshalb muss unsere
Annahme, dass Ag entscheidbar ist, falsch sein, d. h., fiir E # () und E # P ist
Ag = {i | p; € E } nicht entscheidbar.
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Beispiel 6.1  Wir betrachten die Menge E, vom Beginn des Abschnitts. Die
Indexmenge ist Ag, = {i| Def(p;) = No}. Es gilt E4 C P, Eq # (), denn es ist
2. B. id € E4, und E4 # P, denn w, die nirgends definierte Funktion (Def (w) = 0),
ist in P, aber nicht in E, enthalten. Mit dem Satz von Rice folgt, dass Ag, nicht
entscheidbar ist. Dieses haben wir im Ubrigen bereits im Beweis von Satz 6.7 auf
andere Weise gezeigt.

6.3 Das Korrektheitsproblem

Bei der Softwareentwicklung wére es sehr hilfreich, wenn man die Korrektheit von
beliebigen Programmen mithilfe von automatischen Programmbeweisern nachweisen
konnte. Ein solcher Beweiser wiirde iiberpriifen, ob ein Programm P eine Funktion
f : Nk — Ny berechnet, ob also ®p = f gilt oder nicht. Der folgende Satz besagt,
dass es einen solchen universellen Programmbeweiser nicht geben kann.

Satz 6.10  Sei f € P, dann ist die Indexmenge

Pr={ieNo|p;=f}
nicht entscheidbar.

Beweis Wenn wir E = {f} wdhlen, sind die beiden Voraussetzungen von Satz 6.9,
E # O und E # P, erfiillt. Damit ist Ap = {i € Ng | o; = f} ={i € No | p; € E}
nicht entscheidbar.

Die Indexmenge Py ist nicht entscheidbar, d. h., wenn ein Programm ¢ gegeben ist,
dann ist es nicht entscheidbar, ob ¢ die Funktion f berechnet, das Programm i also
korrekt ist, oder ob i ¢ Py ist, d.h., ob f nicht von ¢ berechnet wird, das Programm ¢
also nicht korrekt ist.

Da also im Nachhinein ein (automatischer) Korrektheitsbeweis nicht moglich ist
und das Testen von Programmen dem Finden von Fehlern dient und nicht die Kor-
rektheit von Programmen garantiert, miissen Programmiererinnen und Programmie-
rer wéhrend der Konstruktion von Programmen fiir Korrektheit sorgen. Mit Methoden
und Verfahren zur Konstruktion von korrekten Programmen beschéftigt sich die Pro-
grammverifikation.

6.4 Das Aquivalenzproblem

Ein weiteres Problem mit praktischer Bedeutung ist das Aquivalenzproblem. Ange-
nommen, es stehen zwei Programme zur Verfiigung, z. B. unterschiedliche Releases
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einer Software, die ein Problem l6sen sollen. Eine interessante Frage ist die nach
der Aquivalenz der Programme, d.h., ob sie dasselbe Problem berechnen. Gibe es
einen Aquivalenzbeweiser, dann konnte man ihn zu Hilfe nehmen, um diese Frage
zu entscheiden. Im positiven Falle konnte man dann aufgrund weiterer Qualitéts-
kriterien (u.a. Effizienz, Benutzerfreundlichkeit) eines der dquivalenten Programme
auswihlen. Der folgende Satz besagt, dass es keinen universellen Aquivalenzbeweiser
geben kann.

Satz 6.11 Die Menge

A={(i,j) € Ng x Ng | ; = 5}
ist nicht entscheidbar.

Beweis Wir reduzieren fiir ein f € P die bereits in Satz 6.10 als unentscheidbar
gezeigte Indexmenge Py auf die Indexmenge A, woraus die Behauptung folgt (Py ist
ein Spezialfall von A).

Zu f € P existiert einiy € No mit p;, = f. Wir definieren die Funktion g : No — No
durch g(j) = (4,15). g ist offensichtlich total berechenbar. Es gilt

j € Py genau dann, wenn p; = f,
genau dann, wenn o = p;
genau dann, wenn (j,iy) € A,

genau dann, wenn g(j) € A,

woraus Py <, A und damit die Behauptung folgt.

6.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

Da die Menge der charakteristischen Funktionen tiberabzihlbar ist, miissen nicht ent-
scheidbare Mengen existieren. Beispiele fiir solche Mengen sind das Selbstanwend-
barkeitsproblem und dessen Verallgemeinerung, das Halteproblem. Da beide Men-
gen rekursiv aufzihlbar sind, sind ihre Komplemente nicht rekursiv aufzihlbar. Deren
semi-charakteristische Funktionen sind somit Beispiele fiir nicht berechenbare Funk-
tionen.

Der Satz von Rice besagt, dass alle nicht trivialen semantischen Eigenschaften von
Programmen unentscheidbar sind. Dazu gehoren das Korrektheitsproblem und das
Aquivalenzproblem, die auch fiir die praktische Programmentwicklung von Bedeu-
tung sind.
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Die Darstellungen in diesem Kapitel folgen den entsprechenden Darstellungen in
[VW16]. Dort wird zudem ein Beweis des Erweiterten Satzes von Rice gefiihrt.
Dieser Satz besagt: Ist A eine nicht triviale Indexmenge und gibt es p, ¢ € Ny mit
p € Aund ¢ ¢ A sowie p C ¢, dann ist A nicht rekursiv aufzéhlbar. Sowohl das
Korrektheitsproblem als auch das Aquivalenzproblem erfiillen die zusitzlichen Vor-
aussetzungen des Erweiterten Satzes von Rice; sie sind also nicht rekursiv aufzihlbar.

Die Themen dieses Kapitels werden in [BL74], [HSO1], [Koz97], [Ro67] und [Wei87]
weitaus ausfiihrlicher behandelt als in diesem Buch.
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Kapitel 7

Kolmogorov-Komplexitat

Im Abschnitt 1.2 haben wir beispielhaft Moglichkeiten zur Codierung von Zeichen-
ketten durch Bitfolgen sowie Beispiele fiir die Komprimierung von Bitfolgen kennen-
gelernt. Jetzt betrachten wir zundchst Moglichkeiten zur Codierung von Bitfolgen-
Sequenzen, die wir fiir die Definition der Kolmogorov-Komplexitit im iiberndchsten
Abschnitt bendtigen. Dort spielen ndmlich universelle Turingmaschinen (siehe Ab-
schnitt 5.1) eine wesentliche Rolle, und diese bekommen als Eingaben Codierungen
von Maschinen und Eingaben. Ist U eine universelle Turingmaschine, dann muss
Oy (T,z) = ®p(z) gelten. Dabei muss (T, z) € B* sein, d.h., die Maschine T,
das Komma (oder irgendein anderes Trennsymbol zwischen Maschine und Eingabe)
und die Eingabe x miissen so als eine Bitfolge codiert sein, dass die drei Einzelteile
aus der Codierung rekonstruiert werden konnen.

Des Weiteren sollen die Codierungen prifixfrei sein, denn eine Codierung von 7" sollte
kein echtes Priifix erhalten, das die Codierung einer Turingmaschine 7" ist. Denn sonst
wiirde U méglicherweise die Maschine 7" ausfiihren und nicht die Maschine 7.

7.1 Codierung von Bitfolgen-Sequenzen

Um eine solche Codierung zu erhalten, gehen wir von der im Abschnitt 5.2 eingefiihr-
ten Nummerierung p (-) : 7 — Ny der Turingmaschinen aus. Ist p (T') = 4, dann
besteht die Zahl ¢ = 4; ... aus den Ziffern i; € {0,...,7}, 1 < j < k,miti; =6
und ix_1 = i, = 7. Wir codieren die Nummern p (T') = i jetzt ziffernweise binir
(siehe Definitionen (2.11) und (2.12)). Dazu bezeichnen wir die Menge der Ziffern
0,...,7mit Q (in Abschnitt 5.2 werden die Symbole des Alphabets {2 mit den Ziffern
0,...,7codiert).

Daraus ergibt sich mit der Abbildung bing: Q — B3 (esist £(Q2) = [log |Q2|] = 3)
die Binircodierung aller Turingmaschinen

Mz = {bing(p(T)) | T € T}. (7.1)
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Da die Zeichenkette ,,))* in der Codierung ( T") fiir jede Turingmaschine 7' € 7 genau
ein Mal und immer am Ende vorkommt, markiert die Sequenz 111111 auch immer
eindeutig das Ende von bing(p (T)). Deshalb ist diese Codierung prifixfrei (siehe
Bemerkung 2.3).

Diese Art der prifixfreien Bindrcodierung kann fiir jede Programmiersprache
(p-rekursive Funktionen, WHILE-Programme, JAVA-Programme) vorgenommen wer-
den. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass eine vollstindige Programmiersprache
in préfixfreier Binircodierung gegeben ist. Die Menge dieser Codierungen bezeichnen
wir im Allgemeinen mit M.

Die Eingabe fiir ein universelles Programm U € M besteht aus einem Programm
A € M und einer Eingabe z € B* fiir A. Die gesamte Eingabe fiir U ist das Paar
(A, x). Diese, d. h., das Programm A, das Komma und die Eingabe x, miissen als eine
Bitfolge ( A,z ) € B* codiert werden, sodass U erkennen kann, wo das Programm A
aufhort und die Eingabe x beginnt.

Wir verwenden den ,,Trick®, den wir schon im Abschnitt 1.2 verwendet haben,
um Sonderzeichen, hier das Komma zur Trennung von zwei Bitfolgen = und y, zu
codieren: Die Bits der Folge x werden verdoppelt, das Komma wird durch 01 oder 10
codiert, und anschlieBend folgen die Bits von y. Eine solche Codierung bezeichnen
wir im Folgenden mit ( z, y ). Wenn wir fiir das Komma 01 wihlen, ist z. B.

(01011,11) = 001100111101 11.
Fiir die Léange dieser Codierung gilt
(2, y)| = 2|2] + 2+ |yl = 2(Jx| + 1) + [yl (7.2)

Fiir den Fall, dass U auf eine Folge A; € M, 1 < i < m, ausgefiihrt werden soll,
legen wir die Codierung wie folgt fest: Die Bits in den Folgen A; werden verdoppelt,
die Kommata zwischen den A; werden durch 10 codiert, das Komma vor der Einga-
be x wird durch 01 codiert, worauf = unverindert folgt. Fiir die formale Beschreibung
dieser Codierung verwenden wir die Bitverdopplungsfunktion d : B* — B*, definiert
durch

d(e) =e¢,
.. (7.3)
d(bw) = bbo d(w) fir b€ B und w € B*.
Damit definieren wir
(A1,...,Ap,z)y=d(A1)10 ... 10d(4,,) 01 z. (7.4)

Die Linge dieser Codierung ist

[(Ay,..., A Z |A;| +1) + || . (7.5)
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7.2 Definitionen

Wir haben in Abschnitt 1.2 Moglichkeiten zur Codierung und Komprimierung von
Bitfolgen sowie im obigen Abschnitt Moglichkeiten zur Codierung und Komprimie-
rung von Bitfolgen-Sequenzen kennengelernt. Es stellen sich nun Fragen wie: Welche
Auswirkung hat die Komplexitit einer Folge auf die Komprimierung? Wie kénnen
die Folgen beschrieben werden, sodass die Beschreibungen vergleichbar sind? Mit
welchem Verfahren erreicht man optimale Beschreibungen?

Ein Ansatz fiir die Beschreibung der Komplexitit von Bitfolgen ist die Kolmogo-
rov-Komplexitdt. Dafiir legen wir eine vollstindige, binér codierte Programiersprache
M zugrunde, d.h., M erfiillt das utm-Theorem und das smn-Theorem. Wir kénnen
also z. B. Turingmaschinen, While-Programme oder p-rekursive Funktionen wéhlen.

Sei A € M, dann ist die Funktion K 4 : B* — Ny U {oo} definiert durch'

Kalz) = min{|y| 1y € ®;'(z)}, falls®,'(z) # 0,
A o0, sonst.

(7.6)

KC 4 () ist die Lange der kiirzesten Bitfolge y, woraus das Programm A die Bitfolge «
berechnet, falls ein solches y existiert.

In dieser Definition hingt K 4 () nicht nur von z, sondern auch von dem gewihl-
ten Programm A ab. Der folgende Satz besagt, dass wir von dieser Abhingigkeit ab-
sehen konnen.

Satz 7.1  Sei U ein universelles Programm der vollstindigen Programmiersprache
M. Dann existiert zu jedem Programm A € M eine Konstante c 4, sodass

/CU(QT> < ICA(QT) +cp = ICA(.’L‘) + O(l)

fiir alle z € B* gilt.

Beweis Es sei ®,'(v) # 0. Fiir alle y € ®,'(x) gilt ®a(y) = z und damit
Oy (A,y) = x. Hieraus folgt Ky(z) < 2(|(A)| + 1) + |y|- Dieses gilt auch fiir

das lexikografisch kleinste y € " (), d. h., es gilt
Ky(x) <min{ly|:y € @3 (2)} +2([(4)| +1).

Das Programm A ist unabhéingig von z, d. h., wir konnen c4 = 2(|(A)| +1) als
Konstante annehmen und erhalten damit die Behauptung.

Falls ®," (2) = 0 ist, folgt mit analoger Argumentation Ky (x) < 0o + ca = oo.

Wir konnen also K 4(x) fiir jedes A € M ohne wesentliche Beeintréichtigung der
folgenden Betrachtungen durch /Cyy () ersetzen. Es bleibt jetzt noch die Abhéngigkeit

'Wir benutzen im Folgenden das Symbol co mit der Bedeutung co > n fiir alle n € Ng sowie mit
n + oo = oo bzw. n - oo = oo fiir alle n € Ny.
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von der gewihlten Programmiersprache M. Der folgende Satz besagt, dass wir auch
diese Abhingigkeit vernachlidssigen konnen. Als Vorbereitung auf diesen Satz ziehen
wir zunichst zwei Folgerungen aus Satz 7.1.

Folgerung 7.1  Es seien My und Mo vollstindige Programmiersprachen.

a) U sei ein universelles Programm von M. Dann existiert zu jedem Programm
B € M, eine Konstante ¢ mit Ky, (x) < Kp(x) + cfiir alle x € B*.

b) Seien Uy und Us universelle Programme von M1 bzw. von Ms. Dann existiert eine
Konstante c, sodass fiir alle x € B* gilt: Ky, (z) < Ky, (z) + ¢

Beweis a) Gemdf3 Satz 5.9, dem Aquvalenzsatz von Rogers, existiert ein Programm
Ty .1 € M1 mit
M M
M) () = @;253(3)(33) (7.7)

fiir alle © € B*. Da T_,1(B) € M, ist, gibt es gemdf} Satz 7.1 eine Konstante ¢ mit
Ku, (z) < Kr,_, () (%) + c. Hieraus folgt mit (7.7) die Behauptung.

b) Folgt unmittelbar aus a), wenn wir Us fiir B einsetzen.

Satz 7.2  Es seien My und My zwei vollstindige Programmiersprachen, und Uy
und Uy seien universelle Programme von My bzw. Ms. Dann existiert eine Kon-
stante c, so dass fiir alle ¢ € B* gilt:

K, (2) — Ky, (2)] < ¢ = O(1)

Beweis Gemdf; Folgerung 7.1 b) gibt es zwei Konstanten c1 und co, sodass
Ku, (z) < Ky, (z) + c1 bzw. Ky, (z) < Ky, (x) + ¢ fiir alle x € B* gelten. Damit
ist Ky, () — Ky, () < 1 bzw. Ky, (z) — Ky, (z) < co. Fiir ¢ = max {c1,ca} gilt
dann die Behauptung.

Die Konstante ¢ misst quasi den Aufwand fiir den (groBeren der beiden) Ubersetzer
zwischen M1 und M.

Aufgrund der Sétze 7.1 und 7.2 unterscheiden sich die LdngenmaBe K fiir Programme
und universelle Programme aus einer und auch aus verschiedenen Programmierspra-
chen jeweils nur um eine additive Konstante. Diesen Unterschied wollen wir als un-
wesentlich betrachten (obwohl die Konstante, die die GroBe eines Ubersetzers angibt,
sehr grof} sein kann). Insofern sind die folgenden Definitionen unabhéngig von der
gewdhlten Programmiersprache und unabhingig von dem in dieser Sprache gewihl-
ten universellen Programm. Deshalb wechseln wir im Folgenden je nachdem, wie es
fiir die jeweilige Argumentation oder Darstellung verstindlicher erscheint, das Be-
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rechnungsmodell; so verwenden wir etwa im Einzelfall Turingmaschinen, While-Pro-
gramme oder p-rekursive Funktionen. Mit M bezeichnen wir im Folgenden unab-
hingig vom Berechnungsmodell die Menge aller Programme, also z.B. die Men-
ge aller Turingmaschinen, die Menge aller While-Programme bzw. die Menge aller
p-rekursiven Funktionen. Mit U bezeichnen wir universelle Programme in diesen Be-
rechnungsmodellen, also universelle Turingmaschinen, universelle While-Programme
bzw. universelle Funktionen.

Definition 7.1  Sei A ein Pogramm von M sowie y € B* mity € Def (P 4(y)) und
D A(y) = x, dann heifit b(x) = (A, y) Beschreibung von z. Sei B(z) die Menge
aller Beschreibungen von x, dann ist b*(z) = min {|y| : y € B(x)} die lexikografisch
kiirzeste Beschreibung von x. Wir nennen die Funktion IC : B* — Ny, definiert durch

K(z) = [b" ()],

die Beschreibungs- oder Kolmogorov-Komplexitat von x. Die Kolmogorov-Kom-
plexitiit des Wortes x ist die Linge der lexikografisch kiirzesten Bitfolge ( A,y ),
sodass das Programm A bei Eingabe y das Wort x ausgibt.

Wir kénnen C(x) als den Umfang an Informationen verstehen, die durch die Bit-
folge x dargestellt wird.

Bemerkung 7.1 Da die lexikografische Ordnung von Bitfolgen total ist, ist die
kiirzeste Beschreibung b*(x) = (A,y) einer Folge x eindeutig. Auferdem gilt
Sy (A,y) = Pa(y) = =z fiir jedes universelle Programm U. Deshalb kénnen wir
das Programm A und die Eingabe y zu einem Programm verschmelzen, d. h., wir
betrachten y als Teil des Programms A (y ist quasi ,fest in A verdrahtet®). Diese Ver-
schmelzung bezeichnen wir ebenfalls mit A. Wenn wir nun fiir diese Programme als
Default-Eingabe das leere Wort vorsehen (das natiirlich nicht codiert werden muss),
gilt &y ( A,e) = x. Da e die Default-Eingabe ist, konnen wir diese auch weglassen,
d. h., wir schreiben ®y;( A) anstelle von @y ( A, e ). Mit dieser Sichtweise kann die
obige Definition unwesentlich abgedndert werden zu:

Gilt Dy (A) = x, dann heifst b(x) = (A) eine Beschreibung von . Sei B(x) die
Menge aller Beschreibungen von x, dann ist b*(z) = min {|A| : A € B(x)} die le-
xikografisch kiirzeste Beschreibung von x. Wir nennen die Funktion IC : B* — Nj,
definiert durch

K(z) =min{|4]| : A € B(z)},

die Beschreibungs- oder Kolmogorov-Komplexitit von x.

Fiir natiirliche Zahlen n € Ny legen wir die Kolmogorov-Komplexitit fest als

K(n) = K(dual(n)). (7.8)
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Als Erstes konnen wir iiberlegen, dass KC(x) im Wesentlichen nach oben durch |z|
beschrinkt ist, denn es gibt sicherlich ein Programm, das nichts anderes leistet als x
zu erzeugen. Ein solches Programm enthilt Anweisungen und bekommt x als Eingabe
oder enthidlt = ,fest verdrahtet®, woraus dann — in beiden Fillen — = erzeugt wird.
Somit ergibt sich die Linge dieses Programms aus der Linge von x und der Ldnge der
Anweisungen, die unabhéngig von der Linge von x ist. Ein kiirzestes Programm zur
Erzeugung von z ist hochstens so lang wie x selbst.

Satz 7.3  Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle x € B*
K(z) < |z| +c=|z| + O(1) (7.9)

gilt.

Beweis Die Turingmaschine T' aus der Losung von Aufgabe 3.9 entscheidet den Gra-
phen der identischen Funktion idg-~, d. h., T berechnet diese. Es gilt also 7 (x) = x
fiir alle x € B*. Es ist also b(x) = (T, x) eine Beschreibung fiir x. T ist unabhdingig
von x; wir kénnen also ¢ = |(T')| setzen. Damit haben wir |b(z)| = ¢ + |z|. Mit
Definition 7.1 folgt unmittelbar

K(z) = [b*(z)] < [b(z)] = || +¢,

womit die Behauptung gezeigt ist.

Die Information, die eine Bitfolge = enthilt, ist also in keinem Fall wesentlich ldnger
als = selbst — was sicherlich auch intuitiv einsichtig ist.

Bemerkung 7.2  Im Beweis von Satz 7.3 haben wir eine feste Maschine gewdahlt,
die bei Eingabe x € B* die Ausgabe x berechnet. Gemdf Bemerkung 7.1 konnen wir
aber fiir jedes x eine eigene Maschine T, konstruieren, in der x fest verdrahtet ist. Sei
r=x1...2;, x; €B, 1 <i <] dann gilt z. B. fiir den 2-Bandakzeptor

T, = ({Ovla#}a{SOa"'781},5,30a#a31) (7.10)

mit &6 = {(Si, #, #, Sit1, Tiv1, Tiv1,—) | 0 <1 <1 —1}: O () = x. Es ist also
b(x) = (T, ) eine Beschreibung von x. Die Linge von T, hingt allerdings von der
Liinge von x ab. Es gilt |b(z)| = |x| + ¢ und damit auch hier

K(z) = [b*(2)| < [b(z)] = |2] + ¢,

Dabei ist c die Linge des ,,Overheads*, d. h., c gibt die Linge des Anteils von T, an,
der unabhdngig von x ist. Dieser ist fiir alle x identisch, wie z. B. das Arbeitsalphabet
und das Blanksymbol sowie Sonderzeichen wie Klammern und Kommata, siehe (7.10).
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Wie die durch Satz 7.3 bestitigte Vermutung scheint ebenfalls die Vermutung ein-
sichtig, dass die Folge xzx nicht wesentlich mehr Information enthilt als z alleine. Das
folgende Lemma bestitigt diese Vermutung.

Lemma 7.1 Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle x € B*
K(zz) < K(z) + ¢ < |z] + O(1) (7.11)

gilt.

Beweis Sei b*(x) = (B) € M die kiirzeste Beschreibung von x, d.h., es ist
Oy (B) = x. Sei nun A € M eine Maschine, welche die Funktion [ : B* — B
definiert durch f(x) = xx, berechnet: ® o(x) = f(x) = zx, x € B*. Damit gilt

Seien i ein Index von A und u ein Index von U, dann gilt wegen (7.12)
@io@u<B>:§0u<B>9@u<B>- (7.13)

Wegen Bemerkung 5.1 gibt es dann einen Index k und eine total berechenbare Funkti-
on s mit

¢s(k,i,u)<B>:<pu<B>@u<B>' (7.14)

Sei nun D = &(s(k,i,u)), d h, D ist die Turingmaschine mit der Nummer
s(k,i,u), dann haben wir mit (7.12), (7.13) und (7.14)

Oop(B) =zx (7.15)
und damit @ ( D, B) = xx. Wegen b*(x) = ( B) gilt dann
Sy (D,b*(x)) = zx, (7.16)
woraus sich ergibt, dass b(xx) = (D, b(x*) ) eine Beschreibung von xx ist. Es folgt
|b(zx)| = ¢+ |b*(z)| mit ¢ = 2(|(D)| + 1) (siehe (7.5)); c ist konstant, da D
unabhdingig von x ist. Damit sowie mit Satz 7.3 erhalten wir

K(zz) = [b"(zz)| < [b(zz)| = [b*(2)| + ¢ = K(z) + ¢ < |2| + O(1)

womit die Behauptung gezeigt ist.

Wie bei der Verdopplung kann man vermuten, dass auch der Informationsgehalt der
Spiegelung Z von x € B* sich unwesentlich von dem von 2 unterscheidet.



120 7.3 Eigenschaften

Lemma 7.2  Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle x € B*
K(7) < K(z)+c=K(x)+0(1) < |z| +0O(1) (7.17)

gilt.

Beweis Sei b*(x) = (B) € M die kiirzeste Beschreibung von z, d.h., es ist
Oy (B) = x. Sei nun A € M ein Programm, das die Funktion g : B* — B~
definiert durch g(x) = T, berechnet: ® 4(z) = g(x) = =, x € B*. Dann gilt

S 7 o\ —
24(Pu(B))=(Pu(B))=T=. (7.18)
Seien i ein Index von A und u ein Index von U, dann gilt wegen (7.18)

piopu(B)=(pu(B)). (7.19)

Wegen Bemerkung 5.1 gibt es dann einen Index k und eine total berechenbare Funkti-
on s mit

-—

Ps(kyivu)(B) = (pu (B)). (7.20)
Sei nun R = &(s (k,i,u)), dann haben wir mit (7.18), (7.19) und (7.20)

dr(B)=T (7.21)

und damit @ ( R, B) = T . Wegen b*(x) = ( B) gilt dann
Oy (R, b (z)) =T, (7.22)
woraus sich ergibt, dass b(T) = (R,b(x*)) eine Beschreibung von ‘T ist. Damit
gilt |b(T)| = ¢+ |b*(x)| mit ¢ = 2(|(R)| + 1) (siehe (7.5)); c ist konstant, da R

unabhdingig von x ist. Damit sowie mit Satz 7.3 erhalten wir

K(%) = 6" (%)| < [b(7)] = [p"(2)] + ¢ = K(2) + ¢ < || + O(1)

womit die Behauptung gezeigt ist.

Aus den beiden Lemmata ergibt sich unmittelbar die nachfolgende Folgerung.

Folgerung 7.2  Es existieren Konstanten c bzw. ¢, sodass fiir alle x € B*
a) |[K(zx) — K(z)| < ¢ sowie
b) |K(T) - K(z)| < ¢

gilt. Die von x unabhiingigen Konstanten c und ¢’ messen den Aufwand fiir das Ver-
doppeln bzw. fiir das Spiegeln.
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Die beiden Funktionen f, g : B* — B*, definiert durch f(x) = zx bzw. g(z) = T,
sind total und berechenbar. IThre Werte tragen unwesentlich mehr Informationen in
sich als ihre Argumente. Der folgende Satz besagt, dass diese Eigenschaft fiir alle
total berechenbaren Funktionen gilt.

Satz7.4 Sei f : B* — B* eine berechenbare Funktion, dann existiert eine Kon-
stante ¢, sodass fiir alle x € Def (f) gilt:

K(f(2)) < K(z) +¢=K(z) + 0(1) < |z[ + O(1)

Beweis Sei b*(x) = ( A) die kiirzeste Beschreibung von x, d. h., es ist Dy { A) = x.
Sei F' ein Programm, das f berechnet. Dann gilt

Or(Pu(A)) = f(Pu(A)) = f(z). (7.23)
Seien 1 ein Index von F und u ein Index von U, dann gilt wegen (7.23)
‘PL°<Pu<A>:f(S0u<A>) (7.24)

Wegen Bemerkung 5.1 gibt es dann einen Index k und eine total berechenbare Funk-
tion s mit

Psi k) (A) = flou (A4)). (7.25)
Sei nun F = £(s (k,t,u)), dann haben wir mit (7.23), (7.24) und (7.25)
Or(A) = f(z) (7.26)
und damit ®y(F, B) = f(z). Wegen b*(z) = ( A) gilt dann
Sy (F,b"(z)) = f(z), (7.27)
woraus folgt, dass b(f(x)) = (F,b(z*)) eine Beschreibung von f(x) ist. Damit gilt

|b(f(x))| = c+ [b*(x)| mit ¢ = 2(|[(F )| + 1) (siehe (7.5)); c ist konstant, da F
unabhdingig von x ist. Damit sowie mit Satz 7.3 erhalten wir

K(f(x)) = [b*(f (@) < [b(f(2)] = |b*(2)| + ¢ = K(z) + ¢ < |2| + O(1),

womit die Behauptung gezeigt ist.

Bemerkung 7.3  Die Lemmata 7.1 und 7.2 sind Beispiele fiir die allgemeine
Aussage in Satz 7.4.
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Mithilfe der obigen Sétze und Lemmata ergibt sich die ndchste Folgerung.

Folgerung 7.3  a) Sind f, g : B* — B* total berechenbare Funktionen. Dann exis-
tiert eine Konstante c, sodass fiir alle x € B*

K(g(f(2))) < K(z) + ¢ < |z[ + O(1)

gilt.

b) Fiir jede monoton wachsende, bijektive, berechenbare Funktion f : Ng — N gibt
es unendlich viele x € B* mit K(z) < f~1(|x]).

¢) Es gibt unendlich viele x € B* mit K(z) < |z|.
Beweis a) Diese Aussage folgt unmittelbar aus Satz 7.4.

b) Zundichst halten wir fest, dass es zu jeder Konstanten ¢ € Ny ein n. € Ny gibt,
sodass |logn| + ¢ < n fiir alle n > n, ist. Dann iiberlegen wir uns ein Pro-
gramm A, das bei Eingabe von dual(n) die 1-Folge x,, = 17 (") perechnet; es ist
also A(dual(n)) = 17" und damit b(x,,) = (A, dual(n)) eine Beschreibung fiir
. Es folgt

[b(zn)| = [(A; dual(n) )] = 2([(A)| + 1) + |dual(n)| = ¢ + [logn|
mit ¢ = 2| A)| + 3. Damit gilt fiir alle n > n,.

K(zn) = [b*(z0)| < |b(zn)] = [logn] +c <n = fH(f(n)) = f~(|zal),
womit die Behauptung gezeigt ist.

¢) Diese Aussage folgt unmittelbar aus b), wenn wir f(n) = n setzen und damit
T, = 1™ wdhlen.

Nach den Vermutungen iiber die Komplexitit von zz bzw. von 7, die durch die Lem-
mata 7.1 und 7.2 bestitigt werden, konnte man auch vermuten, dass die Kolmogo-
rov-Komplexitit K(zx’) einer Konkatenation von zwei Folgen x und z’ sich als Sum-
me von K(z) und K(z') ergibt, d.h., dass es ein ¢ gibt, sodass fiir alle z, 2z’ € B*
gilt: K(zz') < K(z) + K(a’) + c. Das ist aber nicht der Fall: Die Kolmogorov-
Komplexitit ist nicht subadditiv. Der Grund dafiir ist, dass eine Information bendotigt
wird, die x und z’ bzw. deren Beschreibungen voneinander abgrenzt. Dazu legen wir
zunichst K(zz') = K((z,2)) fest und schreiben auch hierfiir nur I (2, 2’ ). Somit
benétigen wir fiir z die doppelte Anzahl von Bits. Damit konnen wir mithilfe von
Beweisschritten analog zu den in den obigen Beweisen zeigen, dass eine Konstante ¢
existiert, sodass fiir alle x, 7’ € B*

K(zz') <2K(x) + K(z') + ¢

gilt. Wir konnen allerdings die Codierung von x kiirzer gestalten, als es durch die
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Verdopplung der Bits geschieht, indem wir vor xz’ bzw. vor b*(z)b*(«') die Linge
von z bzw. die Linge von b*(x) — dual codiert — schreiben: { dual(|z|), za’). Wir
legen also K(zz') = K(( dual(|z|),zz")) fest. Da die Bits von dual(|x|) verdoppelt
werden, ergibt sich (siehe (7.2))

( dual(|z]), 22" )| < 2([log|x[] + 1) + |2 + [2'].

Falls 2’ kiirzer als x sein sollte, kann man auch die Linge von 2’ vor z:z’ schreiben,
um eine noch bessere Komprimierung zu erhalten. Diese Uberlegungen fiihren zu
folgendem Satz.

Satz 7.5  Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle x,z' € B* gilt:

K(zz") < K(z) + K(z") + 2log(min {K(x), K(z")}) + ¢

Beweis Wir betrachten den Fall, dass K(x) < K(z') ist, und zeigen

K(zz') < K(z) + K(z') + 2log K(z) + ¢ (7.28)
Analog kann fiir den Fall, dass K(z") < K(z) ist,

K(zx') < K(z) + K(z") + 2log K(z") + ¢” (7.29)

gezeigt werden. Aus (7.28) und (7.29) folgt dann unmittelbar mit ¢ = max {c’, ¢’} die
Behauptung des Satzes.

Sei also K(z) < K(2'), b*(z) = (A) und b*(2') = (B) und damit y(A) = x
bzw. @y (B) = a'. Sei D ein Programm, das zundchst testet, ob eine Bitfolge die
Struktur v01w mit v € {00,11}" und w € B* hat. Falls das zutrifft, testet D, ob
wert(d=1(v)) < |w]| ist, wobei d die in (7.3) definierte Bit-Verdoppelungsfunktion
ist. Falls auch das zutrifft, iiberpriift D, ob der Prifix der Linge wert(d=1(v)) von
w sowie der verbleibende Suffix Codierungen von Programmen sind. Gegebenenfalls
fiihrt D beide Programme aus und konkateniert ihre Ausgaben; diese Konkatenation
ist die Ausgabe von D. In allen anderen Fiillen ist D fiir die eingegebene Bitfolge
nicht definiert. Fiir das so definierte Programm D gilt

®p(dual(|(A)]), AB) = ®y(A) @y (B)

und damit
&y (D, dual(|(A)|,AB) = za'.
Die Funktion b(zx') = (D, dual(|{ A)|), AB) ist also eine Beschreibung von xz'.
Es folgt
|b(za")] = 2(I{ D )| + |dual(|( A)[)| + 2) + |(AB)]|
< 2((D) +2) + 2(log [b™(x)[] + 1) + ()] + [b* (=) . (7.30)
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Das Programm D ist unabhdngig von x und x'. So setzen wir ¢’ = 2(|( D )| + 3) und
erhalten aus (7.30)

K(za') = |b*(22')] < [b(aa’)| < K(z) + K(2') + 2log K(z) + ¢,

womit (7.28) gezeigt ist.

Bemerkung 7.4  Auch wenn noch Verbesserungen moglich sein sollten, gilt jedoch,
dass sich diese logarithmische Differenz zur intuitiven Vermutung generell nicht
vermeiden ldsst, d. h., dass K(zz') < K(x) + K(z') + ¢ im Allgemeinen nicht
erreichbar ist. Dieses werden wir in Satz 7.10 beweisen.

Aus dem Satz 7.1 und dessen Beweis lisst sich leicht folgern, dass
K(z™) < K(z)+ 0(1)

fiir jedes fest gewdhlte n ist.

Ist n variabel, dann kann n in den Programmen zur Erzeugung von " nicht , fest
verdrahtet” sein, sondern n muss eine Eingabe fiir die Programme sein. Es geht also
um die Berechnung der Funktion f : Ny x B* — B*, definiert durch f(n,z) = ™.
Diese konnen wir dual codieren durch f : B* — B* mit f ( dual(n),z) = a™. Sei
b*(x) = ( A) die kiirzeste Beschreibung fiir 2z, womit &, ( A ) = z gilt. Sei F ein Pro-
gramm, das — wie das im Beweis von Satz 7.5 beschriebene Programm D — zunéchst
testet, ob eine Bitfolge die Struktur v 01 w mit v € {00,11}" und w € B* hat. Falls
das zutrifft, testet F', ob wert(d—1(v)) = |w] ist, wobei d die in (7.3) definierte Bit-
Verdoppelungsfunktion ist. Falls auch das zutrifft, iiberpriift F', ob w Codierung ei-
nes Programms ist. Gegebenenfalls fiihrt F' dieses aus und kopiert dessen Ausgabe
(wert(d=*(v)) — 1)-Mal; die Konkatenation der insgesamt wert(d~*(v)) Kopien ist
die Ausgabe von F'. In allen anderen Fillen ist F' fiir die eingegebene Bitfolge nicht
definiert. Fiir das so definierte Programm F gilt

Op(dual(n), A) = (Py(A))".

Damit gilt
Oy ( F, dual(n), A) = z",

und b(z™) = ( F, dual(n),b*(x) ) ist eine Beschreibung von z™. Es folgt

[b(2")] = 2(|CF)| + |dual(n)| +2) + |(A)]|
2(1CF)| + [logn| +3) + b ()]
2

(ICE) +3) + 2 [logn] + [b%(z)].-

IN
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Es folgt mit ¢ = 2(|( F' )| + 3)
K(z") = [o*(=")]
< [b(z")]
< |0*(z)| + 2 |[logn] + ¢
= K(z) + O(logn). (7.31)
Diese Aussage kann auch mithilfe von Satz 7.3 hergeleitet werden:

K (dual(n),z) < |{dual(n),z )| + O(1)
< 2(Jdual(n)] + 1) + K(x) + O(1)
<2(|logn| +2) + K(z) +0O(1)
= K(z) + O(logn)
Wir betrachten noch den Spezialfall, dass n eine Zweierpotenz ist: n = 2*, k € N.

Dann bendtigen wir zur Erzeugung von ™ nicht den Parameter n, sondern den Expo-
nenten k = log n. Dann ergibt sich aus den obigen Uberlegungen

K (dual(k),z) = K { dual(logn),x)
< |{ dual(logn),z )| + O(1)
< 2(|dual(logn)| + 1) + K(x) + O(1)
< 2(|loglogn] +2) + K(z) + O(1)
= K(z) + O(loglogn). (7.32)

Als weiteren Spezialfall betrachten wir die Folgen # = 1! und 2 = 0' fiir ein beliebi-
ges, aber festes | € N. Abbildung 7.1 zeigt ein Programm, welches 1! erzeugt.

read();
write (1) .

Abbildung 7.1: Programm zur Erzeugung des Wortes 1

Es folgt, dass fiir jedes [ eine Konstante ¢; existiert mit
K1Y < ¢. (7.33)
Entsprechendes gilt fiir 2 = 0'.
Aus (7.32) und (7.33) folgt, dass fiir # € {0,1} und n = 2% gilt:
K(z™) <loglogn + O(1) (7.34)

Dass die Art der Codierung von Zahlen keinen wesentlichen Einfluss auf ihre Kolmo-
gorov-Komplexitit hat, besagt der folgende Satz.
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Satz 7.6  Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle n € Ny
K(n) — KA™)| < (7.35)
gilt.

Beweis Wir halten zundichst fest, dass wir in (7.8) K(n) = K(dual(n)) festgelegt
haben.

Es sei b*(1™) = (A), also Dy (A) = 1™ Sei B ein Programm, das bei Eingabe
w € B* iiberpriift, ob w die Codierung eines Prgramms ist und gegebenenfalls das
Programm ausfiihrt. Besteht die Ausgabe aus einer Folge von Einsen, dann zdhlt B
diese und gibt die Anzahl als Dualzahl aus. In allen anderen Fillen liefert B keine
Ausgabe.

Es gilt dann ®5( A) = dual(n) und demzufolge @y (B, A) = dual(n). Damit ist
b(dual(n)) = ( B, A) eine Beschreibung von dual(n).

Es folgt

K(n) = K(dual(n)) (7.36)
= [b*(dual(n))]
< |b(dual(n))]
=[{B,4)|
=2((B) +1) +[(A4)|
=o*(1")| + ¢
=K1+

fiir ¢ = 2(|( B)| + 1). Es existiert also eine Konstante ¢, sodass

K(n)—K1™) < (7.37)
gilt.
Sei nun b*(dual(n)) = (A), also Py ( A) = dual(n). Sei B ein Programm, das bei
Eingabe w € B* tiberpriift, ob w die Codierung eines Prgramms ist und gegebenen-

falls die Ausgabe 1< ( U (W) erzeygt, anderenfalls liefert B keine Ausgabe.

Es gilt dann
q)B<A> _ 1wert(<I>u(A>) _ lwert(dual(n)) — 1

und damit (B, A) = 1™. Es ist also b(1") = ( B, A) eine Beschreibung von 1™.
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Es folgt

KA™) = [o*(1")]
< [b(1")]
=[(B,4)]
=2((B)[+1) +[(A4)]
= |b*(dual(n))| + ¢’
= K(dual(n)) + ¢’
=K(n)+"

fiir " = 2(|( B)| + 1). Es existiert also eine Konstante ¢”, sodass
K™ —K(n) <c” (7.38)

gilt.
Mit c = max {c, "} folgt aus (7.37) und (7.38) die Behauptung (7.35)

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch die Differenz der Kolmogo-
rov-Komplexitit K(z) und K(z') von Bitfolgen z, 2’ € B*.

Satz 7.7  Es existiert eine Konstante c, sodass fiir alle ©,h € B* gilt:
IK(z +h) — K(z)| < 2|h| +c (7.39)

Beweis Sei b*(x) = ( A) die kiirzeste Beschreibung von x; es ist also Py { A) = x.
Sei F' ein Programm, das zundchst testet, ob eine eingegebene Bitfolge u die Struktur
w = v0lw mit v € {00,11}" und w € B* hat und w die Codierung eines Pro-
gramms von M ist. Falls das nicht der Fall ist, liefert F' keine Ausgabe, anderenfalls
berechnet F die Summe von d=1(v) und der Ausgabe der Ausfiihrung von w (falls die
Ausfiihrung w nicht terminiert, liefert F' natiirlich ebenfalls keine Ausgabe). Dabei ist
d die in (7.3) definierte Bit-Verdopplungsfunktion. Fiir F’ gilt

Op(hA)=h+@y(A)=h+z
und damit
(I)U<F,h,A>:$+h.
Es folgt, dass b(x + h) = ( F, h, A) eine Beschreibung von x + h ist. Damit gilt
K(z +h) = [b*(z + )| < [b(z + h)| = [(F, h, A)|
=2(I(F) + k| +2) + [(A)]
=2|(F) +4+2|h|+|b"(x)]
=K(x)+2|h| + ¢
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mit ¢’ = 2(|( F' )| + 2). Es existiert also eine Konstante ¢’ mit
K(z+h)—K(z) <2|h|+ . (7.40)

Sei nun b*(x + h) = (A) die kiirzeste Beschreibung von x + h; es ist also
Oy (A) =z + h. Sei G ein Programm, das zundichst testet, ob eine eingegebene Bit-
folge u die Struktur u = v0lw mit v € {00,11}" und w € B* hat und w die Codie-
rung eines Programms von M ist. Falls das nicht der Fall ist, liefert G keine Ausgabe,
anderenfalls fiihrt G das Programm aus und bestimmt, falls die Ausfiihrung von G ei-
ne Ausgabe liefert, die Differenz @y (w) — d=*(v) (falls der Subtrahend grifer als
der Minuend sein sollte, ist die Ausgabe 0). Fiir G gilt

Da(h,A)=Py(A)—h=x+h—h
und damit
Oy (G, h,A) =x.
Es folgt, dass b(z) = (G, h, A) eine Beschreibung von x ist. Damit gilt

K(z) = |b"(z)| < [b(z)| = (G, h,A)]|
=2((G)+1h|+2) + [(A)]
=2(G)| +4+2]|h|+ |b*(z + h)|
=K(x+h)+2h|+"

mit ¢ = 2(|( G )| + 2). Es existiert also eine Konstante ' mit

K(z) —K(z+h) <2|h|+". (7.41)
Mit ¢ = max {c/, '} folgt dann aus (7.40) und (7.41)

K(z + h) — K(z)| < 2|h| + ¢,

womit die Behauptung gezeigt ist.

7.4 (Nicht-) Komprimierbarkeit und Zufilligkeit

Satz 7.1 zeigt, dass eine minimale Beschreibung eines Wortes niemals viel ldnger als
das Wort selbst ist. Sicherlich gibt es Worter, deren minimale Beschreibung sehr viel
kiirzer als das Wort selbst ist, etwa wenn es Redundanzen enthilt, wie z. B. das Wort
zx (sieche Lemma 7.1). Es stellt sich die Frage, ob es Woter gibt, deren minimale
Beschreibungen ldnger als sie selber sind. Wir zeigen in diesem Kapitel, dass solche
Worter existieren. Eine kurze Beschreibung eines solchen Wortes besteht dann aus
einem Programm, das im Wesentlichen nichts anderes tut als dieses auszudrucken.
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Zunichst fithren wir den Begriff der Komprimierbarkeit von Wortern ein und werden
diesen verwenden, um einen Zufilligkeitsbegriff einzufiihren.

Definition 7.2  Seic € N.

a) Ein Wort v € B* heifst c-komprimierbar genau dann, wenn K(z) < |z| — c gilt.
Falls es ein c gibt, sodass x c-komprimierbar ist, dann nennen wir x auch regelmiBig.

b) Falls x nicht 1-komprimierbar ist, d. h., wenn K () > |z| ist, dann nennen wir x
nicht komprimierbar oder zufillig.

Worter sind also regelmifig, falls sie Beschreibungen besitzen, die deutlich kiirzer als
sie selbst sind. Diese Eigenschaft trifft insbesondere auf periodisch aufgebaute Worter
zu. Worter sind dementsprechend zufillig, wenn ihr Aufbau keine RegelmifBigkeiten
zeigt. Diese konnen quasi nur durch sich selbst beschrieben werden.

Der folgende Satz besagt, dass es Worter gibt, die nicht komprimierbar im Sinne der
Kolmogorov-Komplexitit sind, und zwar gibt es sogar fiir jede Zahl n mindestens ein
Wort mit der Linge n, dass nicht komprimierbar ist.

Satz 7.8  Zu jeder Zahln € N gibt es mindestens ein Wort x € B*, sodass
K(z) > |z|=n
ist.

Beweis Es gilt |B"| = 2". Es seien z;, 1 < i < 2", die Elemente von B™ und b*(x;)
die kiirzeste Beschreibung von x;. Somit gilt

K(z;) = 0" (x;)] - (7.42)
Fiir i # j ist b*(x;) # b*(x;). Es gibt also 2" kiirzeste Beschreibungen b*(z;),

1 <4 < 2™ Es gilt b*(x;) € B* sowie }Bl| = 2!, Die Anzahl der nicht leeren Worter
mit einer Linge von hochstens n — 1 ist

n—1 n—1
DB =) 2t =2"—2<2"
i=1 1=1

Unter den 2™ Wortern b*(x;), 1 < i < 2™, muss es also mindestens eines mit einer
Liinge von mindestens n geben. Sei k mit |b*(xy)| > n. Es folgt mit (7.42)

K(zx) = [b%(zr)| = n

und damit die Behauptung. Das Wort x = xy, ist also nicht komprimierbar.
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Aus dem Beweis des Satzes folgt: Fiir ¢ € N kann es nur héchstens 27~ ¢+1 — 1
Elemente z € B* geben mit X(z) < n — c¢. Der Anteil komprimierbarer Bitfolgen
betrigt somit

2n—c+1

=27t
2n

Es gibt also z.B. weniger als 2"~ 7 Bitfolgen der Linge n mit einer Kolmogorov-
Komplexitit kleiner oder gleich n—8. Der Anteil 8-komprimierbarer Bitfolgen betrégt

277 <0,8%.

Das heil3t, dass mehr als 99 % Prozent aller Bitfolgen der Linge n eine Kolmogo-
rov-Komplexitit groBer als n — 8 haben. Es ist also sehr unwahrscheinlich, dass eine
zufillig erzeugte Bitfolge c-komprimierbar ist.

Aus dem Satz folgt unmittelbar die nachste Folgerung.

Folgerung 7.4  Es gibt unendlich viele Worter x € B* mit K(x) > |z
gibt unendlich viele Worter, die nicht komprimierbar sind.

,d h., es

Des Weiteren konnen wir die Mindestanzahl von Zeichenketten der Linge n angeben,
die nicht c-komprimierbar sind.

Folgerung 7.5  Seien c,n € N. Es gibt mindesten 2" (1 — 2=t1) + 1 Elemente
x € B", die nicht c-komprimierbar sind.

Beweis Wie im Beweis von Satz 7.8 konnen wir iiberlegen, dass hochstens
2n=<tl Zeichenketten der Linge n c-komprimierbar sind, weil hichstens so viele
minimale Beschreibungen der Linge n — c existieren. Also sind die restlichen
2" — (2=t — 1) = 27(1 — 27¢T1) + 1 Zeichenketten nicht c-komprimierbar.

Bemerkung 7.5  Die Folgerung 7.5 kann wie folgt umformuliert werden: Seien
¢,n € N. Dann gibt es mindesten 2™ (1 — 2=T1) + 1 Elemente x € B", fiir die

K(z) >n—c=1log2" —c=log|B"| —¢
gilt.
Man konnte vermuten, dass die Kolmogorov-Komplexitit Prifix-monoton ist, d.h.,

dass KC(z) < K(zy) fiir alle z, y € B* gilt. Das trifft allerdings im Allgemeinen nicht
zu; die Komplexitit eines Prifixes kann groBer sein als die der gesamten Bitfolge.
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Dazu betrachten wir folgendes Beispiel: Sei zy = 1™ mit n = 2%, also k = logn,
dann gibt es wegen (7.34) ein ¢ mit

K(xy) = K(1™) < loglogn + c. (7.43)

Laut obiger Bemerkung existieren zu ¢ und k mindestens 2¥ (1 —27°*1) 41 Elemente
z € B* mit

K(z) >k —c=logn—c. (7.44)

Fiir z € B gilt wert(z) < 2* = n. Damit ist z = 1“¢"*(*) ein Prifix von 2y = 1",
Hieraus folgt mit Satz 7.6 (siehe Teil 1 des Beweises), (7.8) und (7.44), dass eine
Konstante ¢’ existiert mit

) = i (197

= K(dual(wert(z))) — ¢
=K(z)-¢
>logn —c—c. (7.45)

Aus (7.43) und (7.45) folgt dann fiir hinreichend groBe n: K(z) > K(zy). Kompri-
mierbare Zeichenketten konnen also nicht komprimierbare Préfixe enthalten.

Andererseits gilt der nchfolgende Satz.

Satz7.9 Seid € N gegeben. Ein hinreichend langes Wort x € B* besitzt immer ein
Prdfix w, das d-komprimierbar ist, d. h., fiir das K(w) < |w| — d gilt.

Beweis Sei v ein Prifix von x mit Tg(v) = i, d. h. mit v(i) = v. Es ist also © = vf3,
und v ist das i-te Wort in der lexikografischen Aufziihlung der Warter von B*. Sei
nun w' das Infix von x der Linge i, also mit |w'| = 4, das auf v folgt. Es ist also
x = vw' B mit |w'| = i. Wir setzen w = vw’, womit x = wf’ ist. Das Wort w kann
aus dem Wort w' erzeugt werden, denn es ist w = v(|w’|)w’. Die Funktionen g, |- |
sowie die Konkatenation von Wortern sind total berechenbare Funktionen, mit denen
aus einem Wort w' das Wort w = vw' berechnet werden kann. Wegen Folgerung 7.3
gibt es eine Konstante ¢, sodass IC(w) < |w'| + c ist, wobei ¢ weder von x noch von
v abhdngt. Des Weiteren ist lw| = |v| + |w'|. Wenn wir also das Prifix v von x so
wéihlen, dass |v| > ¢+ d ist, dann gilt

K(w) < w'|+c=|w|—|v| +c < Jw| = (c+d) +c=|w| —d,
womit die Behauptung gezeigt ist.

Mithilfe der obigen Uberlegungen kénnen wir nun auch zeigen, dass die Kolmogo-
rov-Komplexitit nicht subadditiv ist (siche Bemerkung 7.4).
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Satz 7.10  Es existiert eine Konstante b, sodass fiir alle z, x' € B* mit |z|,|z'| <n
K(zz') > K(z) + K(z') + logn — b

gilt.

Beweis Es sei B = {(z,2') € B* x B* : |z| + |2/| = n}. Es gilt |B| = 2"(n + 1).
Wegen Folgerung 7.5 gibt es mindestens ein Paar xx' € B, das nicht 1-komprimierbar
ist. Fiir dieses Paar gilt wegen Bemerkung 7.5

K(zz') > log|B| —1=1log(2"(n+1)) —1>n+logn— 1. (7.46)
Wegen Satz 7.3 gibt es eine von x und x’ unabhiingige Konstante b, sodass
K(z)+K(x') <|z|+ || +b (7.47)
gilt. Mit (7.46) und (7.47) gilt

K(zz') >n+logn —1
=|z| + |2'| +logn —1
> K(z) + K(z') —b+logn —1
> K(z) 4+ K(2") + logn — b,

womit die Behauptung gezeigt ist.

Die obigen Uberlegungen kénnen wir verwenden, um die wesentliche Frage zu beant-
worten, ob es ein Verfahren gibt, mit dem die Kolmogorov-Komplexitit /C(z) fiir jedes
x € B* bestimmt werden kann. Der folgende Satz beantwortet diese Frage negativ.

Satz 7.11  Die Kolmogorov-Komplexitiit IC ist nicht berechenbar.

Beweis Wir nehmen an, dass es ein Programm C gibt, dass die Funktion IC fiir alle
x € B* berechnet. Sei x.,, das erste Wort in der lexikografischen Ordnung von B* mit
K(x,) > n (ein solches Wort existiert gemdfy Satz 7.8 und Folgerung 7.4). Die in
Abbildung 7.2 dargestellte Familie W,,, n € N, von Programmen berechnet die Folge
dieser x,, mit K(x,,) > n. Da alle Programme W,, bis auf die (,fest verdrahtete*)
Zahl n identisch sind, sind die Bindrcodierungen aller W, ohne n identisch und damit
unabhdingig von n konstant lang. Diese Ldnge sei c. Es folgt

K(zy) < [logn] +1+ec.
Fiir x,, gilt aber K(x,,) > n. Es folgt, dass
n < K(z,) < [logn] +1+¢c

sein muss. Diese Ungleichung kann aber nur fiir endlich viele n € N zutreffen. Unsere
Annahme, dass die Funktion IC berechenbar ist, ist also falsch.
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read () ;
Ti=¢€;
while ®¢(z) <n do
x = suc(x)
endwhile;
write(x) .

Abbildung 7.2: Programme W,, zur Erzeugung des Kkiirzesten Wortes x,, mit
K(z,) > n

Leider ist die Kolmogorov-Komplexitit einer Zeichenkette nicht berechenbar. Aller-
dings gibt es eine berechenbare Funktion, mit der C(z) approximiert werden kann.

Satz 7.12  Es gibt eine total berechenbare Funktion T' : Ng x Ng — Nq mit
tlim L(t,x) = K(z).

Beweis T sei durch das in Abbildung 7.3 dargestellte Programm definiert. Wegen
Satz 7.3 existiert eine Konstante ¢ mit KC(x) < |z| + c fiir alle x € B*. Der Beweis
dieses Satzes zeigt, dass sich ein solches c bestimmen ldsst. Deswegen kann in dem in
Abbildung 7.3 dargestellten Programm |x| + c als Schleifengrenze verwendet werden.
Dieses Programm benutzt aufserdem das Programm C, das die total berechenbare
Funktion v : Ny X Ng x Ng — Ny, definiert durch

1, fallsU angewendet auf A innerhalb vont Schritten hiilt,

~(U, A, t) = {

0, sonst,

berechnet. Das Programm probiert in lexikografischer Ordnung alle Programme mit
einer Liinge kleiner gleich |x| + c durch, ob diese in hichstens t Schritten x erzeugen.
Falls es solche Programme gibt, wird die Linge des kiirzesten dieser Programme aus-
gegeben. Falls es ein solches Programm nicht gibt, wird die obere Schranke |x|+c von
K(z) ausgegeben. Es ist offensichilich, dass das Programm fiir alle Eingaben (t, x)
anhdlt. Die Funktion I ist also eine total berechenbare Funktion. Des Weiteren ist
offensichtlich, dass T monoton fallend in t ist, d. h., es ist U(t,x) > T'(t', x) fiir t’ > t,
und ebenso offensichtlich ist, dass K(z) < T'(t,x) fiir alle t gilt. Der Grenzwert
lim; o I'(¢, ) existiert fiir jedes x, denn fiir jedes x gibt es ein t, sodass U in t
Schritten mit Ausgabe x anhdilt, niimlich wenn U die Eingabe eines Programms A mit
(A) =b*(z), d h. mit |( A)| = K(z), erhdilt.

Da fiir jedes x der Grenzwert lim;_. o, I'(t, z) existiert, T'(¢t, x) eine monoton fallende
Folge ist, die nach unten durch K(x) beschrdnkt ist, folgt die Behauptung.
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read(t, z);
A:i=¢;
M :=0;

while [(A)| <|z|+c¢ do
if ®c(U,At)=1 and ®y(A) =2 then M :=MU{A}
else A:=suc(A) endif

endwhile;

if M #0 then return min{|{A)|: A€ M}

else return (Jz|+¢)

endif.

Abbildung 7.3: Programm zur Berechnung der Approximation I'(¢,x) von
K(x)

Bemerkung 7.6  [C ist keine berechenbare Funktion, deswegen kann algorithmisch
nicht entschieden werden, ob T'(t,x) = K(z) ist. K(x) kann aber durch die total
berechenbare Funktion I (von oben) approximiert werden; IC ist quasi ,von oben
berechenbar*.

Satz 7.13  Es existieren berechenbare Funktionen g, h : B* — B* mit
g(b*(x)) = (x,K(x)) bzw. mit h{z,K(x)) = b*(x).

Beweis Die Funktion g kann durch das folgende Programm A € M berechnet wer-
den: A testet, ob eine Eingabe w die Codierung eines Programms ist. Falls ja, be-
stimmt A die Linge von w und fiihrt w aus. Die Ausgabe von A ist dann die Ausgabe
des Programms w sowie |w|. Es gilt also

1, sonst.

O (w) = { (@u(w), |w]), weM,

Daraus folgt
4(b%(z) = (Pu(0*(2)), [b"(z)|) = (z,K(x))

und damit @ 4 (b*(z)) = g(b*(x)), d. h., g wird von A berechnet.

Die Funktion h kann durch das folgende Programm A berechnet werden: A erhiilt
als Eingabe x sowie K(x), die Liinge des kiirzesten Programms, das x berechnet. A
erzeugt der Reihe nach alle Programme mit der Linge K(x) und fiihrt diese jeweils
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aus. Wenn ein erzeugtes Programm B die Ausgabe x hat, dann gibt A dieses aus,
es ist dann nimlich b*(x) = (B) die kiirzeste Beschreibung von x. Da K(z) als
Eingabe existiert, muss A ein Programm dieser Liinge x erzeugen.

Bemerkung 7.7  Der Satz 7.13 besagt, dass b*(x) und { z, KC(x) ) im Wesentlichen
denselben Informationsgehalt haben. Denn mit Satz 7.4 folgt aus dem Teil I des obigen
Satzes

K(z,K(x)) = K(g(b"(x))) < K(b*(z)) + c.

Wir wollen am Ende dieses Kapitels noch die Frage beantworten, ob die kiirzeste Be-
schreibung eines Wortes komprimierbar ist. Die Vermutung, dass das nicht der Fall
ist, bestitigt der folgende Satz.

Satz 7.14  Es existiert eine Konstante ¢ € N, sodass b*(z) fiir alle x € B* nicht
c-komprimierbar ist.

Beweis Sei b*(z) = ( B)) die kiirzeste Beschreibung von x; es gilt also @y ( B ) = x.
Wir iiberlegen uns das folgendes Programm A mit der Eingabe y: A iiberpriift, ob
y die Codierung eines Programms ist. Gegebenenfalls fiihrt A dieses Programm aus.
Dann iiberpriift A, ob die resultierende Ausgabe ebenfalls die Codierung eines Pro-
gramms ist. Ist das der Fall, dann fiihrt A auf dieses Programm das universelle Pro-
gramm aus. Das Ergebnis dieser Anwendung ist dann die Ausgabe von A. In allen
anderen Fiillen ist A nicht definiert. Mit dieser Festlegung von A gilt

D467 (0" (2))) = =, (7.48)
denn b*(b*(z)) ist Codierung eines Programms, und b*(b*(x)) = b* ( B ) ist das kiir-
zeste Programm, das ( B) erzeugt. Das heifst: b*( B') ist die Codierung eines Pro-

gramms, dessen Ausfiihrung die Codierung ( B ) erzeugt. Die Anwendung des univer-
sellen Programms hierauf liefert die Ausgabe x. Es gilt also

Oy (A b (b (z))) =, (7.49)
und damit ist
b(xz) = (A, b (b*(z))) (7.50)
eine Beschreibung von x. Wir setzen
c=2|(A)|+3 (7.51)

und zeigen im Folgenden, dass dieses c die Behauptung des Satzes erfiillt.
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Dazu nehmen wir an, dass b*(x) c-komprimierbar fiir ein x € B* ist, d. h., dass fiir
dieses x

K@ (2)) < [b*(z)| — ¢
und damit

67 (6" ()] < [b*(2)] — ¢ (7.52)
ist. Mit (7.50), (7.51) und (7.52) folgt

b ()| < [b(z)|
=2({A) +1) + [b"(b"(2))]
=c—1+|b"(b"(x))]
<c—14+1p*(z)|—c
= [b"(z)| - 1,

was offensichtlich einen Widerspruch darstellt. Damit ist unsere Annahme widerlegt,
und das gewdhlte c erfiillt die Behauptung.

7.5 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

Der Binércode eines Programmes, das eine Bitfolge x erzeugt, kann als eine Beschrei-
bung dieser Folge angesehen werden. Das lexikografisch kiirzeste Programm, das x er-
zeugt, ist die Kolmogorov-Komplexitidt von z. Diese ist im Wesentlichen unabhéngig
von der gewéhlten Programmiersprache.

Die Anwendung von berechenbaren Funktionen auf Bitfolgen dndert ihre Kolmo-
gorov-Komplexitit nur unwesentlich. Beispiele hierfiir sind die Spiegelung und die
Wiederholung von Bitfolgen.

Die Kolmogorov-Komplexitit der Konkatenation von zwei verschiedenen Bitfol-
gen ist nicht additiv. Das liegt daran, dass die Lange einer der beiden Folgen Teil der
Beschreibung sein muss. Es wird gezeigt, dass es keine wesentlich kiirzere Beschrei-
bung als eine solche geben kann.

Bitfolgen, deren Kolmogorov-Komplexitit wesentlich kiirzer als sie selbst ist, gel-
ten als regelméBig und komprimierbar. Die Folgen, deren Beschreibungen grofer als
ihre Linge sind, gelten als zufillig und nicht komprimierbar. Es ist sehr unwahrschein-
lich, dass eine zufillig erzeugte Bitfolge komprimierbar ist.

Einerseits existieren Bitfolgen, die Prifixe besitzen, deren Kolmogorov-Komple-
xitdt groBer als sie selbst ist. Andererseits besitzen hinreichend lange Bitfolgen kom-
primierbare Prifixe.

Die Kolmogorov-Komplexitét ist nicht berechenbar. Sie ist ,,von oben berechen-
bar, d. h., sie kann durch eine total berechenbare, monoton fallende Funktion appro-
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xXimiert werden.

Am Ende von Abschnitt 1.2.2 wird erwihnt, dass G. Chaitin, A. Kolmogorov und
R. J. Solomonoff etwa zur gleichen Zeit unabhédngig voneinander, teilweise unter-
schiedlich motiviert dhnliche Ansitze zur Einfiihrung und Untersuchung von Beschrei-
bungskomplexititen fiir Zeichenketten entwickelt haben. Entsprechende Literaturstel-
len sind fiir Chaitin [Ch66], fiir Kolmogorov [Kol65], [Kol68] und [Kol69] (in engli-
scher Ubersetzung) sowie fiir Solomonoff [So64a] und [S064b].

In [M66] wird begriindet, dass der Zufilligkeitsbegriff von Kolmogorov allen An-
forderungen der Zufilligkeit geniigt.

Eine kurze Einfiihrung in die Beschreibungskomplexitit von Bitfolgen gibt [Si06].
Ein umfangreiches und umfassendes Lehrbuch zur Kolmogorov-Komplexitit, das weit
tiber die in diesem Kapitel dargestellten Aspekte hinausgeht, ist [LV93]. Wesentliche
Aspekte, erlduternd dargestellt, findend man in [Hol1].
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Kapitel 8

Anwendungen der
Kolmogorov-Komplexitat

In diesem Kapitel werden einige Problemstellungen der Theoretischen Informatik mit-
hilfe der Kolmogorov-Komplexitit beleuchtet. Wir werden beispielhaft sehen, dass
bekannte Aussagen der Theoretischen Informatik, die {iblicherweise mit solchen Me-
thoden und Techniken wie der Diagonalisierung oder dem Pumping-Lemma fiir re-
guldre Sprachen gezeigt werden, auch mithilfe der Kolmogorov-Komplexitit bewie-
sen werden konnen. Diese Beweise basieren auf der folgenden Idee: Zufillige Bitfol-
gen z, d. h., solche, bei denen KC(x) > |z| ist, konnen nicht komprimiert werden. Sei
nun das Pridikat P(y) zu beweisen. Fiir einen Widerspruchsbeweis nimmt man an,
dass —P(z) gilt fiir ein nicht komprimierbares z. Folgt nun aus der Annahme, dass
x komprimiert werden kann, ist ein Widerspruch hergeleitet, und die Annahme muss
falsch sein.

Des Weiteren werden wir sehen, wie alle Entscheidbarkeitsfragen mithilfe einer (un-
endlichen) Bitfolge, der sogenannten Haltesequenz, codiert werden konnen.

8.1 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems haben wir bereits im Abschnitt 6.1 bewie-
sen. Ein Beweis kann auch mithilfe der Unberechenbarkeit der Kolmogorov-Komple-
xitit erfolgen. Zu diesem Zweck definieren wir das Halteproblem durch die Sprache

H={(Aw)€B* |we Def(®a)}

Satz 8.1  Die charakteristische Funktion ., der Sprache 'H ist nicht berechenbar.

Beweis Wir nehmen an, dass x berechenbar ist. Es sei H € M ein Programm,
das x14 berechnet: ®r = x . Mithilfe von H konstruieren wir das in Abbildung 8.1
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read(x) ;

1:=0;

gefunden := false;

while not gefunden do
A:=v(i);
if AeM then

if ®y(A,e)=1 then
if ®y(A) ==z then

ki=|(A);
gefunden ;= true
else 72 (=141
endif;
endif;
endif;
endwhile;

write (k).

Abbildung 8.1: Programm C' zur Berechnung der Kolmogorov-Komplexitéit un-
ter der Voraussetzung, dass das Halteproblem entscheidbar ist

read();
write(x) .

Abbildung 8.2: Naives Programm zur Erzeugung des Wortes x

dargestellte Programm C. Dabei ist v(i) = w das i-te Wort in der lexikografischen
Anordnung der Worter von B* (siehe Abschnitt 2.6). Das Programm durchldiuft die
Worter von B* der Grofle nach. Es iiberpriift, ob das aktuelle Wort ein Programm
A € M darstellt. Falls dies zutrifft, wird iiberpriift, ob A, angewendet auf das leere
Wort, anhdilt. Im gegebenen Fall wird iiberpriift, ob A dabei die Eingabe x erzeugt.
Falls ja, dann ist die Linge dieses Programms die Kolmogorov-Komplexitdt von x:
|b*(x)| = |( A)|. Das Programm terminiert und gibt die Kolmogorov-Komplexitiit

k=1[(A)]=K(z)
von x aus. In allen anderen Fdllen wird das ndchste Wort in der lexikografischen
Ordnung entsprechend iiberpriift.

Da alle Worter von B* durchlaufen werden, werden auch alle Programme von M
durchlaufen. Darunter ist auf jeden Fall eines, welches (ohne Eingabe) das eingege-
bene Wort x erzeugt (mindestens das in Abbildung 8.2 dargestellte Programm). Damit
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ist fiir jede Eingabe die Terminierung des Programms C' gesichert. Da die Program-
me der Griofie nach durchlaufen werden, ist auch gesichert, dass C' das kiirzeste Pro-
gramm, das x erzeugt, findet.

Damit berechnet das Programm C' die Kolmogorov-Komplexitit fiir jedes © € B*.
Daraus folgt, dass IC eine berechenbare Funktion ist, ein Widerspruch zu Satz 7.11.
Unsere eingangs des Beweises gemachte und im Programm C verwendete Annahme,
dass x4 berechenbar ist, muss also falsch sein. Damit ist die Behauptung des Satzes
gezeigt.

Bemerkung 8.1  Der Beweis von Satz 8.1 gibt quasi eine Reduktion der Berech-
nung von K auf die Berechnung von x an.

8.2 Die Menge der Primzahlen ist unendlich

Ein bekannter Beweis fiir die Unendlichkeit der Menge P der Primzahlen geht auf
Euklid zuriick und argumentiert wie folgt: Es wird angenommen, dass es nur endliche
viele Primzahlen py, . . ., pg, k > 1, gibt. Damit bildet man die Zahln = p;-...-p+1.
Es folgt, dass keine der Primzahlen p;, 1 < ¢ < k, ein Teiler von n sein kann. Dies
ist ein Widerspruch zu der Tatsache, dass jede Zahl n € Ny, n > 2, mindestens einen
Primteiler besitzt (so ist z. B. der kleinste Teiler immer eine Primzahl). Die Annahme,
dass P endlich ist, fiihrt also zu einem Widerspruch.

Ein Beweis der Unendlichkeit von PP kann wie folgt mithilfe der Kolmogorov-
Komplexitit gefiihrt werden. Fiir die Kolmogorov-Komplexitit natiirlicher Zahlen
(siehe (7.8)) gilt gemadlB Folgerung 7.4, dass es unendlich viele natiirliche Zahlen
n € Ny mit

K(n) = K(dual(n)) > |dual(n)| = |logn] +1 8.1

gibt. Wir nehmen ein solches n und nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen
P1y---5Dk> k >1, glbt Sei

n=pi"-psk ..o pRt (8.2)
die eindeutige Faktorisierung von n; n ist also eindeutig durch die Exponenten a;,
1 <4 < k, erzeugbar, d.h., b(n) = (ay,...,ax ) ist eine Beschreibung von n. Aus
(8.2) folgt

n > 2a1+.4~+mc

und daraus
logn>a1+...4+ar >, 1 <1< k

und hieraus
|[dual(c;)| < |loglogn|+1,1<i<k.
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Insgesamt folgt nun

K(n) = o*(n)] < [b(n)]| = [(en, .. o)
k

=2 (|dual(a;)| + 1)

i=1

< k-2(|loglogn]| +2).
Dies ist aber ein Widerspruch zu (8.1), denn fiir jedes beliebige, aber feste £ > 1 gilt
[logn| +1>k-2(|loglogn| + 2)

fiir fast alle n. Damit haben wir auch auf diese Art und Weise die Annahme, dass P
endlich ist, widerlegt.

8.3 Regulire Sprachen

Wir schrinken Turing-Entscheider wie folgt ein:
A= (Ba S; 57 S0, atavtT)

mit

0: (S —{ta,tr}) xE =S xEx{—,-}
Das Arbeitsband ist ein reines Eingabeband, das nur von links nach rechts gelesen
werden kann, ohne dabei ein Symbol zu veridndern. Deshalb benétigen diese Maschi-
nen keine zusitzlichen Hilfssymbole, auch kein Blanksymbol, und der S-/L-Kopf, der
nur ein Lesekopf ist, kann stehen bleiben oder nach rechts gehen. Das Stehenbleiben
kann durch einen e-Ubergang realisiert werden, d. h., die Maschine liest das Symbol
nicht und fiihrt nur einen Zustandswechsel durch. Wir kénnen die Definition solcher
Maschinen vereinfachen zu

A=(S,0,50,tq,tr)
mit
01 (S = {tats}) x BU{e}) = S.

Wir nennen Maschinen dieser Art endliche Automaten. Die Menge der Konfigura-
tionen ist gegeben durch K = S o X%, die Konfigurationsiiberginge F C K x K sind
definiert durch

sav - s'v genau dann, wenn §(s,a) = s’ mit a € XU {e}, v € ¥,

und
L(A) ={w € X" | sow F* t,e}

ist die von A akzeptierte Sprache. Eine Sprache heifit regulér genau dann, wenn ein
endlicher Automat existiert, der sie akzeptiert. Wir bezeichnen mit REG die Klasse
der reguliren Sprachen.
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Folgerung 8.1 REG C TIME(n).

Beweis Sei L € REG. Dann existiert ein endlicher Automat A = (S, 0, so, ta,tr)
mit L = L(A). Sei w € L mit lw| = n € N. Dann existieren Zustinde t; € S,
1 <j<n+1 mtti = 8o thy1 = tq und tjw(j,n] F tjpwlj+1,n],
1 < j < n. Daraus folgt unmittelbar time o (w) = n und damit L € TIME (n), und
die Behauptung ist gezeigt.

Hat ein endlicher Automat A n Zustinde und ist w € L(A) mit |w| > n, dann
wird in der akzeptierenden Konfigurationsfolge sow F* ¢, mindestens ein Zustand s
zweimal durchlaufen. w ldsst sich deshalb aufteilen in w = xyz, sodass

soxr b syz b sz b tque (8.3)

gilt. Dabei ist |y| > 1, und zy kann immer so gew#hlt werden, dass |zy| < n ist.
Wenn nédmlich |zy| > n ist, kann bereits zy in drei Teile mit den oben genannten
Eigenschaften aufgeteilt werden.

Aus (8.3) folgt, dass auch folgende akzeptierende Konfiguratinsfolgen existieren
sor b sz b sz tue,

sox b syz b syz b sz tue,
sox Fsyz b syz b syz b sz - tue,

weil der Zyklus syz - sz beliebig oft durchlaufen werden kann.

Aus den obigen Uberlegungen folgt das sogenannte Pumping-Lemma fiir regulire
Sprachen.

Satz 8.2 Sei L € REG, dann existiert eine Zahl n € N, sodass sich alle Worter
w € L mit lw| > n aufteilen lassen in w = xyz und fiir eine solche Aufteilung die
folgenden drei Eigenschaften gelten:

(i) lyl =2 1,
(ii) |zy| < n und

(iii) zy'z € L fiir alle i € Ny.

Das Pumping-Lemma gibt eine notwendige, keine hinreichende Bedingung fiir die
Regularitét einer Sprache an, denn man kann nicht reguldre Sprachen angeben, die
das Pumping-Lemma erfiillen. Man kann das Lemma also nur im ,,negativen Sinne*
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anwenden, d. h. um zu zeigen, dass eine Sprache nicht regulir ist. Wenn man vermutet,
dass eine Sprache nicht regulir ist, nimmt man an, dass sie es doch sei. Sie muss dann
das Pumping-Lemma erfiillen. Wenn man dann einen Widerspruch gegen eine der
Bedingungen des Lemmas herleiten kann, weil man, dass die Annahme falsch ist.

Beispiel 8.1  Die Sprache L = {Olll [ 1> 0} ist nicht reguldr. Zum Beweis neh-
men wir an, dass L reguldr ist. Dann muss gemdf3 Pumping-Lemma eine Zahln € N
existieren, sodass die Bedingungen des Lemmas erfiillt sind. Wir wdhlen das Wort
w = 0"1" € L. Esist |w| = 2n > n. Also kann w zerlegt werden in w = xyz, sodass
die Bedingungen (i) — (iii) des Pumping-Lemmas erfiillt sind. Da |xy| < n ist, ist zy
ein Prdfix von O". Die Aufteilung von w hat deshalb Gestalt
w=_07 07 0"1".
—~— =~

oy oz
Dabei ist

(0) p+q+r=n,

(1) g=1,

(2) p+qg<n,

(3) xyiz € L fiir alle i € N.
Wir wéihlen i = 0, dann muss vy°z = xz € L sein. Es gilt aber

xy’z = 0P(09)°071" = 0P0"1" = OPT"1".
Wegen der Bedingungen (0) und (1) ist
p+r<pt+qg+tr=mn,

woraus folgt, dass 0PT"1™ ¢ L ist, ein Widerspruch zu (3). Damit ist die Annahme,
dass L reguldr ist, falsch.

Die Automaten heiflen endlich, weil sie ein endliches Gedéchtnis haben, ndmlich nur
eine endliche Anzahl von Zustinden, mit denen sie sich den Stand der Abarbeitung
einer Eingabe merken konnen. Deshalb sind sie nicht in der Lage, Sprachen wie die im
Beispiel zu entscheiden. Dazu benoétigt ein Automat einen beliebig grofien Speicher,
um die Prifixe 0', 1 > 1, zu speichern, sodass dann die anschlieBend folgenden Ein-
sen damit abgeglichen werden konnen. Wenn die Anzahl der Speicherplitze zu gering
ist, fiihrt das unweigerlich dazu, dass Zustinde mehrfach durchlaufen werden kénnen,
wodurch ,aufgepumpte Worter akzeptiert werden, die nicht zu der zur Entscheidung
anstehenden Sprache gehoren. Mit einem unendlichen, verdnderbaren Speicher, wie
sie Turingmaschinen mit dem Arbeitsband zur Verfiigung stehen, kann der Abgleich
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von beliebig langen Wortteilen erfolgen. In Beispiel 3.1 haben wir eine Turingmaschi-
ne konstruiert, welche die Sprache L = {Olll | 1> 0} akzeptiert.

Folgerung 8.2 REG C R

Das Pumping-Lemma sowie Beispiele zu seiner Anwendung gehdren zur ,,Folklore™
der Theoretischen Informatik. Wir demonstrieren im Folgenden an zwei Beispielen,
wie mithilfe der Kolmogorov-Komplexitit gezeigt werden kann, dass eine Sprache
nicht regulér ist.

Als Erstes betrachten wir die Sprache L = {0'1" | I > 0} aus dem obigen Beispiel
und nehmen wieder an, dass L regulér ist, dass also ein endlicher deterministischer
Automat A mit der Zustandsmenge S und dem akzeptierenden Zustand ¢, existiert,
der L akzeptiert. Zu jedem k gibt es (eindeutig) einen Zustand s, # t,, der nach
Abarbeitung von 0 erreicht wird; von dort gelangt der Automat nach Abarbeitung
von 1% (erstmals) in den Zustand ¢,. Der Automat A und der Zustand s, konnen als
eine Beschreibung von & angesehen werden, denn wir konnen uns ein Programm P
iiberlegen, das A als (,fest verdrahteten™) Bestandteil enthilt, und das, wenn ihm s
tibergeben wird, eine Folge von Einsen produziert und sich damit auf den Weg zum
Endzustand ¢, macht. Dieser Zustand wird nach genau k Einsen erreicht, womit P die
Zahl k ausgeben kann.

Da A die Worter 0F1% fiir alle k > 1 akzeptiert, muss fiir jedes k ein (Nicht-End-)
Zustand sy, existieren. Das heifit, wir kénnen dem Programm P alle moglichen (Nicht-
End-) Zustidnde s iibergeben. Das sind endlich viele Eingaben, und P geht fiir jedes s
jeweils wie oben beschrieben vor und kann so alle £ € N erzeugen.

Das bedeutet, dass wir eine geeignete Codierung ( P, s, ) von P (inklusive des
,fest verdrahteten” Automaten A) und sy, als Beschreibung der Zahl k ansehen kénnen:
b(k) = (P,sg). Ihre Linge |b(k)| ist unabhingig von k, also konstant. Damit gilt
K(k) < |b(k)| = |{ P, st )|- Sei nun

c=max{|(P,s)|:s€ S8 —{ta,ts}}.
Dann gilt
Kk) < e (8.4)

fiir alle .
Aus (7.8) und Folgerung 7.4 folgt, dass es Zahlen n € N mit

K(n) = K(dual(n)) > |dual(n)| = |logn] +1
gibt. Sei n. € N eine solche Zahl, d. h. eine Zahl mit

K(ne) > [logne| +1>c. (8.5)
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Wenn wir nun das Wort 0™ 1"¢, also k = n,., wihlen, folgt mit (8.4) K(n.) < ¢, was
offensichtlich ein Widerspruch zu (8.5) ist. Damit ist unsere Annahme, dass L regular
ist, widerlegt.

Fiir das zweite Beispiel verwenden wir das sogenannte Lemma der KC-Regularitét.

Lemma8.1 FEs sei L C B* eine reguldre Sprache. Fiir die Worter x € B* sei
L, ={y | zy € L}. Des Weiteren sei f : Ng — B* eine rekursive Aufzdhlung von L,
(siehe Abschnitt 3.4). Dann existiert eine nur von L und f abhingende Konstante c,
sodass fiir jedes x undy € L, mit f(n) =y gilt: K(y) < K(n) + ¢

Beweis Sei A der endliche deterministische Automat, der L akzeptiert, und s der
Zustand, den A nach Abarbeitung von x erreicht. Die Zeichenkette y mit xy € L
und f(n) = y kann nun mithilfe von A, s und dem Programm Py, das f berechnet,
bestimmt werden. Geeignete Codierungen von A, s, Py und n kénnen somit als
Beschreibung von y angesehen werden. Dabei sind die Codierungen von A, s und Py
unabhdngig von y. Ihre Gesamtlinge fassen wir unter der Konstanten c zusammen.
Damit folgt dann K(y) < K(n) + c.

Wir wenden das Lemma an, um zu zeigen, dass die Sprache L = {17 | p € P} nicht
reguldr ist. Wir nehmen an, dass L regulir ist, und betrachten das Wort zy = 17 mit
z = 17, wobei p die k + 1-te Primzahl und p’ die k-te Primzahl ist. Des Weiteren sei f
die lexikografische Aufzihlung von L,. Dann gilt f(1) =y = 17=7". Mit dem Lem-
ma folgt dann: K(y) < K(1) + O(1) = O(1). Das bedeutet, dass die Kolmolgorov-
Komplexitit der Differenz zwischen allen benachbarten Primzahlen jeweils durch eine
von diesen unabhingige Konstante beschrinkt ist. Das ist ein Widerspruch zur Tatsa-
che, dass zu jeder Differenz d € N zwei benachbarte Primzahlen gefunden werden
konnen, die mindestens den Abstand d haben.

8.4 Unvollstindigkeit formaler Systeme

Kurt Godel (siehe FuBBnote Seite 86) hat gezeigt, dass die Konsistenz eines hinreichend
méchtigen formalen Systems (z. B. ein die Arithmetik natiirlicher Zahlen enthaltendes
System) nicht innerhalb dieses Systems bewiesen werden kann. Auch diese Unvoll-
stindigkeit formaler Systeme, die iiblicherweise mit einem Diagonalisierungsbeweis
gezeigt wird, kann mithilfe der Kolmogorov-Komplexitit gezeigt werden.

Satz 8.3  Sei F ein formales System, das folgende Eigenschaften erfiillt:

(1) Falls es einen korrekten Beweis fiir eine Aussage « gibt, dann ist diese Aussage
auch wahr.

(2) Fiir eine Aussage o und einen Beweis p kann algorithmisch entschieden werden,
ob p ein Beweis fiir « ist.
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read(n) ;
k:=1;
while true do
for all xz €B* with |z|] <k do
for all peB* with |p|<k do
if p ein korrekter Beweis fiir a(z,n) ist
then return =z
endif
endfor
endfor;
k=k+1
endwhile;

Abbildung 8.3: Programm A, das Beweise fiir die Aussagen o(z, ) findet.

(3) Fiir jedes © € B* und jedes n € Ny kann eine Aussage a(n,x) formuliert
werden, die dquivalent zur Aussage ,JK(x) > n* ist.

Dann existiert ein t € Ny, sodass alle Aussagen o(z,n) fiir n > t in F nicht beweis-
bar sind.

Beweis Wir betrachten zundichst das Programm A in Abbildung 8.3: Falls es fiir eine
Eingabe n ein x gibt, fiir das die Aussage o(x,n) beweisbar ist, dann findet A ein
solches x. Wir nehmen nun an, dass fiir alle n ein x existiert, sodass o(x, n) beweis-
bar ist. Dann findet das Programm A ein solches x. Die Beweisbarkeit von a(x,n)
bedeutet, dass IC(x) > n ist. Des Weiteren ist b(x) = ( A,n) eine Beschreibung von
x, denn das Programm A erzeugt x bei Eingabe von n. Es folgt mit c = 2|( A)| + 3

K(z) = [b*(z)] < [b(z)] = [(A,n)] = 2(|(A)[ + 1) + |dual(n)| = [logn] +c.

Insgesamt erhalten wir also wieder die Ungleichungen n < K(z) < |logn] + ¢,
die nur fiir endlich viele und insbesondere nicht fiir hinreichend grofie n erfiillt sind.
Damit erhalten wir einen Widerspruch, womit unsere Annahme widerlegt ist.

Bemerkung 8.2  Der obige Satz zeigt uns eine Moglichkeit auf, in einem hinrei-
chend mdchtigen formalen System JF, das die Bedingungen (1)—(3) des Satzes erfiillt,
Aussagen zu generieren, die wahr aber innerhalb des Systems nicht beweisbar sind.
Wir benutzen das Programm A, das die von n und x unabhdingige konstante Linge c
hat. Fiir n € Ng mit n > |logn| + c ist keine Aussage der Art K(x) > n beweisbar.
Weihlen wir zufiillig eine Bitfolge x der Liinge n+ 20, dann gilt die Aussage KC(z) > x
mit einer Wahrscheinlichkeit > 1 — 2729 aber diese Aussage ist in F nicht beweisbar.
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8.5 Die Kolmogorov-Komplexitit entscheidbarer
Sprachen

Der folgende Satz besagt, dass entscheidbare Sprachen nur eine (sehr) geringe Kol-
mogorov-Komplexitit besitzen.

Satz 8.4 Sei L C B* eine entscheidbare Sprache. Des Weiteren seien die Worter
von L lexikografisch angeordnet, und x,, sei das n-te Wort in dieser Anordnung. Dann
gilt

K(2a) < [logn] +O(1).

Beweis Da L entscheidbar ist, ist X1, berechenbar. Es sei C,,, € M das Programm,
das x 1, berechnet, und suc sei die total berechenbare Funktion, die zu einem Wort in
der lexikografischen Anordnung der Worter von B* den Nachfolger bestimmt. Die in
Abbildung 8.4 dargestellten Programme X,, generieren jeweils das n-te Wort z,, € L.
Wie in anderen Beispielen in den vorherigen Abschnitten sind alle Programme bis
auf die Zahl n identisch, unabhdngig von n hat der identische Anteil eine konstante
Liinge. Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung.

read () ;
1:=0;
Z:i=¢€;

while 1 <n do
if ®¢, (2) =1 then
Ty = 2;
1:=1+1;
endif;
z = suc(z);
endwhile;
write(x,) .

Abbildung 8.4: Programm X, zur Generierung des n-ten Wortes der entscheid-
baren Sprache L

Die Worter entscheidbarer Sprachen haben also eine geringe Kolmogorov-Komplexitit.
Diese Aussage bestitigt die Aussage von Satz 6.4 b), dass entscheidbare Sprachen
,.besonders einfach” sind.
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Satz 8.5  Die Sprache der zufilligen, d. h. nicht komprimierbaren, Bitfolgen
L={zeB"|K(z)>|z|}

ist nicht entscheidbar.

Beweis Wir nehmen an, dass L entscheidbar ist. Dann ist x 1, berechenbar. Es sei
Cy. € M das Programm, das X, berechnet. Sei n € Ny beliebig, aber fest gewdihlt.
In Abbildung 8.5 ist das Programm A, dargestellt, das die erste zufiillige Bitfolge
x in der lexikografischen Anordnung von B* mit |x| > n berechnet (wegen Satz 7.8
existiert eine solche Folge). suc sei wieder die total berechenbare Funktion, die zu
Jjeder Folge x ihren Nachfolger in der lexikografischen Anordnung von B* bestimmt.
Fiir die Ausgabe x des Programms A,, gilt

|z| > n und K(z) < [logn] + c. (8.6)
Da z zufdllig ist, gilt
K(z) > Jol. 8.7)
Aus (8.6) und (8.7) erhalten wir
n < |o] < K(x) < Nlogn] +c,

was fiir hinreichend grofle n offensichtlich einen Widerspruch darstellt.

read() ;
gefunden := false;
xi=¢;
while not gefunden do
if |z|>n and ®c,, () =1 then

gefunden := true;
else z:= suc(x);
endif;
endwhile;

write(x) .

Abbildung 8.5: Programm A,, zur Berechnung der ersten zufilligen Bitfolge x
mit |z| > n
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8.6 Die Chaitin-Konstante

Wir tibertragen den Begriff zufellig auf unendliche Bitfolgen, d. h., wir betrachten jetzt
die Elemente von B*.

Definition 8.1  Eine Bitfolge x € B“ heifit zufillig genau dann, wenn eine Kons-
tante ¢ € N existiert, sodass

K(z[l,n]) >n—c

fiir alle n € N gilt.

Den folgenden Betrachtungen legen wir wieder eine Godelisierung (Ng, P, o) einer
Programmiersprache M zugrunde.

Definition 8.2  Die Bitfolge H = hihshs ... € B, definiert durch

hy = { 1, €€ Def(y;),

0, sonst,

heifit Haltesequenz.

Die Haltesequenz H ist also eine unendliche Bitfolge, deren i-tes Bit gleich 1 ist,
wenn das ¢-te Programm (bei Eingabe des leeren Wortes) anhilt, ansonsten ist das Bit
gleich 0. Es ist klar, dass H von der Godelisierung abhiingt. Wir halten fest, dass aus
der Nummer ¢ das Programm v (i) = A zwar rekonstruiert, aber die Sequenz H wegen
der Unentscheidbarkeit des Halteproblems nicht (vollstindig) berechnet werden kann.

Bemerkung 8.3  a) Die Sequenz H|[1, k] gibt an,
(1) wie viele der ersten k Progamme anhalten und
(2) welche Programme das sind.

Dabei konnten wir die Information (2) aus der Information (1) gewinnen: Sei |l < k
die Anzahl der terminierenden Programme unter den k ersten. Wir lassen alle k Pro-
gramme parallel laufen, markieren die haltenden Programme und zdhlen diese. Falls
l Programme gestoppt haben, konnen wir alle anderen Programme auch anhalten.

b) Wenn wir wiissten, wie grofs die Wahrscheinlichkeit ist, mit der sich unter den k ers-
ten Godelnummern solche von terminierenden Programmen befinden, dann konnten
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wir die Anzahl | der terminierenden Programme durch Multiplikation mit k bestim-

men, denn es gilt

Prob[H (i) = 1] :é

woraus sich bei gegebenem k und bekannter Wahrscheinlichkeit Prob [ H (i) = 1]
l=Fk-Prob[H(i) =1]

berechnen ldsst.

c) Im Folgenden geht es im Wesentlichen darum, wie Prob|H (i) = 1] bestimmt
werden kann. Daraus konnten | und damit gemdfs a) die terminierenden Programme
A;, 1 < i <k, bestimmt werden.

Hilfreich dafiir ist die nachfolgende Definition.

Definition 8.3  Es sei x € B". Dann heifit
0, = Prob[x beginnt mit der Gédelnummer eines terminierenden Programms]

Haltewahrscheinlichkeit.

Beispiel 8.2  Wir verdeutlichen die Definition anhand des folgenden fiktiven Bei-

spiels. Sei etwa
H = 00100000110000001010. .. .

Esistalso h; = 1 fiiri € {3,9,10,17,19}. Die entsprechenden Gédelnummern seien

as = 10, ag = 11, a19 = 101, a17 = 0101, a9 = 1010. Es ergeben sich folgende
Haltewahrscheinlichkeiten:

1. Q1 =0, denn es gibt kein Programm mit einstelliger Godelnummer.

2. Qg = %, denn 10 € B? ist die Godelnummer as = 10, und 11 € B? ist die
Godelnummer ag = 11

3. Q3 = g, denn 100 und 101 beginnen mit der Godelnummer as = 10; und 110
und 111 beginnen mit der Godelnummer ag = 11.

4. Q4 = %, denn 1000,1001,1010,1011 € B* beginnen mit der Géidelnum-
mer a3 = 10; 1100,1101,1110,1111 € B* beginnen mit der Godelnummer
ag = 11; 1010,1011 € B* beginnen mit der Godelnummer a9 = 101; und
0101, 1010 € B* sind die Godelnummern a1 = 0101 bzw. a19 = 1010.
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Wir konnen uns vorstellen, eine Gédelnummer durch Miinzwurf zu generieren.
Sobald die so erzeugte Bitfolge eine Godelnummer ist, konnen wir authéren zu wiirfeln,
denn wegen der Prifixfreiheit kann keine weitere Godelnummer entstehen. Es kann
vorkommen, dass keine Godelnummer gewiirfelt wird (das Wiirfeln stoppt nicht).

Im Beispiel 8.2 werden die Programme mit den Gédelnummern a3 und ag jeweils
mit der Wahrscheinlichkeit % erzeugt, das Programm ag mit der Wahrscheinlichkeit %
und die Programme a7 und a9 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit %6. Daraus ergibt
sich

0, =0
1 1 1

L=7+173
1 1 1 5

0e = — _ P

s=1T1ts "3

gL, 1, 1 1 1 12

YT 17178716 716 16

Es gilt
Q= > 27l (8.8)
s

Bemerkung 8.4  In der bindiren Darstellung von $,, sind die Antworten zu allen
mathematischen Fragestellungen codiert, die sich tiber die Terminierungseigenschaft
eines Programms der Liinge kleiner oder gleich n berechnen lassen.

Betrachten wir als Beispiel die Goldbachsche Vermutung: ,Jede gerade natiirliche
Zahl grofier zwei ldsst sich als Summe zweier Primzahlen darstellen.” Diese Vermu-
tung ist fiir eine grofe Anzahl von Fdllen bestdtigt, aber nicht endgiiltig bewiesen. Wir
konnen uns ein Programm G € M iiberlegen, das die erste Zahl grifier zwei sucht,
die sich nicht als Summe zweier Primzahlen darstellen lisst. Sei |( G )| = n. Die An-
zahl der Godelnummern von Programmen mit einer Linge kleiner oder gleich n ldsst
sich bestimmen. Wenn wir S),, kennen wiirden, dann konnten wir mit diesen beiden
Angaben die Anzahl der Bitfolgen bestimmen, die mit der Godelnummer eines termi-
nierenden Programms beginnen. Aus der Bemerkung 8.3 folgt, dass wir mithilfe dieser
Kenntnisse herausfinden konnen, ob G terminiert oder nicht. Falls G terminiert, wiire
die Goldbachsche Vermutung falsch, falls G nicht terminiert, wéire sie wahr.

Dieses Beispiel verdeutlicht die in Bemerkung 8.3 c) geduflerte Bedeutung der
Haltesequenz S, fiir die Losung von Entscheidungsfragen, insbesondere auch von
derzeit offenen Entscheidungsfragen.

Folgerung 8.3  a) Die Folge {Qn}n21 wiéichst monoton, d. h., es ist Q, < Q1.
b) Die Folge {Qn}n21 ist nach oben beschrdinkt, denn es gilt ), < 1 fiir allen € N.
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¢) Die Folge {§,,}, ., ist konvergent.
Beweis a) Die Folgerung ist offensichtlich.
b) Es gilt

_ moay: 1 @) 1"
Q= Y o |<A>|§2<2> —1(_2)%_1—1—<2> <1
=1

A terminiert
[(A)|<n

¢) Die Aussage folgt unmittelbar aus a) und b).

Definition 8.4  Der Grenzwert

Q= lim Q,= Y 27K

n—oo -
A terminiert

heif3t Chaitin-Konstante.

Wir wollen uns mit der Frage befassen, ob sich {2 bestimmen lésst. Dazu variieren wir
die Definition 8.3 wie folgt.

Definition 8.5  Es sei x € B”. Dann heifit

QF —Prob|z beginnt mit der Gédelnummer eines terminierenden Programms,

das in k Schritten stoppt]

Haltewahrscheinlichkeit (der in k Schritten terminierenden Programme).
Offensichtlich gilt Folgendes.

Folgerung 84 a) Q) <O, <Q.

b) lim,, 0o Q7 = lim,, 00 25, = 2.

Trotz dieser gleichen Verhaltensweisen sind die Folgen {Q2,,},, und {Q'} ., we-
sentlich verschieden: Im Gegensatz zur ersten Folge sind alle Glieder der zweiten
Folge berechenbar. Die Haltewahrscheinlichkeit €27 kann bestimmt werden, indem
jedes Programm A mit [( A)| < mn maximal n Schritte ausgefiihrt wird und dabei
gezihlt wird, wie viele terminieren. Je groler n gewihlt wird, umso genauer kann
so der Grenzwert €) bestimmt werden: Die Nachkommabits von {27 miissen sich bei
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wachsendem n von links nach rechts stabilisieren. Allerdings weifl man nie, wann
ein Bit sich nicht mehr dndert — die Anderung weit rechts stehender Bits kann durch
Ubertrdage Einfluss auf links stehende Bits haben.

read (Q[L,n]) ;
t:=1;
while Qi1,n]# Q[l,n] do
t=t+1;
endwhile;
// Jedes terminierende Programm A mit [(A)|<n
// h&lt in hdchstens ¢t Schritten;
Al := Menge aller Bitfolgen
mit einer L&nge <n,
die mit der Godelnummer
eines Programms beginnen,
das in hdéchstens t Schritten stoppt;

Al
Q= 15l
write (Q,) .

Abbildung 8.6: Verfahren zur Konstruktion von §2,, aus 2[n]

Satz 8.6  Die Haltewahrscheinlichkeit ), kann aus Q[1,n], d. h. aus den ersten n
Bits der Chaitin-Konstante, bestimmt werden.

Beweis Abbildung 8.6 stellt ein Verfahren dar, mit dem Q),, aus Q[1,n] konstruiert
werden kann. Wir bestimmen Q31 ,Q3,Q3, ... Die Werte der Folgenglieder niihern sich
immer mehr an Q) an. Irgendwann wird ein t erreicht, sodass Q% und Q) in den ersten
n Bits libereinstimmen.

Fiir s > t konnen sich die ersten n Bits von Q)5 nicht mehr dndern, denn dann wdre
Q2 > Q, was ein Widerspruch zur Folgerung 8.4 a) ist. Da jedes Programm A mit
ﬁ in die Berechnung von )% eingeht und sich die ersten n Bits nicht mehr dndern
konnen, muss jedes Programm, das nach mehr als t Schritten anhdlt, eine Linge
grofler n haben.

Es folgt, dass es kein Programm A mit |( A)| < n geben kann, das nach mehr als
t Schritten anhdilt. Deshalb kénnen wir ), wie folgt bestimmen: Es werden alle
Programme A mit |{ A)| < n t Schritte ausgefiihrt. Terminiert ein Programm A
innerhalb dieser Schrittzahl, dann geht TlA)‘ in die Berechnung von S, ein. Hiilt ein
Programm nicht innerhalb dieser Schrittzahl, dann terminiert es nie, und ﬁ wird
nicht beriicksichtigt.
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Bemerkung 8.5 a) Das in Abbildung 8.6 dargestellte Verfahren ist nicht bere-
chenbar. Seine Berechenbarkeit wiirde voraussetzen, dass das kleinste t, fiir das
QL[1,n] = Q[1,n] gilt, effektiv berechnet werden kann, d. h., dass die Funktion

f(n) =min {¢ | Q{[1,n] = Q[1,n]}

berechenbar ist. Man kann zeigen, dass f schneller wdchst als jede berechenbare
Funktion, woraus folgt, dass f nicht berechenbar ist.

b) Die Chaitin-Konstante ) enthdilt das Wissen iiber alle Haltewahrscheinlichkeiten.
Diese Konstante wird in einigen Literaturstellen auch ,,Chaitins Zufallszahl der Weis-
heit* genannt. In ihr versteckt sind die Antworten auf alle mathematischen Entschei-
dungsfragen, wie die Entscheidbarkeit des Halteproblems fiir alle moglichen Pro-
gramme. Allerdings ist Q) nicht berechenbar, d. h., wir sind nicht in der Lage, das
in Q) verborgene Wissen zu erkennen.

¢) Die Haltesequenz H ldsst sich komprimieren. Die ersten 2™ Bits von H lassen sich
aus y, bestimmen, und Q,, lisst sich aus Q[1,n| rekonstruieren. Damit kann jedes
Anfangsstiick der Linge m von H mit einem Programm generiert werden, dessen
Liinge logarithmisch in m wdchst. Somit ist H keine Zufallszahl.

d) Q2 ist eine rekursiv aufzihlbare Zahl.

read () ;
Berechne M aus Q[l,n];
1:=1;
x:=v(i);
while x € M do
=1+ 1;
x:=v(i);
endwhile;
write(x) .

Abbildung 8.7: Das Programm A,, gibt die erste Bitfolge in der lexikografischen
Anordnung von B* aus, die von keinem terminierenden Programm mit einer
Linge kleiner oder gleich n ausgegeben wird.

Satz 8.7  Die Chaitin-Konstante ist zufdllig.

Beweis Gemdf} Satz 8.6 konnen wir aus den ersten n Bits von S die Menge T, aller
terminierenden Programme mit einer Linge kleiner gleich n bestimmen. Wir fiihren
diese aus und sammeln deren Ausgaben in der Menge M.
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Nun betrachten wir das in Abbildung 8.7 dargestellte Programm A,,. Dabei sei v(i)
wieder die total berechenbare Funktion, welche die i-te Bitfolge in der lexikografi-
schen Anordnung von B* bestimmt.

Das Programm gibt die erste Bitfolge x in der lexikografischen Anordnung von B*
aus, die von keinem Programm in T}, erzeugt wird. Es gilt

n < K(z) <[(An)|. (8.9)

Abgesehen von der Berechnung von Q[n] ist die Linge des Programms A,, fest. Wir
setzen

¢ = [(An)| = K(Q[n]).

Dieses eingesetzt in (8.9) liefert
n < K(z) < c+ K(Q[n]),

woraus

KQ[n]) >n—c

folgt, womit die Behauptung gezeigt ist.

Die Chaitin-Konstante ist also nicht komprimierbar. Das Wissen iiber alle Haltewahr-
scheinlichkeiten €2,, kann also im Wesentlichen nicht kiirzer angegeben werden als
durch die Chaitin-Konstante selbst.

8.7 Praktische Anwendungen

Dieses Buch ist eine Einfiihrung in die Algorithmische Informationstheorie, die lange
Zeit ein Spezialthema gewesen ist, mit dem sich nur wenige Experten beschiftigt ha-
ben und das bis auf ganz wenige Ausnahmen keine Rolle in mathematischen oder in-
formatischen Studiengéngen gespielt hat. Seit einigen Jahren ist eine starke Belebung
zu beobachten, was sich unter anderem durch die Veroffentlichung von Lehrbiichern
widerspiegelt, die dieses Thema mehr oder weniger ausfiihrlich behandeln und in Zu-
sammenhang mit anderen Themen setzen. Des Weiteren ist zu beobachten, dass Kon-
zepte und Methoden der Theorie Eingang in praktische Anwendungen finden. Da-
bei spielt oft eine Variante der Kolmogorov-Komplexitit, die sogenannte bedingte
Kolmogorov-Komplexitiit, eine Rolle, die wir in dieser Ausarbeitung nicht betrach-
tet haben:
K(zly) =min{|A|: A€ M und ®y(A,y) =z}

ist die minimale Lénge eines Programms, das = aus y berechnet; zum Erzeugen der
Bitfolge = kénnen die Programme A € M die Hilfsinformation y benutzen.! Offen-
sichtlich ist C(x) = K(z|e). Des Weiteren ist einsichtig, dass K(z|y) < K(x)+ O(1)

IFalls kein A existiert mit ®7( A,y ) = z, dann setzen wir K(z|y) = co.
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ist, und je ,,dhnlicher sich  und y sind, d. h., je einfacher ein Programm ist, das x aus
y berechnet, umso mehr werden sich K(z) und K(z|y) voneinander unterscheiden. So
misst I (y:z) = K(z) — K(x|y) die Information, die y von x enthilt; I (y:z) ist quasi
die Bedeutung, die y fiir « hat.

Als Informationsunterschied zwischen = und y kann man etwa
E(z,y) = min {|A] : ®y(A4,z) =y und oy (A4,y) =z}

festlegen. Man kann dann zeigen, dass E(x,y) ~ max {K(z|y), C(y|z)} gilt, d.h.
genauer, dass

E(z,y) = max {K(z|y), K(y|z)} + O(log max {K(z|y), K(y|z})

gilt. Man kann zeigen, dass die Abstandsfunktion E' in einem gewissen Sinne mini-
mal ist. Das heift, dass fiir alle anderen moglichen Abstandsfunktionen D fiir alle
x,y € B* gilt: E(x,y) < D(x,y) (abgesehen von einer additiven Konstante). Durch
die Normalisierung von E durch

~ max {K(z]y), C(y|z)}
el@y) = max {K(x), K(y)}

erhilt man eine relative Distanz zwischen x und y mit Werten zwischen 0 und 1, die
eine Metrik darstellt.

Es besteht damit die Moglichkeit, auf dieser Basis ein AhnlichkeitsmaB zwischen
Bitfolgen einzufiihren, um Probleme im Bereich der Datenanalyse zu 16sen, wie z. B.
den Vergleich von Gensequenzen oder das Entdecken von Malware (SPAM). In der
praktischen Anwendung kann dabei natiirlich nicht die Kolmogorov-Komplexitit
verwendet werden, denn diese ist ja nicht berechenbar (siehe Satz 7.11). Hier muss
man in der Praxis verwendete Kompressionsverfahren einsetzen, wie z. B. Lempel-
Ziv- oder ZIP-Verfahren. Wenn wir die Kompressionsfunktionen dieser Verfahren mit
k bezeichnen, gilt natiirlich K(z) < k(z) fir alle z € B*, denn die Kolmogorov-
Komplexidt K(x) ist ja die kiirzeste Komprimierung von z.

8.8 Zusammenfassung und bibliografische Hinweise

In diesem Kapitel werden zunichst eine Reihe von Anwendungsmoglichkeiten der
Kolmogorov-Komplexitit beim Beweis von mathematischen und informatischen Aus-
sagen vorgestellt. Des Weiteren wird die Chaitin-Konstante €2 vorgestellt. In ihr ist das
gesamte mathematische Wissen versteckt — inklusive der Antworten auf derzeit offe-
nen Fragen —, ohne dass es umfassend genutzt werden kann. Aus dieses Griinden wird
Q auch ,,Chaitins Zufallszahl der Weisheit genannt.

Am Ende des Kapitels wird angedeutet, wie die Kolmogorov-Komplexitit im Be-
reich der Datenanalyse, zum Beispiel zur Clusterung von Datenmengen, genutzt wer-
den kann. Da die Kolmogorov-Komplexitit nicht berechenbar ist, muss sie in solchen
Anwendungen durch praktisch verfiigbare Kompressionsverfahren ersetzt werden.
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Die Themen dieses Kapitels werden mehr oder weniger ausfiihrlich, teilweise
in Zusammenhingen mit anderen mathematischen und informatischen Aspekten, in
[Ca%4], [Hol1], [Hr14] und [LV93] dargestellt und diskutiert. In [LV08] werden wei-
tere Anwendungsmoglichkeiten der Kolmogorov-Komplexitét in der Theorie Forma-
ler Sprachen vorgestellt.

Die Chaitin-Konstante wird in diesen Werken ebenfalls mehr oder weniger ausfiihr-
lich behandelt. Im Literaturverzeichnis gibt es eine umfangreiche Liste von Chaitin-
Originalarbeiten, die sich um diese Konstante drehen und Konsequenzen erortern, die
sich daraus in wissenschaftstheoretischen und philosophischen Hinsichten ergeben.

In [CDS02] und [CDO07] werden Péfixe von {2 berechnet.

In [LV93] werden auf der Basis der Kolomogorov-Komplexitidt Distanzmafle fiir
Bitfolgen eingefiihrt und diskutiert sowie praktische Anwendungen bei der Klassifi-
kation von Daten vorgestellt.
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Aufgabe 1.7
a) Es ist
=[10]100...
T21 [ 0] 00 0,
32-mal
woraus sich
= =1011 11100...
x31 = n(x91) =101100011100...0
64-mal
ergibt. Somit gilt
|x31] = 74 < 8589934392 = |z|.

b) Im Hinblick auf eine lesbare Notation von iterierten Zweierpotenzen fiihren wir die
Funktion iters : N X Ny — N, definiert durch

. 2", k=
itera(k,n) = { giterz(k=1,n) . > 9

= 4

)

ein. Es gilt also z. B.
iters(2,5) = 217209 = 92

Wir betrachten nun mithilfe der Funktion iters allgemein fiir w € B* die k-fach ite-
rierte Zweierpotenz
Y= ww...w.
———

iters (k,n)-mal
In der Aufgabe a) ist w = 10, kK = 2und n = 5.
Die Potenzdarstellung von y ist

Yy = [w ]iterg(k,n) .

Wir konnen nun z. B. als Zwischencodierung fiir y; die Darstellung
y2 = [w] dual(k) ] dual(n)
© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2020
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wiihlen. Dabei ist dual(m) die Dualdarstellung von m € Ny. Darauf wird dann 7
angewendet:

ys = 1(y2)
¢) Mit dem Verfahren aus b) ergibt sich fiir 12 zunichst
292 = [10]1]100000
und daraus dann
232 = n(z22) = 10110001 11 01 110000000000.

Damit gilt
|z32| = 24 < 8589934392 = |z|.
Analog erhalten wir fiir x13 zunéchst
x93 =[10]10]101
und dann
x33 = n(xe3) = 10110001 110001 110011
sowie

|z33] = 20 < 8589934392 = |z .

d) Erwartungsgemé0 erhalten wir fiir den Fall, dass die Bitfolgen aus Wiederholungen
bestehen, deren Anzahl eine iterierte Zweierpotenz ist, sehr gute Komprimierungen.

Aufgabe 2.1
Wir setzen v° = ¢ sowie vt = v™v fiir n > 0.
Aufgabe 2.2
Es ist
Pref (aba) = {e, a, ab, aba}
Inf(aba) = {e,a, b, ab, ba, aba}
Suf (aba) = {e,a,ba,aba} .
Aufgabe 2.3

Es ergibt sich folgende schrittweise Berechnung:

|aba| = |ab| + 1
=la]+1+1
=le|+1+1+1
=0+1+1+1
=3
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Aufgabe 2.4

Zur Bildung eines Wortes w = w; . . . wi mit & Buchstaben iiber einem Alphabet mit
n Buchstaben gibt es fiir jeden Buchstaben w; n Mdglichkeiten. Damit haben wir

Damit folgt fiirn > 2

k k k+1
Z i Z i_n -1
|E§k|:l:0’2}§ |:i:0n :771_1 .

Firn =1 gilt
|25F = [{e,a,a®,....d"}| =k + 1.

Aufgabe 2.6
Es ergibt sich
|cabccal, = |cabee|, = |cabe|, + 1 = |cab|, +1+1

=lcal,+2=lc|,+2=|¢],+14+2=0+3
=3.

Aufgabe 2.7
S(w) ={aex: ul, > 1}
Aufgabe 2.8
a) Formal kann tausche definiert werden durch
tausche(e, a,b) = ¢ firalle a,b € ¥
und

b o tausche(w, a,b), falls ¢ = a,

tausche(cw, a,b) = { fir a,b,c € ¥ und w € "

co tausche(w,a,b), falls ¢ # a,
b) Es ist

tausche(12322,2,1) = 1 o tausche(2322,2,1) = 1 o 1 o tausche(322,2,1)
=11 0 3 o tausche(22,2,1) = 113 o 1 o tausche(2,2,1)
= 113101 o tausche(e,2,1) = 11311 o0¢
= 11311.



162 Losungen zu den Aufgaben

Aufgabe 2.9
Eine Moglichkeit ist
0, x| < |yl
jaly =< |2[2,]2] ]I+ 1, y € Pref(x),
|2, ][], , y & Pref ().

Falls y langer als x ist, kann y kein Infix von x sein. Anderenfalls wird gepriift, ob y
Prifix von z. Ist das der Fall, dann wird berechnet, wie oft y Infix im Wort x ohne den
ersten Buchstaben ist, und dazu eine 1 addiert. Ist das nicht der Fall, dann wird nur
berechnet, wie oft y Infix von x ohne den ersten Buchstaben ist.

Aufgabe 2.10

Wir definieren & : X* — ¥* durch

b

g
aw fir a € ¥, w e ¥*

S

Aufgabe 2.11

GemiB (2.7) gilt L° = {e} fiir alle Sprachen L, also ist auch }° = {¢} und damit
0* = {e}.
Esist 0* = () und damit )+ = 0.

Da " = ¢ fiir alle n. € Ny ist, gilt {e}* = {e} sowie {e} " = {e}.

Aufgabe 2.12

Wir kénnen die Codierung n* aus Abschnitt 1.2.1, welche die Bits in einer Bitfolge
verdoppelt, wihlen.

Aufgabe 2.13

a) Wir beweisen die Behauptung mit vollstindiger Induktion iiber die Liange k der
Worter w.

Induktionsanfang: Fiir k = 1 gilt einerseits
ms(a;) =1 fir 1 <i<n

und andererseits
1
% (a;) = ZT((IZ') = 1(ay).
i=1

womit der Induktionsanfang gezeigt ist.
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Induktionsschritt: Unter Verwendung der Annahme, dass die Behauptung fiirein k € N
gilt, zeigen wir, dass dann die Behauptung auch fiir £ + 1 gilt, denn es ist

k+1
o (wy .. wEwEs1) = Z s (w;) - nFH
=1

k
=03 m(ws) -0 T (i)
i=1

=n-1s(w; ... wg) + 7s(wks1) mit Induktionsannahme

= to(w; ... wrwg11) mit Definition von 7.

b) Auch diese Behauptung zeigen wir mit vollstdndiger Induktion iiber die Linge k
der Worter w.

Induktionsanfang: Fir k = 1 gilt
m(0) =1=2—1= wert(10) — 1,
(1) =2=3—1=wert(11) — 1.
Induktionsschritt: Unter Verwendung der Annahme, dass die Behauptung fiirein k € N
gilt, zeigen wir, dass dann die Behauptung auch fiir £ + 1 gilt, denn es ist
(w1 .. . WEWkt1)
=2 71p(w; ... wg) + 78(wk+1) Definition von 7
=2 wert(lwy ... wy) — 1 4+ 75(wk+1) Induktionsannahme
= wert(lwy ... wi0) + wr41 — 1
=1- 2" pw 2F w28 4020 gy 20— 1
=12 w2 w2 gy 20— 1
= wert(lw; ... wpwg41) — 1.
Aufgabe 2.14
Mit [log |2|] = [log26] = 5 ergibt sich binx(a) = 00000, bins(b) = 00001,
biny;(c) = 00010, ..., binx(z) = 11001.
Aufgabe 2.15

Die Codierung der Zahl n € Ny durch | hat die Linge n. Die Codierung von n als
Dualzahl hat die Linge |logn| + 1. Die unire Codierung ist also exponentiell linger
als die Dualcodierung.

Aufgabe 2.16
a) Wir definieren g : Z — Ny durch
0, falls z = 0,
g(z) =1 2z, falls z > 0,

—(2z+1), fallsz<0.
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g ist eine bijektive Abbildung, die den positiven ganzen Zahlen die geraden Zahlen
und den negativen ganzen Zahlen die ungeraden Zahlen zuordnet. ¢ nummeriert die
ganzen Zahlen wie folgt:

Z 0 -1 1 -2 2 -3 3

b) Wir konnen die Menge der Briiche wie folgt notieren als
Q:{@\mez,neN}.
n
Wenn wir die Briiche * als Paare (m, n) schreiben, ergibt sich

Q={(m,n) | meZ,neN}
=7ZxN
— (-N x N)U {0} U (N x N).

Wir kennen bereits die Nummerierung ¢ von N x N. Wir setzen c_ (m,n) = —c(m, n)
und erhalten damit eine Nummerierung c_ : —N x N — —N. Damit definieren wir

h:(-NxN)U{0}U(NxN)—Z
durch
h(0) = 0,

_Je(m,n),  (m,n) e NxN,
hlm,n) = {c(m,n), (—m,n) € =N x N.

In a) haben wir die Nummerierung g von Z definiert. Wir fithren nun /A und g hin-
tereinander aus und erhalten damit die Nummerierung ¢ : Q — Ny von Q, definiert
durch ¢ = goh.

Bemerkenswert ist, dass sich die Menge Q nummerieren lisst, obwohl sie dicht ist.
Dicht bedeutet, dass zwischen je zwei verschiedenen Briichen wieder ein Bruch, z. B.
ihr arithmetisches Mittel, liegt (daraus folgt im Ubrigen, dass zwischen zwei verschie-
denen Briichen unendlich viele weitere Briiche liegen).

Aufgabe 3.1

Die Losungsidee ist genau wie im Beispiel 3.1. Es werden in jeder Runde wieder
der erste und letzte Buchstabe abgeglichen. Im Beispiel 3.1 muss jeweils der erste
Buchstabe eine 0 und der letzte eine 1 sein; jetzt miissen jeweils Anfangs- und End-
buchstabe identisch sein.
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Eine Maschine, die dieses Verfahren realisiert, ist

T= (B U {#}a {57 S0, 51,5 %, 20, Zlataatr},év S, #7taatr)

mit
={(s,#,ta, #,—); leeres Wort akzeptieren
s,0, 50, #, —), die ndchste 0 wird iiberschrieben
50,0, 80,0, —), zum Ende laufen, iiber Nullen
0,1, 80,1, —), und Einsen hinweg
s, 1,81, #,—), die néchste 1 wird iiberschrieben
$1,0,81,0,—), zum Ende laufen, iiber Nullen

S1, 17 S50, a_))a

und Einsen hinweg

(s

(s,

(

(

(s,

(

(

(s0, #, 20, #, <), am Ende angekommen, ein Symbol zuriick
(s1,#, 21, #, <), am Ende angekommen, ein Symbol zuriick
(20,0, 2z, #, ), priifen, ob 0, dann zuriick

(21,1, 2, #, ), priifen, ob 1, dann zuriick

(20,1, t.,1,—), falls keine 0, Eingabe verwerfen

(z0, #, try #,—), falls Band leer, Eingabe verwerfen
(21,0,t4,0,—), falls keine 1, Eingabe verwerfen

(z1, #, try #,—), falls Band leer, Eingabe verwerfen
(z,1,2,1, <), zuriick iiber alle Einsen

(2,0,2,0, <), und Nullen

(z,#,8,#,—)} am Wortanfang angekommen, neue Runde.

Mit dieser Maschine ergeben sich die folgenden Tests:

51001 = s1001 F 05101 F 00s11 F 001s1# = 00211 F 020 F 200 F z#00
F s00F sg0 F Oso#t F 200 - 24 F s# -t #
s0111 F spl111 F 15911 F 11sgl - 111sp# F 11201 F 11¢,.1
SIITF 5111 F1si1 F 1ls1# F 1291 21 241 F sl si# F 21 # F t#

Es gilt also ®7(1001) = 1, ®7(0111) = 0, ®(111) = 0.

Aufgabe 3.2

Grundidee fiir die Konstruktion: Das Eingabewort steht auf Band 1. Das Prifix des
Eingabewortes, das aus Nullen besteht, wird auf Band 2 kopiert und auf Band 1 mit
Blanks iiberschrieben. Dann wird gepriift, ob der Rest des Eingabewortes aus genau
so viel Einsen besteht, wie Nullen auf Band 2 kopiert wurden. Stimmt die Bilanz,
akzeptiert die Maschine; in allen anderen Fillen verwirft die Maschine die Eingabe.
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Die folgende 2-bédndige Maschine realisiert dieses Verfahren:

T= (]B U {#}a {57 50, k,ta,tr},d, S, #7taatr)

¢ ist definiert durch

={(s,#, # ta, #,#,—, —), leeres Wort akzeptieren

(s,

(s,1,#,tr, 1, #,—,—), Eingabe beginnt mit 1, verwerfen
(s,0,%, s0, #,0, —, —), Nullen auf Band 2 schreiben
(80,0, #, s0, #,0, —, —), Eingabe besteht nur aus Nullen,
(S0, #, #, try #,#,—, —), verwerfen

(s, 1,#,k, 1, #,—, ), erste 1

(k,1,0,k, #,#, —, <), Abgleich Nullen und Einsen

(k, #, #, ta, #,#,—, —), Bilanz ausgeglichen, akzeptieren
(k,0,0,¢.,0,0,—,—), 0 nach 1, verwerfen
(k,0,#,t.,0, #7 =)

(k,#,0,t,.,#,0,—, —), zu wenig Einsen, verwerfen
(k,1,#,t,,1,#,—,—)} zu wenig Nullen, verwerfen.

Wir testen das Programm mit den Eingaben 0011, 0111 und 00110:

(5, 10011, T4) I (0, #1011, #£074) = (s0, #111, #0014) F (k, #111, #0104)
(k, #11, #104) b (k, 1%, #14) b (Lo, # 14, #1%)

(5, 10111, 1#) F (s0, TL11, #01#) F (k, 1111, #10#)

(k. 111, #14) b (£, 111, #14)

(50, #10110, #014) F (50, #1110, #0014)

(K, #1110, #0704) I (k, #7110, #]0%)

(

l_
|_
l_
(5,700110, 1#)
|_
= (K, 10, #19) b (L, #10, #1#)

Aufgabe 3.3

Sei Ty eine 2-Bandmaschine, die f berechnet, und T} eine 2-Bandmaschine, die g
berechnet. Wir konstruieren daraus eine 3-Bandmaschine 77,, die bei Eingabe = auf
das erste Band y = ®7,(v) = g(x) berechnet und y auf Band 2 schreibt. Dann
fithrt 7T}, die Maschine T’y mit Eingabe y auf Band 2 aus und schreibt das Ergebnis
z = @7, (y) = f(y) auf Band 3. Es gilt

. z ¢ Def(®r,),

(I)Th (I) = 4, q>Tg (:L‘) ¢ Def(q)Tf)a
O, (O7, (7)), sonst.

Es folgt &, (z) = P, (1, (2)) = (<I>Tf o ®r,)(z) = (f og)(x) = h(z); histalso
berechenbar.
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Aufgabe 3.4

Die Funktion w : B* — B* sei definiert durch w(x) = L fiir alle x € B* w ist die
,Hhirgends definierte Funktion; es gilt also Def (w) = 0.

Die Turingmaschine T = (B U {#}, {s, ta,t+}, 0, 8, #, ta, t,) mit

6 = {(37 0’ S’ 07 _>)’ (S) 17 S) 17 H)7 (87 #’ 57 #7 H)}

wandert bei jeder Eingabe iiber diese nach rechts hinweg und weiter tiber alle Blanks,
hilt also nie an. Damit gilt @7 (z) = L fiir alle x € B*. Somit ist also &7 = w und
w € P —Rsowie R C P.

Aufgabe 3.5

a) Wir setzen x4 (z) = 1 — sign ([[,c 4 |z — a| ). Diese Funktion ist eine charakte-
ristische Funktion fiir A und berechenbar.

b) Wir setzen

xza(z) =1-xa(x),
Xaup = max {xa(z),xB(7)},
Xans = min{xa(z), xp(r)}

und erhalten damit berechenbare charakteristische Funktionen fiir A, AUB und ANB.

Aufgabe 3.6

Es sei T4 ein Turingprogramm, das x’, berechnet, und Tz ein Turingprogramm,
das x'g berechnet. Wir konstruieren zwei 2-Bandmaschinen T4p und T4np. Bei-
de fiihren T4 auf dem ersten Band und T auf dem zweiten Band wechselweise —
also quasi parallel — aus. T4 stoppt, falls T’y oder T’5 stoppt, und gibt eine 1 aus.
Tsnp stoppt, wenn beide angehalten haben und gibt dann eine 1 aus. Offensichtlich

gilt &7, ., = XfAuB bzw. &7, , = XTAOB’

Aufgabe 3.7

a) ,,=": Sei A entscheidbar. Dann ist x 4 berechenbar. Sei X das Programm, das 4
berechnet: ®x = x 4. Das Programm B in der folgenden Abbildung durchléuft alle
natiirlichen Zahlen ¢ € Ny in aufsteigender Reihenfolge und iiberpriift jeweils mithilfe
des Programms X, ob ¢ € A ist. Falls ja, wird 7 ausgegeben und weitergezihlt; falls
nein, wird nur weitergezahlt.

@,

»<": Sei T eine Turingmaschine mit zwei Biandern. Band 1 sei das Eingabeband, auf
Band 2 stehen die Elemente von A in aufsteigender Reihenfolge von links nach rechts.
Bei Eingabe ¢ vergleicht T" das ¢ mit den Elementen auf Band 2 von links nach rechts.
T stoppt, falls ¢ auf dem Band steht, und gibt eine 1 aus. Falls ¢ nicht auf dem Band
steht, stoppt 7" bei Erreichen des ersten Elements, das grofler als i ist, und gibt eine
0 aus. Da die Elemente auf Band 2 aufsteigend sortiert sind, kann ¢ nicht nach einem
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algorithm B;
input:
output: alle Elemente von A aufsteigend;
1:=0;
while true do
if ®x (i) = 1 then return i endif;
=1+ 1
endwhile
endalgorithm

Algorithmus B, der die Elemente der entscheidbaren Menge A der Grofie nach
ausgibt.

bereits groferen Element auf dem Band stehen. Es gilt offensichtlich @7 = x4. x4
ist also berechenbar; damit ist A entscheidbar.

b) ,=: Ist A = (), dann konstruieren wir die 2-Bandmaschine T wie folgt: Band 1
ist das Eingabeband, Band 2 ist das Ausgabeband, und 7" berechnet auf Band 1 die
Funktion w (siehe Losung der Aufgabe 3.4).

Sei A # () semi-entscheidbar, d.h., A ist rekursiv-aufzihlbar. Sei f eine rekursive
Aufzihlung von f und F' das Programm, das f berechnet: ®» = f. Das folgende
Programm C' durchlduft alle natiirlichen Zahlen ¢ € Ny in aufsteigender Reihenfolge
und gibt f(i) aus.?

algorithm C;
input:
output: alle Elemente von A;
1:=0;
while true do
return @5 (7);
ti=14+1
endwhile
endalgorithm

Algorithmus C, der die Elemente der semi-entscheidbaren Menge A ausgibt.

@,

»<": SeiT eine Turingmaschine mit zwei Biandern. Band 1 sei das Eingabeband, auf
Band 2 stehen die Elemente von A (in irgendeiner Reihenfolge von links nach rechts).

’Da f nicht injektiv sein muss, konnen Elemente von A mehrfach ausgegeben werden. Wenn man das
vermeiden méchte, muss man bei jedem ¢ die bereits ausgegebenen Elemente mit f(¢) vergleichen. Existiert
£ (2) bereits, dann braucht es nicht noch einmal ausgegeben zu werden, anderefalls wird es erstmalig — und
nur einmalig — ausgegeben.
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Bei Eingabe ¢ vergleicht 1" diese mit den Elementen auf Band 2 von links nach rechts.
T stoppt, falls ¢ auf dem Band steht, und gibt eine 1 aus. Falls ¢ nicht auf dem Band
steht, stoppt 7" nicht. Es gibt kein Kriterium, das 7" benutzen kann, um nicht weiter zu
suchen und eine 0 auszugeben. Es gilt offensichtlich 7 = x’4. Die Funktion x/, ist
also berechenbar; damit ist A semi-entscheidbar.

Mithilfe von 7" kann auch eine rekursive Aufzidhlung von A konstruiert werden. Da
A = () per se rekursiv aufzihlbar ist, ist in diesem Fall nichts zu tun.

Sei A # () unendlich. Bei Eingabe ¢ € Ny durchliuft T' die Elemente auf Band 2 von
links nach rechts bis zum ¢-ten Element und gibt dieses aus.

Sei A # 0 endlich mit |[A| = k, und « sei irgendein Element von A. Bei Eingabe
i € Ny mit ¢ < k — 1 durchlduft T" die Elemente auf Band 2 von links nach rechts bis
zum i-ten Element und gibt dieses aus. Ist ¢ > k, dann gibt 7" das Element x aus.

In beiden Fillen ist T fiir alle ¢ € Ny definiert, d. h., ® ist total definiert, und es gilt
W(®r) = A. Op ist somit eine rekursive Aufzihlung von A.

Aufgabe 3.9

Der Wunsch nach einer nicht deterministischen Maschine kommt daher, dass man
beim Scannen einer Eingabe nicht weill, wo das Wort w endet und seine Wiederholung
beginnt.

Ein Verifizierer konnte bei Eingabe eines Wortes « € B* als Zertifikat eine Zahl k
raten und dann deterministisch iiberpriifen, ob x [i] = z [k + ] fir 1 < ¢ < k gilt.
Falls = zur Menge L gehort, gibt es ein solches k, falls x nicht zu L gehort, gibt es
kein k.

Eine nicht deterministische Maschine muss beim Scannen der Eingabe davon aus-
gehen, dass bei jedem Buchstaben die Wiederholung des ersten Teils beginnen kdnnte.
Dementsprechend gibt es bei jedem Buchstaben zwei Moglickeiten: weiter lesen oder
annehmen, dass die Wiederholung beginnt.

Die folgende 2-bidndige Maschine 7" schreibt die Buchstaben auf das Band 2. Sie
nimmt bei jedem Buchstaben aulerdem an, dass die Wiederholung beginnen kdnnte.
Der S-/L-Kopf von Band 1 bleibt dann stehen, der von Band 2 lduft an den Anfang des
Bandes. Dann beginnt der Abgleich von Band 1 und Band 2. Falls die Bilanz stimmt,
akzeptiert T' die Eingabe. In allen anderen Féllen verwirft 7' das Eingabewort:

T: (BU{#}7{S7Z7k7ta7tr}’6, 87#’ta7tr)
¢ ist definiert durch

§={(s,#, #, ta, #,#,— —), leeres Wort akzeptieren
(8,0,#,8,#,07—>’—>), Nullen und
(s,1,#,s,#,1,—,—), Einsen auf Band 2 schreiben
(s,0,#, 2,0, #, —, <), Annahme, Wiederholung erreicht,
(Sa 17 #7 Z, Oa #a ) (_)7
(2,0,0,2,0,0, —, ), zum Anfang von Band 2
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(2,0,1,2,0,1,—, ), zuriick

(2,1,0,2,1,0,—, <),

(2,1,1,2,1,1,—, ),

(= # 0,k,#,0,—,—), Bandanfang erreicht

(e Lk 1, =),

(k, O O k,#,#,—,—), Abgleich Band 1 und 2

(b 1, 1,y 6, 3=, ),

(b, #, #, ta, #,#,—,—), Bilanz stimmt, akzeptieren
(k,0,1, ¢, #,#,—,—), Bilanz stimmt nicht, verwerfen
(k,1,0,t., #,#,—,—), alle anderen Fille verwerfen
(0, e, s s —, =),

s 1, 4, e, s s — =),

(4,0, b, 3, —, ),

(k.1 A= ).

Aufgabe 4.1

a) Sei f eine polynomielle Reduktion von A auf B. Dann giltz € A genau dann, wenn
f(x) € B ist, was dquivalent ist zur Aussage x € A genau dann, wenn f(z) € B ist.

b) Sei f eine polynomielle Reduktion von A auf B und g eine polynomielle Reduktion
von B auf C. Dann gilt z € A genau dann, wenn f(z) € B ist, sowie y € B genau
dann, wenn g(y) € C ist. Es folgt x € A genau dann, wenn f(g(z)) € C ist, und
f o g ist polynomiell berechenbar.

Aufgabe 4.2

Der Beweis folgt analog zum Beweis von Satz 4.6: Aus A <., B folgt, dass es eine
deterministisch in Polynomzeit berechenbare Funktion f geben muss mit A <; B.
Da B € NP ist, ist die charakteristische Funktion x g von B nicht deterministisch in
Polynomzeit berechenbar. Die Komposition von f und y p ist eine charakteristische
Funktion fiir A: x4 = xp o f. Die Funktion f ist deterministisch in Polynomzeit
berechenbar, und . ist nicht deterministisch in Polynomzeit berechenbar, damit ist
auch x 4 nicht deterministisch in Polynomzeit berechenbar, also ist A € NP.

Aufgabe 4.3

a)Sei A € Cund T = (', 6, 5, #, ta, t,) ein Entscheider fiir A. Dann ist die Maschine
T = (I, d,s,#,tr,t,) ein Entscheider fiir A, und es gilt timer(w) = timez(w) fiir
alle w € B* Es folgt A € C genau dann, wenn A € C, womit die Behauptung gezeigt
ist.

b) Folgt aus a), da P eine deterministische Komplexititsklasse ist.

¢) Aus P C NP folgt unmittelbar coP C coNP und daraus mit b) P C coNP. Also gilt
P C NP N coNP.
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d) Aus P = NP folgt coP = coNP. Daraus folgt mit b) NP = P = coP = coNP.

e) ,=": Sei A € NPC, dann gilt wegen der Voraussetzung NP = coNP und wegen
NPC C NP auch A € coNP, woraus insgesamt A € NPC N coNP folgt. Damit ist
NPC N coNP # () gezeigt.

,»<=": GemiB Voraussetzung existiert eine Menge A € NPC mit A € coNP.

Sei B € NP, dann gilt B <, A und damit B <poy A. Hieraus folgt, da A € NP
ist, dass auch B € NP ist, womit B € coNP ist. Aus B € NP folgt also B € coNP
und damit NP C coNP.

Sei nun B € coNP, dann ist B¢ NP. Es folgt B <poly A, da A € NPCist. Es folgt
B <,oly Aund daraus B € NP, da A € NP ist. Aus B € coNP folgt also B € NP
und damit coNP C NP.

Damit ist insgesamt NP = coNP gezeigt.

Aufgabe 5.1

Es ist
(T, ) = (Ass|s||(s0s0m]])(s1s1m|]|)(sAsAm]|)),

woraus sich
p({T,)) = 62335355630345576313145576323245577
ergibt.

Aufgabe 6.1

a) Wir definieren f : Ng x Ny — Ny durch f(4, j) = u,(4, ). Dann gilt: Die Funktion
f ist berechenbar sowie

(i,j) € H genau dann, wenn j € Def(y;),
genau dann, wenn (i, j) € Def(uy,),
genau dann, wenn (i, 5) € Def(f).
Es ist also H = Def(f). Mit Satz 3.4 b) folgt, dass H rekursiv aufzihlbar ist.

b) Wir definieren g : Ng — Ny durch g(i) = (i, 7). Die Funktion g ist offensichtlich
total berechenbar, und es gilt

i € K genau dann, wenn (i,7) € H,

genau dann, wenn ¢(i) € H.

Damit ist K <, H gezeigt. Da K nicht entscheidbar ist, ist wegen Folgerung 3.3 H
ebenfalls nicht entscheidbar.

Aufgabe 6.2

Seii € Ap mit p; = f € E sowie ¢ = j, also ¢; = ¢;. Es folgt ¢; = f und damit
¢; € Fund damit j € Ap.



Anhang: Mathematische
Grundbegriffe

Wenn M eine Menge und a ein Element dieser Menge ist, schreiben wir a € M ist
a kein Element von M, dann schreiben wir a ¢ M. Eine Menge M definieren wir im
Allgemeinen auf folgende Arten:

M =A{z|p(z)} oder M ={z:p(x)}
M={zxeA|p(x)} oder M ={zeA:px)}
p ist ein Prdadikat, das — zumeist halbformal notiert — eine Eigenschaft angibt, die
bestimmt, ob ein Element a zu M gehort: Gilt (@ € A und) p(a), d.h., trifft die
Eigenschaft p auf das Element a zu, dann gilt a € M.

Ein Pridikat p trifft auf fast alle Elemente einer Menge M zu, falls es auf alle bis
auf endlich viele Elemente von M zutrifft.

Ist M eine endliche Menge mit m Elementen, dann notieren wir das mit |M| = m.
Ist M eine unendliche Menge, dann schreiben wir |[M| = oo.

Folgende Bezeichner stehen fiir gingige Zahlenmengen:

No={0,1,2,...} Menge der natiirlichen Zahlen
N =Ny — {0} Menge der natiirlichen Zahlen ohne 0
—-N={-n|neN} Menge der negativen ganzen Zahlen
Z =NoU—-N Menge der ganzen Zahlen
P = {z | = besitzt keinen echten Teiler} Menge der Primzahlen
Q= {p |lp€EZ, qc€ N} Menge der rationalen Zahlen
q
Qr={reQ|z>0} Menge der positiven rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
Riy={zeR|z >0} Menge der positiven reellen Zahlen

Ist jedes Element einer Menge A auch Element der Menge B, dann ist A eine Teil-
menge von B: A C B.Esgilt A= B, falls A C B und B C A zutreffen. Die Menge
A ist eine echte Teilmenge von B, A C B, falls A C Bund A # B gilt.
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Die Potenzmenge einer Menge M ist die Menge 2™ = {A | A C M} aller Teilmen-
gen von M. Ist [M| = m, dann ist [2M| = 2™,

Sind A und B Mengen, dann ist AU B = {z | z € A oder = € B} die Vereinigung
von Aund B; AN B = {z |z € A und x € B} ist der Durchschnitt von A und B;
und A — B = {z |z € A und = ¢ B} ist die Differenz von A und B. Ist A C B,
dann heiit B — A das Komplement von A beziiglich B.

Seien A;, 1 < i < k, Mengen, dann heif3t

A1><A2x...xAk:{(al,ag,...,ak)|ai€Ai71§i§k}

das kartesische Produkt der Mengen A;. a = (a1, ag, . .., ax) heiBt k-Tupel (im Fall
k = 2 Paar, im Fall £ = 3 Tripel, .. .). a; ist die i-te Komponente von a.
Eine Menge R C A; X Ag X ... x Ay heiBit k-stellige Relation tiber Ay, ..., Ay.

Fir R C A x B heit R~! C B x A, definiert durch R~ = {(y,z) | (x,9) € R},
Umkehrrelation oder inverse Relation von R.

Seien R C A x Bund S C B x C, dann hei3t die Relation Ro S C A x C,
definiert durch

RoS = {(x,2) | esexistiertein y € B mit (x,y) € R und (y,z) € S},

Komposition von R und S.

Sei R C Ax A, dannist R® = {(x,z) | * € A} = A x A die identische Relation
auf A,und R™ C A x A ist fiir n > 1 definiert durch R = R*~! o R.

Ist R C R, dann heiBt R reflexiv; ist R = R~ dann heiit R symmetrisch; ist
R o R C R, dann heiflt R transitiv.

Die Relation

Rt =|JR"
n>1

heil3t transitive Hiille oder transitiver Abschluss von R, und

R = U R™

n>0
heif3t refelxiv-transitive Hiille oder reflexiv-transitiver Abschluss von R.

Eine Relation f C A x B heiBt rechtseindeutig, falls gilt: Ist (x,y), (z',3’) € f und
y # v/, dann muss auch z # 2’ sein. Rechtseindeutige Relationen werden Funktionen
genannt. Funktionen notiert man in der Regel in der Form f : A — B anstelle von
f € A x B um auszudriicken, dass die Funktion f Elementen = aus der Ausgangs-
menge A jeweils hochstens ein Element y = f(x) aus der Zielmenge B zuordnet.

Die Menge
Def(f) = {x € A | esexistiertein y € B mit f(x) =y}

heift Definitionsbereich von f.
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Die Menge
W(f) ={y € B|esexistiertein z € A mit f(z) =y}

heifit Wertebereich oder Wertemenge von f. Anstelle von W ( f) schreibt man auch f(A).
Fiir eine Funktion f schreiben wir f(x) = L, falls f fiir das Argument = nicht
definiert ist, d. h., falls  nicht zum Definitionsbereich von f gehért: « ¢ Def(f).

Gilt Def(f) = A, dann heifit f total; gilt W (f) = B, dann heiBt f surjektiv.

Die Menge B4 = {f : A — B| f total} ist die Menge aller totalen Funktionen von
A nach B. Sind A und B endlich, dann ist

B4 =B

Gilt fiir z, 2’ € Def(f) mit ¢ # 2’ auch f(z) # f(2), dann heiBt f linkseindeutig
oder injektiv. Ist f total, injektiv und surjektiv, dann heifit f bijektiv.

Ist f injektiv, dann ist f~! : B — A, definiert durch f~!(y) = z, genau dann,
wenn f(z) = y ist, die Umkehrfunktion von f.

Sei A’ C A, dann heifit die Funktion f 4/, definiert durch fj4/ (z) = f(z) fiir alle
x € A’, die Einschridnkung von f auf A’.

Die Signum-Funktion sign : R — {0, 1} ist definiert durch

. 1, =>0,
sign(z) = 0 =<0

Die Dualdarstellung z = dual(n) einer Zahl n € Ny ist gegeben durch
Z=2Zp-1-.---%1%20

mit z; € {0,1},0<i<n—1lundz,_; =1, falls n > 2, sowie
n—1
n = wert(z) = Z z; - 2"
i=0

log ist der Logarithmus zur Basis 2. Fiir ¢ > 0 ist also loga = b genau dann, wenn
20 = g ist.
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